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Resumo

Este texto apresenta um resumo do Capitulo 6 do livro [I]. Especificamente, jogos que
sao jogados uma quantidade finita e infinita de vezes pelo mesmo conjunto de jogadores e
jogos de maquinas, que sao jogos cuja as estratégias dos jogadores sao representadas por
automatos. Estes tipos de jogos sao importantes porque modelam problemas que nao sao
possiveis de serem modelados com jogos na forma normal e extensiva.

1 Introducao

Os jogos representandos na forma normal e extensiva nem sempre sdo capazes de modelar jogos
grandes (em termos de nimero de jogadores ou estratégia) ou mais realisticos. Eles assumem que
os jogadores tem conhecimento de todas as utilidades e que tanto o niimero de jogadores quanto
o conjunto de estratégias sao finitos. Aqui vamos considerar cendrios como: o que acontece
quando um jogo é jogado infinitas vezes pelo mesmo conjunto de jogadores? Ou o que ocorre
quando um jogador tem um numero infintos de ac¢oes (estratégias) possiveis?

Assim, considere o jogo do dilema dos prisioneiros conforme ilustrado na Figura Nas
préximas segoes usaremos esse jogo como exemplo para ilustrar jogos de repeticao (in)finita e
jogos de maquina.
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Figura 1: Dilema dos primeiros na forma normal.

2 Jogos finita e infinitamente repetidos

Em jogos repetidos, um jogo representado na forma normal é jogado (in)finitamente pelo mesmo
conjunto de jogadores. Cada repeticao do jogo é chamado de jogo de estdgio. Esses tipos de
jogos sao modelados como jogos de informacao imperfeita na forma extensiva. Essa representacao



deixa claro que (i) A utilidade dos jogadores é definida em fungao dos jogos de estagios, (i) Em
cada jogo de estdgio um jogador nao sabe o que os outros estdo jogando, e (iii) Os jogadores
sabem o que fizeram e o que os outros jogadores fizeram nos jogos de estigios anteriores. A
Figura 2] ilustra o jogo do dilema dos prisioneiros repetido duas vezes.
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Figura 2: Dilema dos primeiros repetido duas vezes.

Quando o jogo é repetido infinitamente a arvore da forma extensiva tem altura infinita,
e desse modo a utilidade precisar ser definida. Considerando r¥ como a utilidade do jogador
i no jogo de estdgio k. Duas defini¢oes conhecidas sao: wutilidade média que consistem em

k
limp oo Zj? ri, e utilidade descontada que é Z]Oi1 Bjr{, para 0 < 3 < 1.

As estratégias nos jogos repetidos sao mais ricas do que as do jogo de estagio. A luz da
repeticao do jogo do dilema dos prisioneiros, podemos definir a estratégia estaciondria como
aquela onde o jogador escolhe a mesma estratégia em cada jogo de estdgio. Outras duas sao a
Tit-for-Tat (TfT) que é a estratégia no qual o jogador comeca cooperando e se houver algum
desvio na rodada k, ele escolhe, na rodada k + 1, o que seu adversario escolheu na rodada k, e a
estratégia gatilho, na estratégia gatilho o jogador comega cooperando, se houver desvio, ele nunca
mais coopera. O Teorema mostra que as estratégias TfT e gatilho produzem equilibrios na
repeticao infinita do jogo do dilema dos prisioneiros.

Teorema 2.1. Seja G o jogo do dilemas dos prisioneiros repetido infinitamente. Entao, (1)
Ambos os jogadores jogando TfT € um equilibrio em G; (2) Ambos os jogadores jogando a
estratégia gatilho € um equilibrio em G; e (8) Um jogador jogando a estratégia gatilho e outro
jogando TfT é um equilibrio em G. Ol

Considerando a repeticao de um jogo qualquer, o Teorema apresenta uma caracte-
rizagdo de um equilibrio, porém antes de enunciar e provar o Teorema [2.2] é preciso intro-
duzir algumas definigoes. Sejam G um jogo (NN, A,u) com n jogadores e um perfil de utilidades
r = (r1,72,...,7,) para a repeticao infinita de G. E seja v; = ming ,cg , maxg,es, ui(s—i, i),
isto é, v; é a utilidade de i quando os outros jogadores estao jogando a estratégia minimax contra
ele. O perfil r é executdvel se ¥V; € N,r; > v;. Dizemos que r é vidvel se existem valores «y
racionais e nao negativos, tal que para todo i € N, r; pode ser expressado como ) 4 aqui(a),

com » o4 g = 1.

Teorema 2.2. Considere um jogo G infinitamente repetido com utilidade média r. Entao, (1)
Se r é um perfil para algum equilibrio de G, entao para cada jogador i, r; € executdvel; (2) Se r
€ um perfil vidvel e executdvel, entdo r € um perfil de utilidade média para algum equilibrio em

G.

Demonstragao. Parte 1. Suponha que r nao seja executavel para algum jogador i, isto é, r; < v;.
Considere uma estratégia alternativa para i: jogar BR(s_;(h)), onde s_;(h) é a estratégia dos



outros jogadores na rodada h, e BR(s_;(h)) é uma fungao que retorna a melhor resposta para i,
dado o perfil de estratégia s_;. Pela defini¢ao da estratégia minimax, o jogador i recebe utilidade
de pelo menos v; em cada jogo de estégio h, se ele joga BR(s—;(h)). Portanto, uma contradigao,
uma, vez que por hipdtese r é um perfil de um equilibrio.

Parte 2. Como 7 ¢ vidvel e executavel, para todo i podemos escrever r; = > 4 (%) u;(a),

com f3, e v ndo negativos e v = > .4 fa. Seja i um jogador qualquer. Vamos construir uma
estratégia para i que resulta na utilidade acima e é um equilibrio: a estratégia s; passara por todo
a € A em G, em blocos de tamanho , sendo que em cada bloco a serd repetindo exatamente [,
vezes. Se em algum momento ¢, um jogador j # i desviar, entdo ¢ passara a jogar a estratégia
minimax contra j. Assim, se todos jogarem s;, obtém utilidade r;. Ademais, nenhum jogador
J deseja desviar, pois pela definicao de minimax, recebera v;, porém o perfil é executdvel, por
hipétese. O

Estamos assumindo que os jogadores conseguem raciocinar sobre toda a profundidade da
arvore e na pratica isso nao ocorre, em torneios de xadrez ocorrem vitérias, por exemplo. Desse
modo, € interessante limitar essa racionalidade. Uma primeira abordagem foi a nogao de e-
equilibrio, e uma outra abordagem é através de jogos de méaquinas que modelam as estratégias
como autématos e permitem impor um limite no nimero de estados. A intuicdo é que automatos
com com poucos estados representam estratégias mais simples. A seguir mais detalhes e forma-
lismos sobre jogos de maquina.

3 Jogos de maquina

Antes de definir jogo de maquina, é preciso definir um automato no contexto de teoria dos jogos.
Desse modo, dado um jogo G' = (N, A, u) que serd jogado repetidamente, um autémato M; para
um jogador i é definido pela quadrupla (Q;, ¢, 6, f;), sendo:

e (); é um conjunto de estados;

° q? ¢é o estado inicial;

e J;:(Q; x A— Q; é uma funcdo de transicao;

e fi:(Q; — A éuma funcao de estratégia que associa cada estado a uma acao do jogador i.

O automato é usado pra representar cada estratégia de um jogador ¢ em cada jogo de estagio.
A sua execucgdo comeca no estado q? com 7 jogando fz-(q?), e usando a funcdo de transicao d;
com as agoes dos outros jogadores, i muda de estado &;(¢?, ay, ...,an) e joga fi(0;(q), a1, ..., an))
na rodada 2. De maneira geral, em um jogo de estado t, temos que:

o a; = fi(q);
L Q;'H_l = 6i(q}L§7a§7"-va%)'

A Figura (3] ilustra os automatos referentes as estratégias TfT, gatilho e estacionaria D no
jogo do dilema dos prisioneiros.

Vamos definir jogo de maquina com dois jogadores, porém é possivel generalizar para n. Um
jogo de mdquina GM com dois jogadores é definido como GM = ({1,2}, M, G), onde:

e {1,2} é um conjunto de jogadores;
o M = {M, My}, sendo M; os autématos para o jogador i;

e G =({1,2}, A,u) um jogo na forma normal que serd repetido (in)finitamente.
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(a) Estratégia gatilho. Estrategla TAT. (c) Estratégia esta-
ciondria.

Figura 3: Autdmatos representando estratégias.

Se hd uma k repeticao de GG. Entao, podemos transformar um jogo de méaquina para um
jogo na forma normal. Assim, sabendo que o par M7, Ms € M gera uma saida em cada jogo de
estdgio t, denote of(Mj, My) a funcdo que obtém a saida. O jogo G* na forma normal a partir
de GM ¢ definido por G* = ({1,2}, M, U), sendo

e {1,2} o conjunto de jogadores;
e M o conjunto de estratégias (cada jogador i escolhe um M; € M);
e A utilidade de 7 definida como U; (M7, Ms) = Zle ui (ot (My, My)).

Como dito anteriormente, podemos utilizar autéomatos para limitar a racionalidade dos jo-
gadores. Desse modo, dado um jogo de maquina GM, considere

e s: M — N uma func¢do que recebe um autoémato e retorna o nimero de estados;
o S(M;) = maxpem, s(M) uma funcdo que retorna o maior autéomato de M;.

No jogo de méquina do dilema dos prisioneiros repetido k vezes, se 2 < max(S(M;y), S(Ms)) <
k, a estratégia estacionaria nao é mais um equilibrio enquanto que a estratégia TfT continua
sendo. Além disso, no jogo do dilema dos prisioneiros da Figura [] é possivel provar que a
utilidade de um jogador é préximo de 3, conforme o Teorema
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Figura 4: Dilema dos primeiros na forma normal.

Teorema 3.1. Para qualquer inteiro x, existe um inteiro kg tal que para todo k > ko, qualquer
jogo de mdquina GM = ({1,2}, M,G) do dilema dos prisioneiros repetido k vezes, no qual

kY% < min{S(Mi, M3)} < max{S(M;, Ma)} < k*
tem um equilibrio com utilidade média para cada jogador de pelo menos 3 —1/x. O

Note que quanto maior o valor de x, mais a utilidade se aproxima de trés.
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