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Na unidade anterior...

Vimos trés algoritmos de ordenagao:
e selectionsort
e bubblesort

e insertionsort

Apesar do insertionsort ser melhor na pratica, os trés
algoritmos sdo O(n?)

Nessa unidade veremos um algoritmo O(n log n)
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10

Como ordenar a primeira metade do vetor?
e usamos uma fungcao ordernar (int *v, int 1, int r)

— poderia ser bubblesort, selectionsort OU insertionsort
— mas vamos fazer algo melhor do que isso

e executamos ordenar(v, 0, 4);

E se quiséssemos ordenar a segunda parte?
3
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Divisdo e conquista

Observacgao:

e A recursao parte do principio que é mais facil resolver
problemas menores

e Para certos problemas, podemos dividi-lo em duas ou
mais partes

Divisao e conquista:

e Divisao: Quebramos o problema em varios subproblemas
menores

— ex: quebramos um vetor a ser ordenado em dois

e Conquista: Combinamos a solucao dos problemas
menores

— ex: intercalamos os dois vetores ordenados
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Intercalacao:
e Os dois subvetores estdao armazenados em v:
— O primeiro nas posicoes de 1 atém
— O segundo nas posicoesdem + 1 atér
e Precisamos de um vetor auxiliar do tamanho do vetor
e VVamos considerar que o maior vetor tem tamanho MAX
— Exemplo #define MAX 100
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1 void merge(int *v, int 1, int m, int r) {
int aux[MAX];
int i =1, j=m+ 1, k = 0;
//intercala
while(i <= m && j <= r)
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1 void merge(int *v, int 1, int m, int r) {
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int aux[MAX];
int i =1, j=m+ 1, k = 0;
//intercala
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1 void merge(int *v, int 1, int m, int r) {
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int aux[MAX];
int i =1, j=m+ 1, k = 0;
//intercala
while(i <= m && j <= r)
if (v[i] <= vI[j1)

aux [k++] = v[i++];
else
aux [k++] = v[j++];

//copia o resto do subvetor que n&o terminou
while (i <= m)

aux [k++] = v[i++];
while (j <= r)
aux [k++] = v[j++];

//copia de volta para v
for (i = 1, k=0; i <= r; i++, k++)
v[il = aux[k];

Quantas comparacoes sao feitas?

e a cada passo, aumentamos um em i ou em j
e nomaximon:=r—171+1
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rdenacao por intercalagcao (MergeSort)

Ordenacao:
e Recebemos um vetor de tamanho n com limites:

— O vetor comeca na posigcao vetor[1]
— O vetor termina na posicao vetor [r]

¢ Dividimos o vetor em dois subvetores de tamanho n/2
e O caso base é um vetor de tamanho 0 ou 1

1 void mergesort(int *v, int 1, int r) {
2 int m = (1 + r) / 2;;

3 if (1 < r) {

4 //divis&o

5 mergesort (v, 1, m);

6 mergesort(v, m + 1, r);

7 //conquista

8 merge(v, 1, m, r);

9 }

0}
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IS .

No primeiro nivel fazemos um merge com n elementos

No segundo fazemos dois merge com n/2 elementos
e No k-ésimo fazemos 2* merge com n/2* elementos

No ultimo gastamos tempo constante n vezes
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<c'n
<c-2(n/2)
lgn
/ [2] <c-4(n/4)
i/\h \h \h [[]  <c8v/8)

No nivel k gastamos tempo < ¢-n
Quantos niveis temos?

— Dividimos n por 2 até que fiqgue menor igual a 1
- Ouseja, [ =logyn

Como log, n € muito comum, escrevemos lgn
Tempo total: cnlgn = O(nlgn)
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e Seja 2* a proxima poténcia de 2 depois de n
— Ex: Se n = 3000, a proxima poténcia é 4096
e Temos que 21 < n < 2F
- Ou seja, 2F < 2n
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Otimizando a intercalagao

1 void merge_v2(int *v, int 1, int m, int r) {

2 dnt i, j, k;

3 int aux[MAX];

4 for (i = m+1; i > 1; i--)

5 aux[i-1] = v[i-1];

6 for (j =m; j < r; j++)

7 aux [r+m-j] = v[j+1];

8 for (k = 1; k <= r; k++)

9 v[lk] = (aux[i] < aux[j]) ? aux[i++] : aux[j--];

10 }
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1 void merge_v2(int *v, int 1, int m, int r) {

2 int i, j, k;

3 int aux[MAX];

4 for (i = m+1; i > 1; i--)

5 aux[i-1] = v[i-1];

6 for (j =m; j < r; jR)

7 aux [r+m-j] = v[j+1]]

8 for (k = 1; k <= r; k+

9 vik] = (aux[i] < aux[N) ? aux[i++] : aux[j--];

10 }

copia a primeira metade para aux
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Otimizando a intercalagao

1 void merge_v2(int *v, int 1, int m, int r) {

2 int i, j, k;

3 int aux[MAX];

4 for (i = m+1; i > 1; i--)

5 aux[i-1] = v[iR];

6 for (j = m; j < r;\j++)

7 aux [r+m-j] = v[j+N;

8 for (k = 1; k <= r; +)

9 vIlk] = (aux[i] < aux\jl) ? aux[i++] : aux[j--1;

10 }

quando o for acaba, i == 1
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Otimizando a intercalagao

1 void merge_v2(int *v, int 1, int m, int r) {

2 dnt i, j, k;

3 int aux[MAX];

4 for (i = m+1; i > 1; i--)

5 aux[i-1] = v[i-1];

6 for (j =m; j < r; j++)

7 aux [r+m-j] = v[j+1];

8 for (k = 1; k <= r; k+

9 v[lk] = (aux[i] < aux[N) ? aux[i++] : aux[j--];

10 }

copia a segunda metade invertido para aux
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Otimizando a intercalagao

1 void merge_v2(int *v, int 1, int m, int r) {

2 int i, j, k;

3 int aux[MAX];

4 for (i = m+1; i > 1; i--)

5 aux[i-1] = v[i-1];

6 for (j = m; j <

7 aux [r+m-j] = v

8 for (k = 1; k <=

9 v[k] = (aux[i] aux[j--1;

10 }

quando o for acaba, j == r
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Otimizando a intercalagao

1 void merge_v2(int *v, int 1, int m, int r) {

2 int i, j, k;

3 int aux[MAX];

4 for (i = m+1; i > 1; i--)

5 aux[i-1] = v[i-1];

6 for (j =m; j < r; j++)

7 aux [r+m-j] = v[j+1];

8 for (k = 1; k <= r; k++)

9 v[lk] = (aux[i] < aux[j]) ? aux[i++] : aux[j--];

10 }

se aux[i] < aux[j]
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Otimizando a intercalagao

1
2
3
4
5]
6
7
8
9

10 }

int i, j, k;

int aux[MAX];

for (i = m+1; i > 1; i--)
aux[i-1] = v[i-1];

for (j = m; j < r; j++)
aux [r+m-j] = v[j+1];

for (k 1; k <= r; k++)
v [k]

(aux[i] < aux[jl) ? aux[i++]

void merge_v2(int *v, int 1, int m, int r) {

aux[j--1;

copiamos aux[i] para v [k]
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Otimizando a intercalagao

1 void merge_v2(int *v, int 1, int m, int r) {

2 int i, j, k;

3 int aux[MAX];

4 for (i = m+1; i > 1; i--)

5 aux[i-1] = v[i-1];

6 for (j =m; j < r; j++)

7 aux [r+m-j] = v[j+1];

8 for (k = 1; k <= r; k++)

9 v[lk] = (aux[i] < aux[j]) ? aux[i++] : aux[j--];

10 }

aumentamos i
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Otimizando a intercalagao

1 void merge_v2(int *v, int 1, int m, int r) {

2 dnt i, j, k;

3 int aux[MAX];

4 for (i = m+1; i > 1; i--)

5 aux[i-1] = v[i-1];

6 for (j =m; j < r; j++)

7 aux [r+m-j] = v[j+1];

8 for (k = 1; k <= r; k++)

9 v[lk] = (aux[i] < aux[j]) ? aux[i++] : aux[j--];

10 }

senao
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Otimizando a intercalagao
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2
3
4
5]
6
7
8
9

10 }

int i, j, k;

int aux[MAX];

for (i = m+1; i > 1; i--)
aux[i-1] = v[i-1];

for (j = m; j < r; j++)
aux [r+m-j] = v[j+1];

for (k 1; k <= r; k++)
v [k]

(aux[i] < aux[jl) ? aux[i++]

void merge_v2(int *v, int 1, int m, int r) {

aux[j--1;

copiamos aux [j] para v [k]
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Otimizando a intercalagao

1 void merge_v2(int *v, int 1, int m, int r) {

2 int i, j, k;

3 int aux[MAX];

4 for (i = m+1; i > 1; i--)

5 aux[i-1] = v[i-1];

6 for (j =m; j < r; j++)

7 aux [r+m-j] = v[j+1];

8 for (k = 1; k <= r; k++)

9 v[lk] = (aux[i] < aux[j]) ? aux[i++] : aux[j--];

10 }

diminuimos j
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MergeSort de baixo para cima (bottom-up)

O MergeSort que vimos € de cima para baixo (top-down)
e Mas podemos fazer também de baixo para cima
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MergeSort de baixo para cima (bottom-up)

1 #define min(A, B) (A < B) 7 A : B

2

3 void mergesortBU(int *v, int 1, int r) {

4 int i, m;

5 for (m = 1; m < r - 1 + 1; m = 2%m)

6 for (i = 1; i <=1 - m; i += 2x*m)

7 merge(v, i, i + m - 1, min(i + 2*m - 1, r));
8 }

18



MergeSort de baixo para cima (bottom-up)
1 #define min(A, B) (A < B) 7 A : B
2
3 void mergesortBU(int *v, int 1, int r) {
4 int i, m;
5 for (m = 1 <r -1+ 1; m = 2*m)
6 -
7
8

for (i = 1; W= - m; i += 2x*m)
merge(v, i, I m - 1, min(i + 2*%m - 1, r));

}

m € o tamanho dos vetores que faremos merge
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MergeSort de baixo para cima (bottom-up)

#define min(A, B) (A < B) ? A : B

1
2

3 void mergesortBU(int *v, int 1, int r) {

4 int i, m;

5 for (m = 1; m < r - 1 + 1; m = 2%m)

6 for (i, i <=1 - m; i += 2x*m)

7 merge(v, ™J + m - 1, min(i + 2*m - 1, r));
8 }

no comecom = 1 (merge de dois vetores de tamanho 1)
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MergeSort de baixo para cima (bottom-up)

#define min(A, B) (A < B) ? A : B

1
2

3 void mergesortBU(int *v, int 1, int r) {

4 int i, m;

5 for (m = 1; m < r - 1 + 1; m = 2%m)

6 for (i = 1; i <=1 - m; i 2%m)

7 merge(v, i, i + m - 1, mif(i + 2*m - 1, x));
8 }

no passo seguinte, m = 2
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MergeSort de baixo para cima (bottom-up)

1 #define min(A, B) (A < B) 7 A : B

2

3 void mergesortBU(int *v, int 1, int r) {

4 int i, m;

5 for (m = 1; m < r - 1 + 1; m = 2%m)

6 for (i = 1; i <=1 - m; i 2%m)

7 merge(v, i, i + m - 1, mif(i + 2*m - 1, x));
8 }

e no seguinte,m = 4
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MergeSort de baixo para cima (bottom-up)

1 #define min(A, B) (A < B) 7 A : B

2

3 void mergesortBU(int *v, int 1, int r) {

4 int i, m;

5 for (m = 1; m < r - 1 + 1; m = 2%m)

6 for (i = 1; i <=1 - m; i 2%m)

7 merge(v, i, i + m - 1, mif(i + 2*m - 1, x));
8 }

e assim por diante
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MergeSort de baixo para cima (bottom-up)
1 #define min(A, B) (A < B) 7 A : B
2
3 void mergesortBU(int *v, int 1, int r) {
4 int i, m;
5 for (m = 1; m < r - 1 + 1; m = 2%m)
6 -
7
8

for (i = 1; i <= - m; i += 2%m)
merge(v, i, i + ™\ 1, min(i + 2*m - 1, r));

}

enquanto m for menor que o nimero de elementos
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MergeSort de baixo para cima (bottom-up)

#define min(A, B) (A < B) ? A : B

1
2

3 void mergesortBU(int *v, int 1, int r) {

4 int i, m;

5 for ( 1; m <r -1+ 1; m = 2%m)

6 for (i Wi <=1 - m; i += 2x*m)

7 merge(v, ixNL + m - 1, min(i + 2*m - 1, r));
8 }

i indica a posi¢ao do primeiro vetor que faremos merge
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MergeSort de baixo para cima (bottom-up)

#define min(A, B) (A < B) ? A : B

1
2

3 void mergesortBU(int *v, int 1, int r) {

4 int i, m;

5 for (m = 1; m < r - 1 + 1; m = 2%m)

6 for (i_=1; i <=1 - m; i += 2x*m)

7 merge i, i +m - 1, min(i + 2*m - 1, r));
8 }

i = 1 nocomego
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MergeSort de baixo para cima (bottom-up)

#define min(A, B) (A < B) ? A : B

1
2

3 void mergesortBU(int *v, int 1, int r) {

4 int i, m;

5 for (m = 1; m < r - 1 + 1; m = 2%m)

6 for (i = 1; i <=1 - m; i += 2x*m)

7 merge(v, i, i + m - 1, mif(i + 2*m - 1, r));
8 }

i = 1 + 2*m no passo seguinte
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MergeSort de baixo para cima (bottom-up)

1 #define min(A, B) (A < B) 7 A : B

2

3 void mergesortBU(int *v, int 1, int r) {

4 int i, m;

5 for (m = 1; m < r - 1 + 1; m = 2%m)

6 for (i = 1; i <=1 - m; i += 2x*m)

7 merge(v, i, i + m - 1, mif(i + 2*m - 1, r));
8 }

e assim por diante

18



MergeSort de baixo para cima (bottom-up)

#define min(A, B) (A < B) ? A : B

1
2

3 void mergesortBU(int *v, int 1, int r) {

4 int i, m;

5 for (m = 1; m < r - 1 + 1; m = 2%m)

6 for (i = 1; i <= r - m; i += 2x*m)

7 merge(v, i, i + - 1, min(i + 2*m - 1, 1));
8 }

enquanto ainda couber dois vetores, um tamanho m e
outro com tamanho m ou menor

18



MergeSort de baixo para cima (bottom-up)

#define min(A, B) (A < B) ? A : B

1
2

3 void mergesortBU(int *v, int 1, int r) {

4 int i, m;

5 for (m = 1; m < r - 1 + 1; m = 2%m)

6 for (i = 1; i <=1 - m; i += 2x*m)

7 merge(v, i, i + m - 1, min(i + 2*m - 1, r));
8 }

O primeiro vetor tem tamanho m
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MergeSort de baixo para cima (bottom-up)

#define min(A, B) (A < B) ? A : B

1
2

3 void mergesortBU(int *v, int 1, int r) {

4 int i, m;

5 for (m = 1; m < r - 1 + 1; m = 2%m)

6 for (i = 1; i <=1 - m; i += 2x*m)

7 merge(v, i, i + m - 1, min(i + 2*m - 1, r));
8 }

portanto, vai de v[i] a v[i+m-1]
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MergeSort de baixo para cima (bottom-up)

#define min(A, B) (A < B) ? A : B

1
2

3 void mergesortBU(int *v, int 1, int r) {

4 int i, m;

5 for (m = 1; m < r - 1 + 1; m = 2%m)

6 for (i = 1; i <=1 - m; i += 2x*m)

7 merge(v, i, i + m - 1, min(i + 2*m - 1, r));
8 }

0 segundo vetor acabaouemi + 2*xm - 1ouemr
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MergeSort de baixo para cima (bottom-up)

1 #define min(A, B) (A < B) 7 A : B

2

3 void mergesortBU(int *v, int 1, int r) {

4 int i, m;

5 for (m = 1; m < r - 1 + 1; m = 2%m)

6 for (i = 1; i <=1 - m; i += 2x*m)

7 merge(v, i, i + m - 1, min(i + 2*m - 1, r));
8 }

m i i+m-1 min(i+2*m-1, r) intercalagcdo
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MergeSort de baixo para cima (bottom-up)

1 #define min(A, B) (A < B) 7 A : B

2

3 void mergesortBU(int *v, int 1, int r) {

4 int i, m;

5 for (m = 1; m < r - 1 + 1; m = 2%m)

6 for (i = 1; i <=1 - m; i += 2x*m)

7 merge(v, i, i + m - 1, min(i + 2*m - 1, r));
8 }

m i i+m-1 min(i+2*m-1, r) intercalagcdo

1 0 0 1 v[0] com v[1]
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MergeSort de baixo para cima (bottom-up)

#define min(A,

void mergesortBU(int *v,

B) (A <B) 7 A :

B

int 1, int r) {

1
2
3
4 int i, m;
5 for (m = 1; m < r - 1 + 1; m = 2%m)
6 for (i = i <=1 - m; i += 2x*m)
7 merge(v, i, i + m - 1, min(i + 2*m - 1, r));
8 }
m i i+m-1 min(i+2*m-1, r) intercalagcdo
1 0 0 1 v[0] com v[1]
1 2 2 3 v[2] com v[3]
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MergeSort de baixo para cima (bottom-up)

1 #define min(A, B) (A < B) 7 A : B

2

3 void mergesortBU(int *v, int 1, int r) {

4 int i, m;

5 for (m = 1; m < r - 1 + 1; m = 2%m)

6 for (i = 1; i <=1 - m; i += 2x*m)

7 merge(v, i, i + m - 1, min(i + 2*m - 1, r));

8 }
m i i+m-1 min(i+2*m-1, r) intercalagcdo
1 0 0 1 v[0] com v[1]
1 2 2 3 v[2] com v[3]
1 4 4 5 v[4] com v[5]
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MergeSort de baixo para cima (bottom-up)

#define min(A,

void mergesortBU(int *v,

B) (A <B) 7 A :

B

int 1, int r) {

int i, m;
= 2xm)
for (i = i <=1 - m; i += 2x*m)
merge(v, i, i + m - 1, min(i + 2*m - 1, r));

}

i i+m-1

1
2
3
4
5 for (m=1; m<r -1+ 1; m
6
7
8

min(i+2*m-1, r)

intercalacao

- 4 aaalB

0
2
4
6

oA~ DNO

~N O Ww =

v[0] com v[1]
v[2] com v[3]
v[4] com v[5]
v[6] com v[7]
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MergeSort de baixo para cima (bottom-up)

#define min(A, B) (A < B) ? A : B

1
2
3 void mergesortBU(int *v, int 1, int r) {
4 int i, m;
5 for (m = 1; m < r - 1 + 1; m = 2%m)
6 for (i = 1; i <=1 - m; i += 2x*m)
7 merge(v, i, i + m - 1, min(i + 2*m - 1, r));
8 }
m i i+m-1 min(i+2*m-1, r) intercalagcdo
1 0 0 1 v[0] com v[1]
1 2 2 3 v[2] com v[3]
1 4 4 5 v[4] com v[5]
1 6 6 7 v[6] com v[7]
1 8 8 9 v[8] com v[9]
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MergeSort de baixo para cima (bottom-up)

#define min(A, B) (A < B) ? A : B

1
2
3 void mergesortBU(int *v, int 1, int r) {
4 int i, m;
5 for (m = 1; m < r - 1 + 1; m = 2%m)
6 for (i = 1; i <=1 - m; i += 2x*m)
7 merge(v, i, i + m - 1, min(i + 2*m - 1, r));
8 }
m i i+m-1 min(i+2*m-1, r) intercalagdo
1 0 0 1 v[0] com v[1]
1 2 2 3 v[2] com v[3]
1 4 4 5 v[4] com v[5]
1 6 6 7 v[6] com v[7]
1 8 8 9 v[8] com v[9]
2 0 1 3 v[0], v[1] com v[2], v[3]

18



MergeSort de baixo para cima (bottom-up)

1 #define min(A, B) (A < B) 7 A : B
2
3 void mergesortBU(int *v, int 1, int r) {
4 int i, m;
5 for (m = 1; m < r - 1 + 1; m = 2%m)
6 for (i = 1; i <=1 - m; i += 2x*m)
7 merge(v, i, i + m - 1, min(i + 2*m - 1, r));
8 }
m i i+m-1 min(i+2*m-1, r) intercalagdo
1 0 0 1 v[0] com v[1]
1 2 2 3 v[2] com v[3]
1 4 4 5 v[4] com v[5]
1 6 6 7 v[6] com v[7]
1 8 8 9 v[8] com v[9]
2 0 1 3 v[0], v[1] com v[2], v[3]
2 4 5 7 v[4], v[5] com v[6], v[7]
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MergeSort de baixo para cima (bottom-up)

#define min(A, B) (A < B) ? A : B

1
2
3 void mergesortBU(int *v, int 1, int r) {
4 int i, m;
5 for (m = 1; m < r - 1 + 1; m = 2%m)
6 for (i = 1; i <=1 - m; i += 2x*m)
7 merge(v, i, 1 + m - 1, min(i + 2*m - 1, r));
8 }
m i i+m-1 min(i+2*m-1, r) intercalagdo
1 0 0 1 v[0] com v[1]
1 2 2 3 v[2] com v[3]
1 4 4 5 v[4] com v[5]
1 6 6 7 v[6] com v[7]
1 8 8 9 v[8] com v[9]
2 0 1 3 v[0], v[1] com v[2], v[3]
2 4 5 7 v[4], v[5] com v[6], v[7]
4 0 3 7 v[0],...,v[3] comvI[4],...v[7]
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MergeSort de baixo para cima (bottom-up)

#define min(A, B) (A < B) ? A : B

1
2

3 void mergesortBU(int *v, int 1, int r) {

4 int i, m;

5 for (m = 1; m < r - 1 + 1; m = 2%m)

6 for (i = 1; i <=1 - m; i += 2x*m)

7 merge(v, i, i + m - 1, min(i + 2*m - 1, r));
8

}

'8

i+m-1 min(i+2*m-1, r) intercalagcdo

v[0] com v[1]
v[2] com v[3]
v[4] com v[5]
v[6] com v[7]
v[8] com v[9]

- a4 4 B
0o B~NO

v[0], v[1] com v[2], v[3]
v[4], v[5] com v[6], v[7]

v[0],...,v[3] comvI[4],...v[7]

(o< 2N I SN N \C I V]
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v[0], ..., v[7] com v[8], v[9]
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Comparacao
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Comparacao
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mergesort_v2
mergesortBU_v2
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tamanho
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e mergesortBU_v2 & mais lento que mergesort_v2
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Comparacao
1073

tempo (s)

mergesort
mergesort_v2
mergesortBU_v2

10,000 20,000 30,000 40,000

tamanho

50,000

e mergesortBU_v2 & mais lento que mergesort_v2

e as arvores do dois sdo diferentes

19




Comparacao
1073

4 + ——  mergesort
—— mergesort_v2
mergesortBU_v2

tempo (s)

10,000 20,000 30,000 40,000 50,000

tamanho

e mergesortBU_v2 & mais lento que mergesort_v2
e as arvores do dois séo diferentes
e 0 algoritmo top-down usa a meméria cache melhor

19



Valeu a pena fazer um algoritmo O(nlgn)?
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mergesort
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Valeu a pena fazer um algoritmo O(nlgn)?
1072

tempo (s)

mergesort
insertionsort_v4

10,000 20,000 30,000

tamanho

40,000

50,000

e insertionsort_v4 ordena 30.000 numeros em 0.0896s
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Valeu a pena fazer um algoritmo O(nlgn)?
1072

mergesort
insertionsort_v4

10,000 20,000 30,000 40,000

tamanho

50,000

e insertionsort_v4 ordena 30.000 numeros em 0.0896s

e mergesort ordena 800.000 numeros em 0.0874s
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Valeu a pena fazer um algoritmo O(nlgn)?
1072

tempo (s)

mergesort
insertionsort_v4

10,000 20,000 30,000 40,000

tamanho

50,000

e insertionsort_v4 ordena 30.000 numeros em 0.0896s

e mergesort ordena 800.000 numeros em 0.0874s
o E a diferenca entre um algoritmo O(n?) e um O(nlgn)
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Exercicios

1. Implemente uma funcédo com protétipo
void mergeAB(int *v, int *a, int n, int *b, int m)
que dados dois ponteiros *a e *b para vetores de
tamanho n e m faz a intercalacdo de *a e *b € armazena no
vetor xv. Suponha que *v ja esta alocado e que tem
tamanho maior ou igual a n + m.

2. Implemente a seguinte versao do mergesort que evita a
copia para o vetor auxiliar no merge. Suponha que
desejamos ordenar a e temos um vetor b com 0 mesmo
conteldo. Podemos ordenar as duas metades de b e
entdo usar a funcdo do primeiro exercicio para fazer a
intercalagao das duas metades de b, armazenando em a
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