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Leildes Combinatorios



Leiloes

Leiloes sdo uma parte importante da economia:
e Tanto do ponto de vista pratico
e Como do ponto de vista tedrico

Leildes existem desde a antiguidade e sao usados para
vender:

e Objetos de arte

e Commodities

e Transferir bens publicos para empresas privadas
e Direitos de utilizacdo de recursos naturais

e etc...



Leildes de um unico item

Existem varias formas de vender um Unico item

Leildes de carta fechada de primeiro preco:
e Cada comprador submete apenas um lance
e O comprador que der o maior lance ganha
e O vencedor paga o seu lance

Leildes de carta fechada de segundo preco:
e O vencedor paga o segundo maior lance



Leildes de um unico item

Leilao inglés:
e O preco do item comeca em um determinado valor
e Os participantes dao lances crescentes

e Termina quando ninguém aumenta o lance atual
» Leilao de vela: termina quando acaba o tempo

O leilao inglés é parecido com o de segundo-preco

Leilao holandés:
e O preco do item comega em um determinado valor
e O preco diminui conforme o tempo passa
e O primeiro a manifestar interesse leva o item

O leilao holandés é parecido com o de primeiro-preco



Leiloes Multi-unidade

Leiloes multi-unidade:
e Queremos vender k itens idénticos

e Cada comprador informa um lance para cada quantidade
de itens

e Precos uniformes: cada item tem o mesmo preco

e Precos discriminatérios: podemos vender os itens por
precos diferentes

Leiloes de bens digitais:
e Temos infinitas cépias do mesmo item
e Cada comprador deseja comprar uma copia
e Precos uniformes ou discriminatérios



Leildes de demanda unitaria

Leildoes de demanda unitaria:

Queremos vender varios itens diferentes

Mas cada comprador quer comprar apenas um item
Cada comprador submete um lance para cada item
Oferta Unica: Um item pode ser vendido apenas para um
comprador

Oferta limitada: Um item pode ser vendido um numero de
vezes

Oferta ilimitada: Um item pode ser vendido inUmeras
vezes



Leildoes combinatorios

Em um leilao combinatério:
e Temos n compradores
e Queremos vender m itens

Valoracdes:

e para cada comprador ; e cada conjunto S de itens, temos
um valor v;(5)

Restricoes:
e Free-disposal: v;(S) < v;(T) paratodo S C T e todo i
e Normalizagado: v;(()) = 0 para todo i

As valoracodes sao informacodes privadas
e Os compradores podem mentir ao relatar as valoragoes...



Leildoes combinatorios

Alocacao:
e Conjuntos S,..., .S, de itens tais que S; N S; = () para
todoi # j

Bem-estar social: > | v;(.S;)

Uma alocacéo é socialmente eficiente se ela maximiza o
bem-estar social

Idealmente, queremos métodos eficientes e a prova de
estratégia para maximizar o bem-estar social



Formulacao linear inteira

Variaveis binarias: z; ¢ = 1 se e somente se comprador :
recebe o subconjunto S

maximize

sujeito a

> Z zi,5ui(S

=1 SC[m

ZZ

i=1 SC[m

]:5€S
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€58
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1 Vj € [m]

1 Vi € [n]

0,1} Vi€ [n],VS C [m]



Relaxacao linear inteira

Relaxamos a restrigdo de integralidade em z; s

maximize Z Z x; sv; (S

=1 SC[m

sujeito a Z Z zig < 1 Vje[m]

i=1 SC[m]:j€S

Z zig < 1 Vie|n]

zis > 0 Vie[n],VS C[m]

Como é o dual deste LP?
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Dual

minimize ) u; + Z P

i€[n] [m)]
sujeitoa w;+ Y p; > i(S) Vi€ [n],VS C [m]
JES
u; > 0 Vi € [n]
pj =0 Vj € [m]

Por folgas complementares, se z; ¢ > 0, entdo:
® U; = UZ(S) — ZjESpj

Interpretacdo do dual:
e p; é o prego do item j
e u; é a utilidade do comprador :
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Demanda

Dados precos pq, ..., p, para os itens, uma demanda para o
comprador i € um conjunto S C [m]| que maximize sua utilidade

A utilidade de i para S € u;(S) = vi(S) — 35 )
Ou seja, uma demanda é um conjunto S tal que

wi(S) = vi(S) =D p > vil(S) = pj,

j€S jes

para qualquer S’ C [m]
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Equilibrio Walrasiano

Um conjunto de pregos ndo negativos pj, ..., p; e uma
alocacao S7,...,S; sao um equilibrio Walrasiano se:

e para todo comprador 7, S; € uma demanda para :
e para todo item j nao alocado, p; =0

Primeiro Teorema do Bem-Estar Social: Se existe equilibrio
Walrasiano entao ele é economicamente eficiente (mesmo
considerando alocacgoes fracionarias)

Segundo Teorema do Bem-Estar Social: Se existe solugcao
inteira 6tima para o LP, entdo ela corresponde a um equilibrio
Walrasiano

Corolario: Um equilibrio Walrasiano existe se e somente se o
LP tem solucao inteira
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Primeiro Teorema do Bem-Estar Social

Teorema: Se existe equilibrio Walrasiano entao ele é
economicamente eficiente (mesmo considerando alocagoes
fracionarias)

Prova: Cada comprador recebe sua demanda em um
equilibrio Walrasiano:

o v;(SF) — Zjes; pj > vi(S) — X ;es P; Paratodo S

Toda solucao X (fracionaria) do LP satisfaz
® > scu Xis < 1paratodo comprador i

Portanto,

u(SH -S> Y Xig | wils) - p;

jes; SCM jes
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Primeiro Teorema do Bem-Estar Social

Somando para todos os compradores:

z(msnz)wz(zh

iEN jes; ieN \ SCM

Portanto,
douilS) =Y p =) > Xisui(S
ieN jeEM iEN SCM

Z Z Z XZSUZ(S) —

iEN SCM

pois » Y

i€N SC[m]:jeS

Xis<1
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Segundo Teorema do Bem-Estar Social

Teorema: Se existe solugao inteira 6tima para o LP, entéo ela
corresponde a um equilibrio Walrasiano

Prova: Considere os conjuntos S7, S5, ..., .S;; dados por uma
solugdo inteira 6tima e variaveis p* e u* de uma solugéao dual
otima

Por folgas complementares, como z; sx > 0, temos que

uf = 0i(S7) = Y 9}

jES;
l.e., paratodo S, v;(S}) — Zjes; pj 2 vi(S) — X jes Pj

Também por folgas complementares, se
D i1 2oSCm)ijes Ti,s < 1, entdo p¥ =0
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Equilibrio Walrasiano

Primeiro Teorema do Bem-Estar Social: Se existe equilibrio
Walrasiano entao ele é economicamente eficiente (mesmo
considerando alocagoes fracionarias)

Segundo Teorema do Bem-Estar Social: Se existe solugcao
inteira 6tima para o LP, entdo ela corresponde a um equilibrio
Walrasiano

Corolario: Um equilibrio Walrasiano existe se e somente se o
LP tem solucéo inteira
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Equilibrio Walrasiano
Exemplo onde nao ha equilibrio Walrasiano:

Dois itens, a e b, e dois compradores, Alice e Bob, com as
seguintes valoracoes

v({a}) o({b}) v({a,b})
Alice 2 2 2
Bob 0 0 3

O o6timo é dar {a, b} para Bob e deixar Alice sem nada

Mas o conjunto vazio sé é uma demanda para Alice se os
precos de a e b forem pelo menos 2

Neste caso porém o preco de {a, b} seria pelo menos 4 e {a, b}
nao seria uma demanda para Bob
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Consultas

Uma grande quantidade de informacao dos compradores:
e n x 2™ nUmeros para representar os v;(S)

Podemos pedir os nimeros conforme o necessario, durante a
execugao do algoritmo

Consulta de valor: Dado um conjunto S, o comprador reporta
o seu valor v;(S)

Consulta de demanda: Dados precgos para os itens, o
comprador reporta uma demanda para esses precos

20



Consultas

Lema: Uma consulta de valor pode ser simulada por mit
consultas de demanda, onde ¢t € o nimero de bits de precisao
nas representacoes das valoracoes

Lema: Pode ser necessario realizar um nimero exponencial de
consultas de valor para simular uma Unica consulta de
demanda

Teorema: A relaxacao linear do programa inteiro para o
problema da alocacdo maxima pode ser resolvida em tempo
polinomial usando consultas de demanda
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Classes de Valoracoes

Valoragoes subaditivas: para todo S e T,
v(SUT) <v(S)+v(T)

Valoragdes submodulares: paratodo S C T e z ¢ T, temos
que v(SU{z}) —v(S) > v(T U{x}) —v(T)

Valoragdes com substitutos:
e se A é uma demanda para precos p
e e aumentarmos o preco dos itens,

e entdo existe uma demanda D que contém todos os itens
de A que nao subiram de preco
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Leildes de um unico item

Leilao inglés:
e O preco do item comeca em um determinado valor
e Os participantes dao lances crescentes
e Termina quando ninguém aumenta o lance atual

O leilao inglés & um leildo iterativo
e em particular, € um leildao ascendente
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Leiloes ascendentes

Podemos pensar em leildoes ascendentes para leildes
combinatorios:

e O leiloeiro comecga com os pregos nulos (ou no minimo)

e Através de consultas de demanda, o leiloeiro identifica
quais sao os itens desejados por um comprador com 0s
precos atuais

e O leiloeiro aumenta alguns precos de algum modo, até
decidir por uma alocacgao
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Leiloes ascendentes

Valoracao v satisfaz a propriedade dos substitutos se:
e para todo par de precos dos itens ¢ > p
e existe uma demanda com pregos ¢

e que contém todos os itens da demanda com preco p que
mantiveram seus precos

Formalmente: para toda demanda A para precos p, existe
demanda D para precos g talque D O {j € A:p; = ¢q;}

Apenas itens cujo preco subiu podem sair da demanda
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Leilao de precos ascendentes de itens

PrecosAscendentesltens(m, n)

y
2
3

0 N o o b

p; =0paraj=1atém
S;=0parai=1atén
enquanto existe i tal que S; ndo € uma demanda de i
paraprecos p;sejc S;ep;j+csejé¢s,;
Seja D; uma tal demanda
pj =pj+eparatodo j € D;\ S;
S; = D;
Sk = Sk \ D; paratodo k # i
retorne Si,..., 5,
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Equilibrio e-Walrasiano
Alocagéo Si,...,S, € pregos p1, ..., p, Sao equilibrio
e-Walrasiano se
e todo item j com p; > 0 pertence a algum S;

e S; para cada i € uma demanda de i para 0s pregos p;
paraj € S;epjt+eparaj &S,

Como os precgos sao ascendentes, o algoritmo termina em no
maximo
Umax
€

passos, onde vmax = max{v;(S): i € [n], S C [m]}

m X

Teorema: Para valoragdes com substitutos, o algoritmo
PrecosAscendentesltens produz um equilibrio e-Walrasiano

Assim a alocagao produzida atinge um bem-estar social a em
do bem-estar social 6timo
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Leilao de precos ascendentes de itens

Afirmacao: A cada passo do algoritmo, para cada comprador
i, S; € D;

Prova: E verdade no comeco do algoritmo (S; = (), entdo
vamos focar quando um comprador i causou a mudanca nos
precos

Para i, fazemos S; = D, e somamos ¢ nos precos dos itens em
D; \ S;, portanto, a afirmagéo é valida

Para k # i, ndo é possivel Dy perder um item e S, nao perder
o item

e Se D;, perde um item, o preco aumentou e portanto o item
foi para ¢

e Mas entao removemos tal item de S;,
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Leilao de precos ascendentes de itens

Teorema: Para valoragdoes com substitutos, o algoritmo
PrecosAscendentesltens produz um equilibrio e-Walrasiano

Prova:

e todo item com preco positivo pertence a algum S;
e 0 algoritmo termina quando S; = D;

portanto, temos um equilibrio e-Walrasiano
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Exemplo
Infelizmente, esse leildao ndo é a prova de estratégia

Considere dois itens, a e b, e dois jogadores, Alice e Bob, com
as seguintes valoracoes

v({a}) w({b}) v({a,b})
Alice 4 4 4
Bob 5 5 10

Para estas valoracdes, o leilao do algoritmo termina no
equilibrio Walrasiano, com precos p, = p, = 4, € Bob
recebendo os dois itens, com utilidade 2

Se Bob declarasse sua valoragao apenas por a, entdo o
algoritmo deixaria a com Bob e b com Alice, os dois pelo preco
nulo

Com essa declaracao, Bob fica com utilidade 5
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Leiloes ascendentes

Precos por pacotes de itens:
e Paracadai e cada S C [m], um preco p;(S)

Demanda para i: conjunto D € argmaxgs{v;(S) — p;(S)}

Equilibrio competitivo: precos p e alocagao S = (S1,...,5,) tq
e para todo i, conjunto S; € uma demanda para i
e alocacao maximiza o lucro do leiloeiro para p:

n

> pilS) = pi(Ty),
=1

=1
para qualquer outra alocacéo 7' = (11,...,T},)

Proposicao: Em qualquer equilibrio competitivo, a alocagéo
maximiza o bem-estar social
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Equilibrio competitivo
Proposicao: Em qualquer equilibrio competitivo, a alocagao
maximiza o bem-estar social

Prova: Para todo comprador i, como S; € uma demanda para :
vi(5i) — pi(Si) = vi(Ty) — pi(Th)

Somando para todo i, temos que

> uilSi) - Zpi(sv:) > ZW(T@') - ZPi(Ti)

7

Mas como o lucro é maximo,
> pi(S) =D pi(T)
3 3
e, portanto,

)

> wilSi) > Z vi(1;)
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Leilao de precos ascendentes de pacotes

PrecosAscendentesPacotes(m, n)
1 pi(S)=0parai=1até me S C [m]
2 repita

3 encontre alocacao 7' = (71, ...,T,) que maximiza
o lucro do leiloeiro com p;(T;) > 0 para todo T; # ()

L={i:T,=0}
paracadai € L
seja D; uma demanda de i para 0s pregos p;
retorne 7, p se D; = () para todo i
pi(D;) = p;(D;) + ¢ para cada i € L tal que D; # ()

0 N o o b
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Equilibrio e-competitivo

Um conjunto S é uma e-demanda para i se
v (S) — pi(S) > vi(T) — pi(T) — € paratodo T' C [m]

Equilibrio e-competitivo: precos p e alocagdo S = (Si,...,Sn)
tal que
e para todo 7, conjunto S; € uma s-demanda para i

e alocacao maximiza o lucro do leiloeiro para p:

n

ZPz‘(Si) > ZPz’(Ti%
i=1

=1

para qualquer outra alocacao 7' = (11, ...,1),)

Teorema: O leilao de precos ascendentes para pacotes
termina com um equilibrio e-competitivo
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Leilao de precos ascendentes para pacotes

Teorema: O leilao de precos ascendentes para pacotes
termina com um equilibrio e-competitivo

Prova: Em primeiro lugar, note que o p;(S) < v;(S) +ce
portanto o algoritmo eventualmente termina (mas pode
demorar um tempo exponencial)

Além disso, a cada passo escolhemos uma alocagao que
maximiza o lucro do leiloeiro

Ou seja, basta provar que cada comprador recebe uma
e-demanda
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Leilao de precos ascendentes para pacotes

Compradores que nao recebe item, claramente recebem suas
demandas (condicao de término do algoritmo)

O algoritmo mantém a propriedade que todo pacote 7; com
preco p;(7T;) > 0 é uma e-demanda

Considere a ultima vez que T; foi uma demanda
e Ele se tornou uma e-demanda imediatamente depois

e Até o final do algoritmo, mudamos apenas o preco de
outros pacotes

Como o algoritmo apenas aloca conjuntos nao-vazios com
precos positivos, o resultado segue
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Leilao de precos ascendentes para pacotes

Teorema: O leilao de precos ascendentes para pacotes
termina com um equilibrio e-competitivo

Em particular, temos uma solugao a uma distancia de ne da
otima

O algoritmo pode consumir tempo exponencial
e mas funciona para qualquer tipo de valoragao
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