MO829
Tépicos em Teoria da Computacéao
Teoria dos Jogos Algoritmica

Rafael C. S. Schouery
rafael@ic.unicamp.br

Universidade Estadual de Campinas

1° semestre/2017



Jogos de formacao de redes



Jogo de conexao local

e n jogadores

e querem formar uma rede com n vértices

e cada jogador escolher com quem ira se conectar
e as escolhas dos jogadores formam um grafo G

Custo para cada jogador:
e Custo por ligacao: a > 0

e Custo por distancias: soma da distancia em G a cada
outro vértice

e Se N, é o conjunto de vértices a quem v se ligou, entao

cw(G) = a|Ny| + Z da(u,v),

u€[n]



Exemplo

N

Para o = 2, temos os seguintes custos:

everde: 2-24+(14+1+1+2+3)=4+8=12
eazul: 2- 24+ (14+1+14+1+2)=44+6=10

e marrom: 1-24+(14+24+24+3+3)=2+11=13

E um equilibrio?
Se o verde se desligar do azul seu custo cai para

1.2+ (14+2414243)=2+9=11<12

»



Comentarios

o valor de « afeta as escolhas dos jogadores

vamos considerar estratégias puras apenas
um perfil de estratégias induz um grafo G
» falaremos sobre o grafo ao invés do perfil

um equilibrio G é conexo e cada aresta é paga por um
Unico jogador

Sempre existe equilibrio de estratégias puras?

Lema:
Se o > 1 entdo qualquer estrela é um equilibrio.
Se a < 1 entdo o grafo completo é um equilibrio.



Sempre existe equilibrio

Lema:
Se o > 1 entdo qualquer estrela é um equilibrio.
Se a < 1 entdo o grafo completo é um equilibrio.

Prova:
Se a > 1 e G é uma estrela, qualquer atribuicao das arestas de
G aos vértices resulta em um equilibrio:

e nenhum vértice pode deixar de pagar uma aresta sem
aumentar o seu custo para infinito (grafo desconexo)

e nenhum vértice tem interesse em pagar por uma aresta a
mais, pois aumenta seu custo de pelo menos o > 1 e
diminui seu custo de apenas 1



Sempre existe equilibrio

Se a <1 e G é o grafo completo, qualquer atribuicdo das
arestas de GG aos vértices resulta em um equilibrio:

e nenhum vértice ganha ao deixar de pagar uma aresta pois
uma distancia aumenta de 1 para 2, e sé economiza o < 1



Custo e 6timo social

O custo social de um grafo G é
cs(G) = alBEal+ > Y de(u,v)
u€ln] ve(n]
Ou seja, a soma dos custos dos jogadores
Qual o valor do custo social 6timo?

Teorema: Se o > 2 entdo qualquer estrela é solugao étima. Se
a < 2 entdo o grafo completo é solucao 6tima.



Custo e 6timo social

Teorema: Se o > 2 entdo qualquer estrela é solugao étima. Se
a < 2 entdo o grafo completo é solucao 6tima.

Prova: Solugdao com m aresta tem custo pelo menos

2(n(n—=1)=2m)+2m+am=2n(n—1) — (2—a)m

e Se a < 2, s6 ha uma solugao 6tima: o grafo completo

e Se a > 2, qualquer estrela é 6tima (tem m minimo possivel
e minimiza a soma das distancias)

e Se a = 2, qualquer grafo que contém uma estrela é 6timo



Preco da estabilidade

Lema:
Se a > 1 entdo qualquer estrela € um equilibrio.
Se a < 1 entdo o grafo completo é um equilibrio.

Teorema:
Se o > 2 entdo qualquer estrela é solucao 6tima. Se o < 2
entdo o grafo completo é solucao étima.

O preco da estabilidade é:
e lparaa <1
e | paraa > 2
e Mas,eparal < a < 2?

10



Preco da estabilidade

Teorema:
Para 1 < a < 2, o prego da estabilidade é no maximo %

Prova: O grafo completo € uUnica solugao 6tima, e tem custo

nn—1) (2+a)n(n—1) 3n(n —1)
2 2 - 2

nin—1)+«a

E estrelas sdo equilibrios de custo

2(n—1)+2(n—1)(n—2) + of
=2+2n—-2)+a)(n—-1

=(2n—-24a)(

(

2n(n 1) 4
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Preco da anarquia

Para o < 1, o grafo completo é o Unico equilibrio, e é solugéo
otima:

e O preco daanarquia € 1 paraa < 1
Suponha entdo que o > 1

Diametro: distancia maxima entre dois vértices do grafo

Lema: Se um grafo é um equilibrio com diametro d, entéo seu
custo social € O(d) vezes o custo social étimo.

Teorema: O didmetro de um equilibrio € no maximo 2./«, e
portanto o preco da anarquia € O(y/«).
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O Teorema vindo do Lema

Lema: Se um grafo € um equilibrio com diametro d, entao seu
custo social € O(d) vezes o custo social étimo.

Teorema: O diametro de um equilibrio € no maximo 2,/a, e
portanto o preco da anarquia é O(y/«).

Prova: Pelo Lema, basta provar que o didametro de um
equilibrio € no maximo 2./«.
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Diametro de um equilibrio
Teorema: O diametro de um equilibrio € no maximo 2/«
e portanto o preco da anarquia é O(y/«).

Prova: Sejam u e v tq d(u,v) > 2k para algum k > 1.

Se u passar a pagar pela aresta {u, v}:
e gasta mais «
e economiza nas distancias pelo menos

(2k—1)+((2k—1)—=2)+- - -+((2k—3)— (i4+1))+- - -+3+1 = k?

Se d(u,v) > 2k > 24/, nao € um equilibrio!
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O Lema

Lema: Se um grafo G é um equilibrio com diametro d, entao
seu custo social € O(d) vezes o custo social 6timo.

Prova: Otimo tem custo Q(an + n2), pois o grafo tem que ser
conexo (m > n — 1).

Se G tem diametro d, o custo das distancias é O(dn?).

Quebramos o custo das arestas em duas partes:
e arestas de corte
e arestas ndo de corte

No méaximo n — 1 arestas de corte.
Entao arestas de corte custam menos que an.
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Arestas nao de corte
Vamos mostrar que cada vértice u:
e paga por O(nd/«) arestas nao de corte
e Disso segue que custo destas arestas é O(n?d)
e V,: conjunto dos w tais que todo caminho minimo de u a

w usa e
,’/). T

// . \ \\\

7 o—O .

/ \

o . o —® |
.—6—‘\—. Ve /1
\ \ . /

\
. /
N ./\ I

Ao remover e, a distancia de u aos vértices de V, (e s a eles)
aumenta

Aumenta de quanto?
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Arestas nao de corte
Seja:
e C um circuito de comprimento minimo contendo e
e w O Vvértice mais distante de u em C

Note que:

e 0 trecho C\,, € um caminho minimo em G, logo tem
comprimento no maximo d

e o trecho C,,,, € um caminho minimo em G, logo tem
comprimento no maximo d

Assim sendo d(u,v) apos a remogao de e € no maximo 2d
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Arestas nao de corte

Ao remover e, a distancia de u aos vértices de V, (e s a eles)
aumenta

Aumenta de quanto?
e Distancia de u a v sobe para no maximo 2d
e Custo de u desce de «, e sobe de no maximo 2d|V.|
e Ouseja, 2d|V.| > ae|Ve| > a/2d

V.’s séo disjuntos, logo o numero de V.’s € no maximo
n 2dn dn
== =9l=
2d [0 «

Logo cada vértice paga por O(nd/«) arestas nao de corte
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Recapitulando o lema

Lema: Se um grafo G é um equilibrio com diametro d, entdo
seu custo social € O(d) vezes o custo social 6timo.

Prova:
Otimo tem custo Q(a n + n?)
O custo das distancias é O(dn?)

Arestas de corte:
» custam menos que an

Arestas ndo de corte:
» cada vértice paga por O(dn/«) arestas
» ou seja, cada um paga O(dn)
» no total, é pago O(dn?)

Resultado: o custo social do grafo em equilibrio € no maximo
O(d) vezes o custo social 6timo
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Segundo resultado

Teorema: O prego da anarquia é O(1) se « = O(y/n). Em geral,
o preco da anarquia € O(1 + a/\/n).

Prova: Seja d = d(u,v) e d' = 4.
B: conjunto dos vértices a distancia no maximo d’ de w.

sy
N
<@

Se v pagar por {u,v}, a distancia de v a cada vértice de B,
que era pelo menos d — d’, cai para no maximo d’ + 1.

Se G é um equilibrio, o > |B|(d — 2d' — 1) > (d — 1)|B|/2.
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Segundo resultado

A, conjunto dos vértices ¢ ¢ B tais que ha caminho minimo
de u at que deixa B por w

<@

Se A, # 0, entdo d(u,w) = d'.

Se u pagar por {u,w}, economiza |A,|(d — 1).

21



Segundo resultado

Se u pagar por {u,w}, economiza |A,|(d —1).
Logo a > |Ay|(d — 1).

Note que existe w tal que |A,| > (n —|B|)/|B]:
e Existem n — |B| vértices fora de B
e Existem B conjuntos A,
e A média de vértices em cada conjunto A,, é pelo menos
(n—|B)/|B|
e Portanto, existe um conjunto com pelo menos
(n —|B|)/|B] vértices

Combinando, concluimos que « > (d' — 1)(n — |B])/|B].
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Segundo resultado

Como « > (d' — 1)(n — |BJ)/|B|, temos que:
e a>(d—1)n/|B|—(d—-1)

eie,|B|>(d—-1)n/(d—-1+«)
e E,como a >d > d, vale que

B| > (d —1)n - (d —1)n - n(d —1)

d—-14+a~ d+ao — 200
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Segundo resultado

Relembrando:

— /_ —
. (d—1)|B| B| > n(d —1) J - d—1
2 2

Entao

- (d—1)|B] . (d—1Dn(d —1) - 4d'n(d' —1) . n(d —1)?

2 4o - li¥sY leY
Ou seja, a? > n(d' —1)%, e

d<4(d +1)<4d +4=4(d —1)+8<4a/\/n+38

Do Lema segue que PoA = O(1 + «/+/n) O
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Jogo de conexao global

G = (V, E): um digrafo com custo ¢, paracada e em E

No jogo de conexéo global temos:
e [ jogadores
e cada um com um par de vértices (s;, t;)
e Estratégia do jogador i:
» caminhode s; at;em G

e custo para i do vetor de estratégias S = (Py,..., Py):
Ce
custo;(S) = ) e
CGPL‘

onde k. € o numero de caminhos em S que usam e
e Custo social cs(5):
» soma do custo das arestas em U, P;
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Problema da Floresta de Steiner

Seja G = (V, E) um digrafo com:
e custo ¢, paracadaeem E
e e pares de vértices (s;,t;), parai=1,...,k

Problema: Encontrar um subgrafo de G' de custo minimo que
contém um caminho de s; at;, parai =1,...,k.

Esse problema é NP-dificil, mas € com ele que vamos
comparar o custo dos equilibrios.

Ou seja, o custo social 6timo do jogo € o custo da solugédo do
correspondente Problema da Floresta de Steiner.
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Exemplo

k jogadores, todos com 0 mesmo s e t

Digrafo:
s o/l\‘o t
\k—/

Otimo: todos pela aresta de custo 1
e Isso é um equilibrio: PoS =1

Outro equilibrio: todos pela aresta de custo k:
e POA=kF
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Exemplo
k jogadores, todos com 0 mesmo t

1

e T~

51 @ 52 @ <o SE-1 @ SLC@ l+e

NGAN e

Otimo: todos por s, a um custo total de 1 + «.
Mas isso ndo é um equilibrio: % esta insatisfeito.
Unico equilibrio: todos diretamente para ...

Ccs = Zf’;l% = H; e portanto PoS = PoA = H;
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Funcao Potencial

Sejam:
e G = (V,E): um digrafo
Ce: custo paracadaeem E

(s;,t;): pares de vértices dos jogadores i = 1,..., k

S = (P,...,P;) um vetor de estratégias

k. 0 nUmero de caminhos em S que usam e

Sejam:
e .(S) = c. Hy, paracada aresta e

o P(5) = > ve(S)
Lema: custo(S) < ¥(S) < Hycusto(S).
Prova: Paracadaeem S, 1.(S) > c. € 1c(S) < ce Hy.
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Funcao Potencial Exata

Lema: Seja P! # P, um caminho alternativo para i e seja
S" = (5_;, P/). Entao

¥(S) —(S") = custo;(S) — custo;(S").

Uma funcao potencial com tal propriedade ¢ dita exata.

Ou similarmente tal que ¥(S) — ¥(S") = u;(S") — u;(S).
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Funcao Potencial Exata

Lema: Seja P! # P, um caminho alternativo para i e seja
S" = (5_;, P/). Entao

¥(S) —(S") = custo;(S) — custo;(S").

Prova:
e Se e esta em P, mas ndo em P/, entdo:
> "/)e(sl) = "/)e(s) - Ce/ke

» e deixou de pagar c./k.
e Se e esta em P/ mas ndo em P;, entdo

> Ye(S') = ¢e(S) +ce/(ke +1),
> ejpaga c./(k. + 1) a mais

e Caso contrario, 1.(S) = 1.(5")
Assim sendo ¢(S) — 1(S’") = custo;(S) — custo;(S")
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Jogos de Potencial

Jogo de potencial:
e jogo que admite uma fungao potencial

Do lema anterior: jogos de conexao global sao jogos de
potencial

Teorema: Todo jogo de potencial finito tem um equilibrio puro.

Prova:
Seja S tal que (.S) € minimo. Entao,

P(S) < (S") paratodo S’ = (S_;, S)).
Logo, u;(S") < u;(S) paratodo S" = (S_;, S!). E, portanto S &

um equilibrio. O
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Jogos de Potencial
Jogos de congestionamento:
e k jogadores
e Conjunto F de n recursos

e Cada jogador tem como estratégias alguns dos
subconjuntos de E

e Cada recurso e tem um funcéo c.(x) que indica quanto
qualquer jogador que utilize e paga quando z jogadores
estao usando o recurso

e O custo de cada jogador é a soma dos custos dos
recursos

Rosenthal (1973): todo jogo de congestionamento é um jogo
de potencial.

Monderer e Shapley (1996): para todo jogo de potencial, ha
um jogo de congestionamento com a mesma funcao potencial.
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Preco da Estabilidade

Teorema: Se, para um jogo de potencial com potencial 1,
existem numeros A e B tais que

custo(5)

I < ¢(S) < Bcusto(S).

para todo vetor de estratégias S, entdao PoS < AB.

Prova: Seja S tal que ¢(S) € minimo e S* com custo minimo.
Por hipotese,

custo(.5)

I < YP(S) < (S*) < Becusto(S*).

Logo custo(S) < AB custo(S*).
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Preco da Estabilidade

Teorema: Se, para um jogo de potencial com potencial 1,
existem numeros A e B tais que

CUSEZ(S) < ¥(S) < Bousto(S).

para todo vetor de estratégias S, entdao PoS < AB.

Para jogos de conexao global com k jogadores, vale
Lema: custo(S) < ¢(S) < Hjcusto(S).

Portanto, PoS < H,..
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Regras de divisdes de custo

De volta ao jogo de conexao global:
e Consideramos a divisao uniforme do custo da aresta.

Perguntas:
e Existem regras mais razoaveis?
e Com PoS melhor?
e Para as quais seja facil determinar equilibrio?
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Regras de divisdes de custo

o J.:={i:e€S;} (jogadores que usam ¢)
e custo.(i, J.) : custo do jogador i por usar aresta e

Condicodes sobre as regras:
e justa: custo.(i,J.) =0sei ¢ J..
e balanceada com orgamento: ). custo.(i, J.) = ce.

Esquema de divisao indiferente (oblivious):
e custo.(i, J.) depende apenas de c. e J.

Teorema: Existe esquema de divisdo de custo nao indiferente
em que o jogo de conexao global com ¢; = t para todo 7 tem
preco da anarquia no maximo 2.
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