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Jogo de balanceamento de carga



Jogo de balanceamento de carga

Dados:
e n tarefas
e m maquinas
e w;: peso da tarefai
e s;: velocidade da maquina j

Cada jogador:
e Controla uma tarefa
e Escolhe em qual maquina aloca a tarefa
e Conjuntos de estratégias do jogador i € S; = [m]



Jogo de balanceamento de carga

As escolhas dos jogadores geram uma atribuicdo de tarefas as
maquinas:
A:[n] = [m]

A carga de uma maquina j é:

O custo de A para um jogador i é ¢; tal que j = A(7)



Jogo de balanceamento de carga

Jogo: n, m, wi, ..., Wy, S1,...,Sm
E um jogo finito, logo tem equilibrio (misto) de Nash
Estamos interessados apenas em estratégias puras

Consideramos ainda dois casos:
e maquinas idénticas (s = - - - = s,,)
e maquinas relacionadas (caso geral)

O jogo com estratégias puras tem equilibrio?



O jogo tem equilibrio?
Proposicao: O jogo de balanceamento de cargas dado por n,
m, Wi, ..., Wn, 51, - ., S, COM estratégias puras tem pelo
menos um equilibrio

Dada uma atribuicdo A : [n| — [m], considere o vetor com a
carga de cada maquina, em ordem decrescente

Vetores encontrados:
(10,8,7,7,4)
(10,8,7,6,5)
(10,7,7,6,6)

T
ik




Duas perguntas

Jogo de balanceamento de cargas com estratégias puras

e Quao ruim pode ser um equilibrio em comparagdo com o
chamado 6timo social?

e Quanto tempo para chegar a um equilibrio?

Aqui o custo social de uma atribuicdo A é a carga da maquina
mais carregada, ou seja, € o makespan

Dados n, m, w1, ..., wy, S1,...,Sm, determinar o makespan
minimo é um problema NP-dificil



Duas medidas de qualidade
Seja J(m) o conjunto de todos jogos de balanceamento de
carga com m maquinas
e Nash(J) é o conjunto de equilibrios de um jogo J
e custo(A) é o custo da atribuicdo A para J
e opt(J) & o custo minimo de uma atribui¢do para .J

Preco da anarquia PoA(m):

e E o valor maximo da razdo entre o pior custo de um
equilibrio e o custo da solugado 6tima

PoA(m) = max max custo(4)
JEJ (m) AeNash(J) opt(J)



Duas medidas de qualidade
Seja J(m) o conjunto de todos jogos de balanceamento de
carga com m maquinas
e Nash(J) é o conjunto de equilibrios de um jogo J
e custo(A) é o custo da atribuicdo A para J
e opt(J) & o custo minimo de uma atribuigdo para .J

Preco da estabilidade PoS(m):

e E 0 valor maximo da razdo entre o melhor custo de um
equilibrio e o custo da solugado 6tima

PoS(m)= max min custo(4)
JEJ (m) AcNash(J) opt(J)



Duas medidas de qualidade

O valores de PoA(m) e de PoS(m) valem pelo menos 1

Preco da estabilidade é 1:

e Comece com a configuracdo de makespan minimo e va
aplicando melhores respostas

e O makespan nunca aumenta e termina num equilibrio
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Preco da anarquia

Exemplo: m=2,s1 =ss=1lew; =wy =2, wg =wy =1

Makespan minimo: 3 Equilibrio com makespan 4

Preco da anarquia pelo menos 4/3
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Caso de maquinas idénticas

Teorema: Para o jogo de balanceamento de carga em m
maquinas idénticas, PoA(m) = (2 — -27)
Prova: Jogo J = (n,m,w)

e Atribuigdo em equilibrio A : [n] — [m)]

e j*: maquina com carga maxima em A

e *: tarefa de menor peso em j*

e /(j): carga da maquina jem A

Se s6 i* em j*, entdo custo(A) = opt(J) e nada a provar.
Sendo w;+ < £(j*)/2 = custo(A)/2

Nao ha maquina com carga menor que £(j*) — w;~
(ou ¢* teria incentivo para ir para tal maquina)
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Caso de maquinas idénticas

Nao ha maquina com carga menor que £(j*) — w;~

Ou seja, para todo j € [m],

1 1
0jG) > (") —wix > custo(A)—icusto(A) = §custo(A)

Zze[n} Wy
m
 Yjem £0)
N m
- custo(A) + (m — 1)custo(A)/2

m
(m + 1)custo(A)
2m
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Caso de maquinas idénticas

Usando o fato que

(m + 1)custo(A)

>
opt(J) > o

temos que

custo(A) < (2 - mil) opt(J) O
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Caso de maquinas idénticas

Para m = 2, andlise é justa para o exemplo pois

4 2
s = 9= —__
3 ( 2+1)

Exercicio: Mostre um exemplo para um m arbitrario que prove
que a andlise é justa para todo m
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Tempo de convergéncia

Para maquinas idénticas, ha sequéncia curta de melhoras de
qualquer atribuicao inicial para um equilibrio

Politica da resposta étima de peso maximo:

e Ative apenas uma tarefa insatisfeita de peso maximo por
vez

e Uma tarefa ativada muda para a melhor maquina
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Tempo de convergéncia

Teorema: A politica de resposta 6tima de peso maximo atinge
um equilibrio depois de no maximo n passos

Prova:
° 63: carga da maquina j no tempo ¢
e A tarefa i migra de j para j* no tempo ¢

Se a tarefa k em j* se torna insatisfeita em ¢ + 1 e quer migrar
para a maquina j

(pois k plfere wimédiiina fe temps £4=1){pois wprefere a

maquina j no tempo ¢ + 1) (pois 7« migrou para j* no tempo t)
(pois i prefere a maquina j* no tempo t) (pois i« migrou de j no
Isto €, wy < w; tempo t)
Se a tarefa k em j* se torna insatisfeita em ¢ + 1 e quer migrar
para a maquina j' # j, suponha que wy, > w;

. gt ] t . il t+& "
(pois kv X(Bpis-aeargh;de 7/ nac rhpidor){pots i ficou

Mas entdio, i plafaiisieitR) (RIS NUBIRKRRE Pela escolha de



Tempo de convergéncia

Teorema: A politica de resposta 6tima de peso maximo atinge
um equilibrio depois de no maximo n passos

Prova:

¢ Quando uma tarefa migra, torna insatisfeitas apenas
tarefas com peso menor

e Isto é, apos migrar uma tarefa nunca mais fica insatisfeita
e Cada tarefa migra no maximo uma vez

e O equilibrio é atingido em no maximo n passos O
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Caso de maquinas relacionadas
Teorema: Para o jogo de balanceamento de carga em m

maéquinas relacionadas, PoA(m) = © (,;?gmm>

Primeira parte:
Mostrar que para jogos J = (n, m,w, s) e atribuicdes
A : [n] — [m] em equilibrio vale que

lgm

custo(4) =0 (Ig o

> opt(J)

Segunda parte:
Apresentar jogo J = (n,m,w, s) e atribui¢do A : [n] — [m] em
equilibrio tal que

custo(4) = Q <£$n> opt(J)

19



Primeira parte
Lema: Para jogos J = (n, m,w, s) e atribuigées A : [n] — [m]
em equilibrio, vale que

custo(4) =0 (Iglﬁg;?;) opt(J)
Prova: Seja ¢ = |custo(A)/opt(J)]

Vamos mostrar que ¢ < I'"}(m), onde I é a fungdo gama
e I'(k) = (k — 1)! para todo natural k&

o T'(m) = © ()

SPG, 51> 59> -+ > 5,

L =(1,2,...,m) : maquinas em ordem de velocidade
20



Primeira parte
L(k)=(k—1)! $1> > Sm L=(1,2,...,m)

Para k € {0,...,c— 1}, L; € o maior prefixo de L de maquinas
com carga > kopt(.J)

—Le_ 71—
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Primeira parte

Vamos provar que:
[ ] ‘Lc—l‘ Z ].
o |Ly| > (k+1)|Lgy1| paratodo 0 < k < c¢—2

Disso segue que |Lg| > (¢ — 1)! =T'(¢)

Como Lp=Lel|Ll=m
e m>T(c)
° CSFfl(m)

Resta provar a recorréncia
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Prova da recorréncia
Vamos provar que:
o |Ly| > (k+1)|Ligs1| paratodo 0 < k < c—2
1 ‘Lc—l‘ >1

Primeiro, mostremos que |L._;| > 1

Suponha que ndo, ou seja, que L. = ()

Entdo a carga /; < (¢ — 1)opt(J)

Seja i tarefa em uma maquina com carga > copt(J)

0+ < (e~ 1)opt(J) +opt(J) = copt(J)

S1

Ou seja, 7 tem incentivo para mudar para a maquina 1

Contradicao pois A € um equilibrio
23



Prova de que |L;| > (k + 1)|Li41]|

Seja A* uma atribuicdo 6tima (de makespan minimo)
Lema: Se i € tal que A(i) € Ly entdo A*(i) € Ly
Prova: Se L, = L, nada a provar

Seja ¢ maquina de menor indice em L \ Ly

Temos que {, < kopt(J)

La@y > (k+1)opt(J) pois i étq A(i) € L4y

Se w; < s, 0pt(J), entdo i tem incentivo para ir para ¢:

£+ — < kopt(J) +opt(J) = (k + 1)opt(J) < Cag),
q

contradicao
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Prova de que |L;| > (k + 1)|Li41]|

Para toda tarefa i tq A(i) € Lii1:
o lag) = (k+1)opt(J)
o w; > s, opt(J)

Por contradicé@o, suponha que j = A*(i) & Ly,

Entdo, como s; < s4, a carga de j em A* seria

Wi Sq Opff(J)

> > opt(J)

S Sj

contradicao
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Prova de que |L;| > (k + 1)|Li41]|
Lema: Se i € tal que A(i) € Ly entdo A*(i) € Ly, O

Pela definicdo de Ly, para cada j em L1,
ws
Hs = — > (k+1)opt(J
1= D 5, = (ke 1opt(),
1:A(1)=j
e o total de peso atribuido por A a maquinas em L, €

> Y (k+1)opt(J)s;

JELK+1

Pelo Lema, A* atribui tudo isso a L, sem estourar opt(.J), logo

Z (k+1)opt(J)s; < Zopt ) S5,

JE€Lk 11 JEL

que implicaque 3~/ s; = >iep, ., (k+1)s;
26



Prova de que |L;| > (k + 1)|Li41]|
Relembrando:

ZSJ' > Z (k:—l—l)sj

JEL JELK+1

Seja s* a velocidade da maquina mais lenta em Ly

(1Lk| = |Lxgal)s® = [Lp \ Lga]s* = ) &
JELK\Lk41

doos= 5 D s

JELK\Lgy1 JEL JE€Lk41

S oksp> Y ks* =k|Lilst

JELk+1 JELk+1

v

Y

de onde concluimos que |Ly| > (k + 1)|Lgt1]
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Caso de maquinas relacionadas
Teorema: Para o jogo de balanceamento de carga em m

maéquinas relacionadas, PoA(m) = © (,;?gmm>

Primeira parte:
Mostrar que para jogos J = (n, m,w, s) e atribuicdes
A : [n] — [m] em equilibrio vale que

lgm

custo(4) =0 (Ig o

> opt(J)

Segunda parte:
Apresentar jogo J = (n,m,w, s) e atribui¢do A : [n] — [m] em
equilibrio tal que

custo(4) = Q <£$n> opt(J)
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Segunda parte

Lema: Existe um jogo J = (n,m,w, s) e atribuicdo
A : [n] — [m] em equilibrio tal que

custo(A4) > % (Ffl(m) — 9= o(l))opt(J)

Prova: Seja ¢ = |[I'"}(m/3) — 1] e sejam G, ..., G, grupos
disjuntos de maquinas

Grupo Gj:

° Z—', maquinas

e com velocidade 2*

e cada uma com k tarefas (atribuidas por A)
de peso 2*
Carga de cada maquina: k
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Segunda parte

Como

S d=c<s  q=(rm/3) -1

> Gkl = Z Z <3T(g+1) <

Complete m com maquinas sem grupo e vazias de
velocidade 1 (como as de Gy)
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A esta em equilibrio?

Tarefa em maquina de G, ndo quer mudar para maquina de G
e Sej>k
» amaquinatem carga j > k
e Sej <k,
» como 2! >t + 1 pratodo ¢t > 1 temos que

k

.2 ‘ i ‘
ity =i+ 2T 2+ =k+1

Portanto, A esta em equilibrio
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Jogo e equilibrio
A é um equilibrio de custo social ¢

Vamos mostrar que opt(J) < 2

Considere atribuicao de tarefas de A*:
e As de G, serdo atribuidas as maquinas de G,
e As de G, serdo atribuidas as maquinas de G,
e Assim sucessivamente...

Numero de tarefas que A atribuiu a G

q'k q!
kGl = T = (k—1) Gl

s o k
Uma tarefa em cada maquina, com custo de 22—_1 =2
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Conclusao

(D=t (m/3)—1]

Preco da anarquia deste jogo: > 4 = g

Como I'"}(m) = @(lg'?gmm), existem c e my tq

I(m)>c (&ﬁz) :

para m > mg

Entéo, para m > 3my, o0 prego da anarquia é

LT3 -1 Lo (a5 ) — 1] :Q< gm >
2 2 lglgm
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Tempo de convergéncia

No caso de maquinas relacionadas, ndao se conhece resultado
como o para maquinas idénticas

Mas podemos computar um equilibrio eficientemente
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Tempo de convergéncia

Algoritmo LPT (largest processing time):

e Atribua tarefas em ordem decrescente de peso
e pondo-as em maquinas que minimizem o seu custo
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Tempo de convergéncia
Teorema: A atribuicao calculada por LPT é um equilibrio

Prova: Por indugdo no numero de tarefas (colocadas)
Sejam:

e { a Ultima tarefa colocada

e j* amaquina a que foi atribuida
Apenas tarefas alocadas a j* podem estar insatisfeitas
Seja i < t uma tarefa alocada a j*
Para toda maquina j

Z Wi wy + Z wk w; + Z ’U}k

k: A(k)=j5* k: A(k)= k: A(k)=
Sj* Sj Sj

Logo : esta satisfeita e a atribuicao esta em equilibrio
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Recapitulacao

Jogos de balanceamento de carga

» com maquinas idénticas
» com maquinas relacionadas

Ambas as versoes tem equilibrio puro

Preco da estabilidade de ambos é 1
Preco da anarquia:

» maquinas idénticas: 2 — 25

» maquinas relacionadas: © (,;g,g’fn)

Tempo de convergéncia:

» maquinas idénticas: convergéncia em n passos
» maquinas relacionadas:

— n&o conhecemos uma politica boa
— existe algoritmo eficiente que encontra equilibrio
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Estratégias mistas

Até o momento, consideramos apenas equilibrios puros
e Vamos considerar agora equilibrios mistos

Uma estratégia mista para o jogador i € um vetor p; onde:
° p{ € a probabilidade da tarefa i ser alocada na maquina j
e Note que, A se torna uma atribuicao aleatéria

Seja z] a variavel aleatéria binaria que indica se a tarefa i é
alocada na maquina j

pf = P[2? = 1] ou equivalentemente pf = P[A(7) = j]

(]
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Estratégias mistas

Assim, a carga esperada da maquina j é

E[¢;] E{Zwsx”] :ZW:Z“’?

i€[n] J i€[n] 53

P= (p{)ie[n}’je[m] € um perfil de estratégias

O custo de P é o makespan esperado, isto é,

custo(P) = E[custo(A4)] = E |:m[aX](€j):|
j€lm
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Estratégias mistas

O custo de uma maquina j para a tarefa i é c{ = E[¢;]A(¢) = j]

Para todo perfil de estratégias P, vale que

AT _ gy 4 (1)

Sj Sj

Proposicao: Um perfil de estratégias P € um equilibrio de Nash
se e somente se para todo jogador i e para toda maquina j, se
p! > 0 entdo, para toda maquina k vale que ¢! < cf
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Preco da anarquia para equilibrio puro

Exemplo: m=2,s1 =ss=1lew; =wy =2, wg =wy =1

Makespan minimo: 3 Equilibrio com makespan 4

Preco da anarquia pelo menos 4/3
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Preco da anarquia para equilibrio misto
Exemplo: m=2,s1 =ss=1lew; =wy =2, wg =wy =1
° p{ = 1/2 para toda tarefa i e maquina j

Qual é a carga esperada de uma maquina?

E[g;] = ) wipZ=2><2><§+2x1><§:3
1<i<4

Qual é o custo para uma tarefa de peso 2?

G =Ell] + (1 —pwi=3+5x2=4
Qual é o custo para uma tarefa de peso 1?

(2

. . 1
C?:E[fj}—l—(l—pg)wi::%—i-iX1:3.5

Note que P é um equilibrio misto
42



Preco da anarquia para equilibrio misto
Exemplo: m=2,s1=8s=lew =wy =2, w3 =wy =1
° p{ = 1/2 para toda tarefa i e maquina j

Qual é o makespan esperado?
e Existem 4 formas do makespan ser 3
e Existem 6 formas do makespan ser 4
e Existem 4 formas do makespan ser 5
e Existem 2 formas do makespan ser 6
Assim,

custo(P) = E[custo(A)]

1
:E(3x4+4x6+5x4+6x2) =4.25

Que é pior do que o equilibrio puro que tinhamos visto (com
custo 4)
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Resultados para equilibrio misto

Teorema: Para todo m € N, existe uma instancia J do jogo do
balanceamento de carga com m maquinas idénticas e n = m
tarefas que tem um equilibrio de Nash com perfil de
estratégias P onde

lgm

custo(P) = Q (Ig gm

) opt(J)

Teorema: Seja J uma instancia do jogo de balanceamento de
carga com n tarefas e m maquinas idénticas. Seja P qualquer
perfil de estratégias que forme um equilibrio de Nash. Vale que

custo(P) = O (&) opt(J)
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Resultados para equilibrio misto

Teorema: Para todo m € N, existe uma instancia J do jogo do
balanceamento de carga com m maquinas idénticas e n < m
tarefas que tem um equilibrio de Nash com perfil de
estratégias P onde

lgm

) opt(J)

Teorema: Seja J uma instancia do jogo de balanceamento de
carga com n tarefas e m maquinas relacionadas. Seja P
qualquer perfil de estratégias que forme um equilibrio de Nash.
Vale que

custo(P) = O <Ig:ggm> opt(J)
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Mecanismos de Coordenagao

“Mecanismos” que levem a bons valores de PoA
e Estabelecer regras no jogo para diminuir o POA

Custo para jogadores na mesma maquina pode diferir
Custo ¢/ : 20" x {1,...,n} - R
» ¢7(S,i) é o tempo de término da tarefa i na maquina j
quando o conjunto S de tarefas é atribuido a maquina ;

» depende apenas dos pesos das tarefas
» e da ordem (pré-fixada) das tarefas

Mecanismo de Coordenagéo: C = (c!,c?,...,c™)

As funcdes de custo sdao de conhecimento dos jogadores
No modelo anterior, custo ¢/ (S,i) = > .o g wij
» nao diferencia tarefas na mesma maquina
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Mecanismos de Coordenagao

Exemplo 1:
e Duas maquinas uniformes
e trés tarefas tal que w; > wo = w3

» ordenacgao decrescente pelo peso, com desempate pela
ordem de entrada

e Maquina 1 executa em ordem decrescente de pesos
e Maquina 2 executa em ordem crescente de pesos

Em um equilibrio:
e Tarefa 1 escolhe maquina 1
e Tarefa 3 escolhe maquina 2
e Tarefa 2 escolhe maquina 2
e A configuragéo é 6tima
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Mecanismos de Coordenagao

Exemplo 2:
e Duas maquinas uniformes e quatro tarefas tal que
>» wi =24, wy=2,wz=1—cewy =1
e Maquina 1 executa em ordem decrescente de pesos
e Maquina 2 executa em ordem crescente de pesos

Custo social do equilibrio: 4
e Tarefa 1 escolhe maquina 1
e Tarefa 3, 4 e 2 escolnem maquina 2

Configurag@o étima: Custo social 3
e Tarefas 1 e 3 na maquina 1
e Tarefas 2 e 4 na maquina 2

=g
3

4
PoA =
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Mecanismos de Coordenagao

Mecanismo LPT*:
e Cada maquina escalona na ordem decrescente, usando >

e Cada maquina j acrescenta um atraso na tarefa, se
necessario, para que termine em tempo ¢t = ;7 mod m + 1

e Atraso pode ser escolhido tao pequeno quanto se queira,
usando discretizacdo em ¢/mn

Teorema: O Mecanismo LPT*, para maquinas uniformes,
possui preco da anarquia limitado a 4/3 — . Alem disso, essa
razao é justa.

Teorema: O Mecanismo LPT*, para maquinas relacionadas,
possui pre¢o da anarquia entre 1,54 e 1 4+ /3/3 ~ 1,5773.

49



