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Resumo

Este resumo é referente ao artigo The Curse of Simultaneity proposto em [1]], onde € intro-
duzido o conceito de Pre¢o de Anarquia Sequencial. Esta nova ferramenta surge com a ideia
de podermos analisar jogos, onde em sua versdo simultanea apresentam Preco de Anarquia
ilimitado ou inexistente. Para exemplificar este novo recurso, os autores analisam os seguintes
jogos na versdo sequencial: Machine Cost Sharing Games, Unrelated Machine Scheduling

Games, and Consensus and Cut Games.

1 Introducao

De uma forma mais geral, as andlises de ineficiéncia de equilibrio estavam sendo focadas nos
jogos em suas versoes simultaneas. Como resultado direto destas andlises, temos que existem
muitas classes de jogos que apresentam Preco de Anarquia (PoA) ilimitado ou muitas das vezes
inexistentes.

Para exemplificar o conceito de Preco de Anarquia Sequencial, os autores utlizaram jogos
que geralmente possuem um alto Preco de Anarquia. Mais especificamente, os jogos analisados
foram: Machine Cost Sharing Games, Unrelated Machine Scheduling Games, and Consensus and
Cut Games. Para aplicar esta nova técnica, os jogos aqui sdo analisados em sua forma normal
extensiva com informagdo completa, forma esta que captura a sequencialidade de um jogo, onde

temos o conceito de Equilibrio Perfeito de Subjogo (SPE).

2 Definicoes
A configuragdo geral é a seguinte: temos n jogadores com espagos de a¢des Ay, ..., A, e funcdes
de utilidade u; : x;A; — R para cada jogador 7, e também uma ordenacdo de jogadores, por
exemplo 1,2,..., n.

Em cada rodada 7, o jogador ¢ observa as acdes tomadas pelos jogadores 1,2,...,2 — 1 e
escolhe uma agdo a; € A;. Portanto, temos que a estratégia do jogador i € um mapeamento dos
espacos de acdes de seus predecessores, ou seja, s; : A} X ... x A, — A;.

Um perfil de estratégias s = (sq,...,s,) ¢ um Equilibrio Perfeito de Subjogo (SPE) se

ele simultaneamente € um equilibrio para todos os subjogos (sub-drvores) do jogo quando restrito



a s. Temos que o SPE sempre existe, ele € um equilibrio puro de Nash para o jogo nesta versao
sequencial e ele pode ser calculado através de induc¢do retrativa (backwards induction).

Seja a fungdo social W : x;A; — R, temos que o valor do Preco de Anarquia Sequencial
€ calculado, considerando jogos de utilidade, como sendo a razdo entre a solug¢do 6tima (em fungdo
de 1) e a qualidade do pior SPE, ou seja,

W*
SPoA = arenS%DXE Wa)

Para jogos de custo, o SPoA ¢ calculado apenas invertendo os termos da razéo.

3 Machine Cost Sharing Games

Considere que N € o conjunto de n tarefas e R é o conjunto de m mdaquinas. Cada tarefa
(Jogador) ¢ possui um conjunto [?; de mdquinas que ele pode escolher para executar sua ta-
refa. Temos também que cada mdquina r € associada com uma funcdo de custo decrescente
v-(x). Com isso, o jogador ¢ tem que escolher, como sua estratégia, uma maquina s; € R;
que lhe ofereca o menor custo. Custo esse que, dado um perfil de estratégias s, é definido por:
ci(8) = 7s,(ns;), where n, = [{j € N : s; =r}|.

Os autores assumem que as funcdes de custo decrescente das mdaquinas sdo do tipo
de alocacdo justa, ou seja, v.(r) = ¢./x, onde z indica a quantidade de jogadores
que escolheram a mdaquina r. Dizemos que as madaquinas possuem custos genéricos se
e[k # KN £’ 1< kK <n.

Na versdo simultanea desse jogo, tendo como fungdo social C'(s) = ). ¢;(s), o PoA vale n.

Teorema 1: Para qualquer jogo de compartilhamento de custo de maquinas com alocagdo de
custo justa e custos genéricos, existe um tnico SPE que estd a um fator de O(logn) do 6timo.
Além disso, o SPE pode ser computado através de um algoritmo guloso natural. Quando os custos

nao sdo genéricos, podem existir mais de um SPE mas o limitante do SPoA ainda é mantido.

Demonstragdo. (ideia) Encontrar s que minimiza C'(s) pode ser modelado como o problema da
cobertura de conjuntos: jogadores sdo elementos e as maquinas sdo representadas pelo conjunto
de jogadores que elas podem servir. Existe um algoritmo de aproximacgdo guloso classico para o
problema de cobertura de conjuntos que possui um fator de log n. Para mostrar o teorema, basta
mostrar que as agdes escolhidas no SPE tinico (devido ao fato dos custos serem genéricos) pelos

jogadores durante o calculo da inducao retrativa € equivalente ao resultado do algoritmo. ]



4 Unrelated Machine Scheduling

Considere que N € o conjunto de n tarefas, M € o conjunto de m maquinas e que ¢;; € 0 tempo
de processamento da tarefa 7 na mdquina :. Analisando sob a perspectiva da teoria dos jogos,
cada jogador (tarefa) ¢ tem como seu espago de estratégias S; C M, e o custo de ¢ é a carga da
madquina na qual ele foi alocado. Utilizou-se como fung¢do social, a funcdo clédssica deste problema
combinatério que é minimizar o makespan, ou seja, min max;eps » ()= Lji-

A versdo simultanea deste jogo sempre possui equilibrio puro de Nash, mas por outro lado,
pode apresentar um valor de PoA arbitrariamente grande. O exemplo tradicional que mostra isso é
uma instancia que possui duas tarefas e duas maquinas, onde t1; = to9 = 1l et1y =9y = L >> 1.
Um equilibrio de Nash € quando a tarefa 1 € atribuida a maquina 2 e a tarefa 2 € atribuida a

madquina 1, tendo makespan de valor L, enquanto que a solucao 6tima possui makespan 1.

1+4+e€ 1+4+¢ 1+¢

Figura 1: SPoA € €)(n) quando os jogadores jogam da esquerda para a direita

O limitante inferior para o SPoA vale )(n) e o mesmo pode ser obtido a partir da generaliza-
¢do da instancia apresentada na figura[I] Basicamente, o tinico SPE desta instancia, considerando
que a ordenacao dos jogadores € feita da esquerda para a direita, € quando todas as tarefas esco-
lhem a mdquina a sua direita, o que levard a um makespan de valor n. A solugdo 6tima é quando
as tarefas sdo alocadas para as miquinas a sua esquerda, tendo o makespan valor de 1+ €. A seguir

¢ mostrado o valor do limitante superior do SPoA:

Teorema 2: O SPoA dos jogos de balanceamento de carga em madquinas nao-relacionadas €

limitado por O(m2").

Demonstragdo. (ideia) Considere que Ly € Rf ¢ o vetor de cargas iniciais de cada mdaquina,
SPE(LB, k) é o valor do makespan do SPE quando os jogadores k,k + 1,...,n jogam a partir
de Ly e que t; = min;en tj;. A partir disso, fazer uma indug@o em £ de 1 a n usando a seguinte

hipétese de inducio:

VLo € RY SPE(Ly k) < ||Lollo + 2" ¢,

j=k

O teorema segue se tomarmos os seguintes valores: Lo=0k=1e Z?:k t; < mOPT.



Onde, aplicando os valores anteriores na hipotese de indugdo, conseguimos que:
SPE(0,1) <2 ) "t; <OPT -m2"".
j=1
A partir dai, a hipétese de induc¢do é provada usando algumas manipulacdes algébricas e as

caracteristicas provenientes de um SPE e o seu cdlculo pela inducdo retrativa. ]

5 Consensus and Cut Games

Considere um grafo ponderado G = (V, E,w), onde w : E — R,. Os n jogadores, que corres-

pondem a |V|, possui um conjunto de a¢des bindrios: A; = { R, B}, o que corresponde a escolher
uma cor entre vermelho (R) e azul (B). Dizemos que um vetor peso w é genérico, se w; # 0.

Dado um perfil de estratégias s, os consensus games sio jogos de custo, onde ¢;(s) é a
soma dos pesos das arestas de ¢ para jogadores com diferente cor. Temos que a solu¢do 6tima
corresponde a todos os jogadores escolherem a mesma cor. Na versdo simultanea, entretanto,
existem instancias que apresentam equilibrios puros de Nash que ndo sao iguais ao 6timo. Com

1SS0, Os autores apresentam a seguinte observagao:

Observacao (3) The unique SPE in generic consensus games is the optimal outcome.

Por outro lado, os cut games sdo jogos de utilidade, com u;(s) é a soma dos pesos das
arestas de ¢ para jogadores com diferente cor. A versao simultdnea apresenta PoA = 2, mas esse
fator ndo é o mesmo encontrado para o SPoA, uma vez que um SPE ndo é necessariamente um

equilibrio puro de Nash na versao simultianea do jogo.

Teorema 2: The SPoA of sequential cut games is at most 4.

Demonstragdo. Considere os jogadores na ordem em que eles aparecem e que Fy, : {(i, k)|i < k}
seja o conjunto de arestas do jogador k a todos jogadores que jogaram anteriormente. Sejam A, B
duas parti¢des dos nés no SPE. Para o jogador k, s.p.d.g. vale que w(E, N A) > w(E, N B) >
%w(Ek) Se jogando no equilibrio, ele desejar mudar para B, entdo sua utilidade € de pelo menos
Tw(E}). Entdo, uy(SPE) > sw(E}). Somando para todos os k, obtemos:

1 1 1
2SPE = > 2 > w(E) = sw(E) > sOPT
S k uk_2 k w(Ey) 2w( )_20
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