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Abstract

Neste documento examinaremos os aspectos de um modelo de representacéo
para jogos multijogadores. Conhecidos como jogos graficos, estes modelos
especificam restricdes nas influéncias diretas de payoffs entre os jogadores de um
jogo. Com o intuito de encontrar equilibrios em jogos com varios jogadores, sao
apresentados algoritmos que funcionam em grafos na formade uma &rvore.
Utilizando-os, conseguimos calcular todos os equilibrios de Nash para um dado jogo,
equilibrios que podem ser aproximados, calculados em tempo polinomial em relagéo
ao numero de jogadores, ou exatos, calculados em tempo polinomial. Ainda, é
estabelecida uma relagcéo entre um jogo gréafico e redes de Markov para representar
equilibrios correlacionados desse jogo.

Introducao

Representar jogos de multiplos jogadores com um nimero muito grande de tais
na forma normal se torna um problema: primeiro pela suarepresentagéo crescer
exponencialmente com o tamanho da populacéo, segundo, a forma normal pode nédo
representar estruturas presentes nas interagdes entre os jogadores que podem ajudar
a encontrar equilibrios. Para contornar essas dificuldades, jogos graficos séo utilizados.
Eles séo apropriados quando ha muitos jogadores e a utilidade de cada um depende
de uma pequena parcela da populacéao.

Jogos gréficos adotam um modelo simples de grafos. Os jogadores séo
representados por vértices no grafo e seus payoffs dependem apenas dos vértices
vizinhos a cada um. Cada jogador tem suas proprias especificagcfes de utilidade,
representadas por matrizes M; para todo jogador i € ao grafo.

Dito isso, seguimos com algumas definicdes Uteis.
Jogo com multiplos jogadores:

* han jogadores com conjunto finito de estratégias puras;
* 0 €{0, 1} é a acéo escolhida pelo jogador ;



* cada jogador tem as suas especificagOes de payoffs, que estdo no intervalo [0,
1] e sdo dados nas matrizes M, indexadas por a € {0, 1}"

+ estratégias mistas: pie [0, 1] é a probabilidade do jogador i jogar O;

« p éo vetor das probabilidades de todos os jogadores;

* payoff esperado para o jogador i segue a equagao:

M(®) = E d~p[Mi(d)]
« pli: p/]i-ésimo componente de p muda para p/;
Jogo grafico:
» Cadajogador i € um n6 no grafo nao direcionado G;
*  N() €41, ..., n}, éavizinhanga do jogador i no grafo G (inclusive i);
* sedéumaacdao conjunta, di é a projecdo de d apenas nos jogadores em N(i)

Portanto um jogo gréfico é definido como um par (G, M), onde G € um grafo ndo
orientado e M um conjunto de n matrizes de payoff

Equilibrios:
Temos 3 equilibrios que serdo computados pelos algoritmos:
« Equilibrio de Nash: sera o vetor de estratégias mistas p, tal que vale:
M®) 2M @i : pi1), Vi, YV pie[0, 1]

Significa que todas as estratégias escolhidas pelos jogadores € igual ou melhor que
gualquer outra estratégia que eles podem jogar.

« e-Equilibrio de Nash: sera o vetor de estratégias mistas p, tal que vale:
M(p) +e=M (i : pi1), Vi,V pie[0, 1]
Analogo ao equilibrio de Nash, porém agora com umafolga € para o equilibrio.
» Equilibrio correlacionado
E d~Pai = b[Mi(@)] =E d~Pai = b[Mi(a[i: =b])]
vie{l,..,n},Vbe{0, 1}

Pode ser entendido como se em um jogo houvesse um coordenador que sorteia uma
das possiveis a¢des conjuntas para os jogadores, e informa individualmente o que
cada um deve fazer. Todos fazem o que foi dito a eles, acreditando que 0s outros
jogadores também o fardo. Um exemplo € o sinal de transito, no qual o coordenador é
o farol, que d& as instrucdes de ir (verde) parar (vermelho).



Algoritmos

Agora vamos especificar alguns algoritmos usados para encontrar equilibrios
de Nash e posteriormente um para os equilibrios correlacionados.

TreeNash

Este algoritmo calcula todos os equilibrios de Nash presentes em um dado jogo
grafico representado como uma arvore. Porém essa arvore, diferente do modo
convencional, possui a raiz em baixo e as folhas mais acima. Mas da mesma fora de
costume, o n6 abaixo de um no U é o filho de U, e os vértice acimade U ligados por
uma aresta a ele sao seus pais. Neste modelo, para cada vértice, ha 2 conjuntos:

Upstream (U): conjunto de todos os vértices que estdo em um caminho de U a todas
as folhas da arvore. Escrito como UPg (U)

Dowstream (U): conjunto de todos os vértices que estdo no Unico caminho de U até a
raiz da arvore.

Agora é possivel se obter as seguintes definicdes:

« GY éo subgrafo induzido em UPg(U), com raiz em U;
« SeV éfilno de U e sua estratégia mista v € [0, 1], MJ_, € o subconjunto de
matrizes de M correspondente aos veértices em UP¢(U);
* T(v,u) é umatabela binaria indexada pelos possiveis valores v, u € [0, 1] (sim,
ela seria infinita!);
* T(v,u)éigual a
« 1, seeexiste EN em (G”', M{_,) e U=u é resposta 6tima para V=v
* 0, casocontrario

« Testemunhas (witnesses): vetor i = (u,, .. U,) de estratégias mistas para os pais

,,,,, Uy) de um algum V, onde:
e T(v,u)=1, paratodo 1<i<k

O algoritmo possui duas partes: a downstream pass e a upstream.pass

Na downstream pass, a partir das folhas (que estéo no topo da arvore) séo
computados os T(u, v), sendo u a estratégia da folha U e v a do seu unico filho V. O
valor desse T sera 1 se u for resposta 6tima para v. Entdo U passa a tabela
computada para o seu filho V, que recursivamente calculara valores de estratégia que
facam com que ele esteja em equilibrio tanto com UPg(V) e com o filho de V (W).
Essas tabelas e os vetores de withesses vao sendo computadas e passadas até
chegar na raiz do grafo, que procura por suas estratégias que sejam étimas para as
entradas em T iguais a 1 (nas quais o equilibrio existia até os pais da raiz), formando
(ou mais) um equilibrio(s) para o jogo (G, M).

Na parte do upstream pass € feito o contrario da downstream. A partir da raiz, que ja
possui as tabelas calculadas na downtream, é escolhida uma estratégia para a raiz
gue faga parte de um equilibrio. Entéo para os pais da raiz séo passadas as
estratégias que eles devem jogar para manter o equilibrio no grafo.



Note que se T(u, v) =1 para algum par (u, V), existe(m) equilibrio(s) para o jogo em
G”, MJ_)
ApproximateTreeNash

Modificagéo do algoritmo TreeNash, recebendo uma entrada e a mais € que
sera a folga para o equilibrio de Nash. E também, as estratégias dos jogadores sao
restringidas a apenas multiplos de um fator T.

Se 1 = O(e/d) o algoritmo encontra um e-Equilibrio de Nash e tem tempo de
execucdo polinomial em 1/ €, n e 2°

ExactTreeNash

Simplesmente uma abstracdo do TreeNash. Se baseia no fato de que em
gualquer jogo gréafico em forma de arvore, para qualquer das tabelas T(u, v) definidas
pelo TreeNash, a regi&io {(u, v) € [0, 1]*: T(u, v) = 1} pode ser representada por uma
unido finita de regides retangulares em [0, 1]°. Conforme o algoritmo avanga, essas regides
vao se multiplicando, o que o torna exponencial em relagdao ao numero de jogadores.

Equilibrio correlacionado

Por ser complexo e poderem existir correlagdes de alta ordem, a sua
representacao pode se tornar muito dificil. Através de estudos concluiu-se que as
redes de Markov podem ser relacionadas com os jogos graficos e eles podem
representar qualquer equilibrio correlacionado existente no jogo.

Estabelecida essarelacéo, o calculo dos equilibrios correlacionados séao feito
através de um PLI (programacao linear inteira). Da seguinte forma:

Variables: For every player i and assignment a ! there is a variable P(a ).
LP Constraints:

(i) CE Constraints: For all players i and actions a, a’,
Y. P@HM@h= Y P@"M(a'li:ad).
(ii) Neighborhood Marginal Constraints: For all players i,

Yar: P@H=0: Y P@H=1,

(iii) Intersection Consistency Constraints: For all players i and j, and for any assignment
y '/ to the intersection neighborhood N(i) N\ N(j),

PG@'y= Y P@"

= » Bn
= P,(Ei ij).
E funcéo objetivo: F ({Pi(a)}) = XXz Pi(ai) Mi(ai)



