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Conceito
Uma relacao ¥ de A para B é uma funcao de A para
B se, e somente se, para todo a € A existe
exatamente um b € B tal que (a,b) € ¥.
@ Usa-se geralmente a notacao ¥ : A — B.
@ Para cada elemento a de A, é costume indicar por
¥ (a) o valor de ¥ em a,
@ isto é, o Unico elemento b de B tal que (a,b) € F.
@ Observe que esta notacao s6 tem sentido para
funcdes, e ndo para relacdes em geral.
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Exemplo: A relagdo ¥ = {(1,40),(2,30),(3,30)} € uma funcéo
do conjunto X = {1, 2, 3} para o conjunto Y = {20, 30, 40}, isto é
F:X->Y.
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Exemplo: Arelagéo ¥ = {(x, x?):x¢€ Z} € uma fungéo do
conjunto Z para o conjunto N, isto € ¥ : Z — N.

Exemplo: Arelacdo 7 = {(xz,x) I X € Z} nao é uma funcao do
conjunto N para o conjunto Z, pois ha elementos a € N (como

a = 5) para os quais néo existe par (a,b) € ¥, e ha elementos
a € N (como a = 4) para os quais existem dois pares (a,b) €
(no caso, (4,2) e (4,-2)).
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Exemplo: A relagdo ¥ = {(1,40),(3,30)} nao é uma fungéo de
X =1{1,2,3}para Y = {20, 30, 40}, pois para a = 2 € X nao
existe um b € Y tal que (a,b) € 7.

Exemplo: A relagdo ¥ = {(1,40),(2,20),(2,30),(3,30)} ndo é
uma funcdo de X = {1,2,3} para Y = {20, 30, 40}, pois para

a = 2 € X existem dois valores distintos b’ =20 € Y e

b” =30 € Y taisque (a,b’) e ¥ e (a,b”) e F.
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Em geral, usaremos letras mindsculas, como f, g, etc.,
para relagdes que sao funcgoes.
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Dominio e imagem de uma funcao

@ Todos os conceitos introduzidos para relagcbes (como
dominio, composicao, inversa, etc.) valem também
para fungoes.
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Exercicio: Seja f uma funcao e R uma relacao sobre
Dom(f) tal que para todo x e y xRy « f(x) = f(y) para
todo x, y € Dom(f).

@ Prove que R é uma relacdo de equivaléncia.
@ Encontre as classes de equivaléncia de R.
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@ Se f € uma fungao de A para B, entdo, de acordo
com a definigdo, o dominio Dom(f) de f é sempre o
conjunto A.

@ A imagem ou contra-dominio Img(f) de f é o conjunto
Img(f) ={f(a):ac A} ={beB:(JacA)b=1f(a)}

Observe que a imagem esta contida no conjunto B,
mas nem sempre é igual a B.

Inversa de funcao

A inversa de uma funcao f é a relacao

1 ={(y.x) : (x.y) € f}

Note que a inversa de uma funcdo nem sempre € uma
funcéo.
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Exemplo: Seja f a fungdo de R para R tal que f(x) = x2. Sua
inversa é a relacao

f :{(xz,x) : XER}

que associa a cada numero real y > 0 suas duas raizes
quadradas —+/y e ++/y.
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Por exemplo

f:R — Rcom f(x) =2x + 3,

g:R — Rcom g(x) =3x + 2. Entédo

(gof)(x) = g(f(x)) = g(2x+3) = 3(2x+3)+2 = 6x+11
e

(fog)(x) = f(g(x)) = f(3x+2) = 2(8x+2)+3 = 6x+7.
Este exemplo mostra que a composicao de fungdes
nao é comutativa.
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Composicao de funcoes

A composicao de duas fungdes f e g € definida da
mesma forma que para relagées,

gof={(a,c):(3db)(a,b)efA(b,c)eg}

Em particular,se f: A > Beg: B — C, entdo
verifica-se que g o f € uma funcdo de A para C, e para
todo a € A o valor de g o f em a é definido pela
formula:

(g f)(a) = 9(f(a))
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Tipos de fungoes

Funcao injetora

Uma funcao f de A para B é injetora se, e somente
se, (Vx,y € A) (f(x) = f(y) = (x = y).

Ou seja, se e somente se ela atribui um valor diferente
para cada elemento do dominio.
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Uma funcao injetora preserva informacao, pois o
valor de f(x) determina univocamente o valor de x.
Funcdes injetoras também sdo chamadas de fungdes
um para um.
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Funcao sobrejetora

Dizemos que uma funcéo f de A para B é sobrejetora
em B (ou é uma fungao de A sobre B) se, e somente
se, (Vbe B)(daec A)f(a) =b. Ou seja, f € uma
fungdo sobre B se e somente se B = Img(f). Note que
nao tem sentido dizer que uma funcéo “é sobrejetora”
sem especificar em qual conjunto. Por exemplo, a
fungdo f com dominio Z tal que f(x) = |x| é tanto uma
funcédo de Z para Z quanto de Z para N; ela é
sobrejetora em N, mas ndo em Z.
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Exercicio: Sejam f e g duas funcdes. Prove que se go f
nao é injetora entdo pelo menos uma dentre f e g ndo é
injetora.
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Exercicio: Sejamf: A — B,g: B — C. Prove que se f
€ sobrejetora em B, e g é sobrejetoraem C,entdogofé
sobrejetora em C.
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Funcao permutacao
Funcao bijetora ¢ P ¢
Definicao: Uma funcéo f de A para B é
bijetora de A para B (ou é uma bijecao de A

. Uma funcao permutacao de um conjunto A, ou uma
para B) se, e somente se, f € injetora e ¢aop ¢ J

. permutacao de A, é uma funcéo bijetora de A para A.
sobrejetora em B. - : ) .
~ B ~ o Observe que a relacao de identidade sobre A é uma
Fungoe,s.buetoras sao m~U|to importantes em permutacio (trivial) de A.
matematica e computagéo. Entre outras coisas, elas
permitem definir o “tamanho” de conjuntos infinitos.
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Exemplo: A funcéo : o " . .
Exemplo: Sejam m, n inteiros positivos quaisquer, e seja

f ={(10,10), (11,12), (12,13), (13,11), (14,15), (15,14)} A={xeN:x<n} Sejaf: A — Atalque f(x) é oresto da
divisdo de x + m por n. Verifica-se que f € uma permutagéo de A

€ uma permutacao do conjunto A = {10,11,12,13,14,15}.
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Exercicio: Liste todas as permutagdes do conjunto
A = {10, 20, 30}.
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Uma permutacao f de um conjunto A pode ser
interpretada como uma maneira de colocar os
elementos de A em um conjunto de caixas, cada uma
rotulada com um elemento de A. Ou seja, a
permutacédo f esta dizendo que o elemento x de A
esta na caixa de rétulo f(x). Ou, alternativamente, que
a caixa de rétulo x contém o elemento f(x).
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Por ser bijetora, toda permutacdo de um conjunto A
tem uma inversa, que também € uma permutacao de
A. A composicao de duas permutacdes de A € uma
permutacao de A.
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Permutagdes sao muito importantes em computacao.
Por exemplo, a ordenacéo dos elementos de uma lista
de n elementos, ou dos n registros de um arquivo,
pode ser vista como a aplicacdo de uma permutacao
dos indices {0..n — 1}.
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Funcoes piso e teto

Se f é funcao permutagao de A, todas as poténcias de Definicao: A funcao piso (também chamada
f, positivas e negativas, sao permutagoes de A. Nesse de chdo ou solo) associa a cada nimero real x
caso define-se também a poténcia nula f° de f como 0 maior inteiro que € menor ou igual a x. Este
sendo a identidade sobre o dominio A. inteiro é denotado por | x].

Observe que [1/3] =12/3] =0,
|-1/3] = —-1,[-2/3] = —-1e[5]=5.
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Tanto o piso quanto o teto sao funcdes do conjunto R
para o conjunto Z. Essas fung¢des tem algumas

Definicao: A funcao teto associa a cada propriedades importantes:

nmero real x 0 menor inteiro que é maior ou ® [x] =nse, esomentese, n< x <n+1.
igual a x. Este inteiro é denotado por [x]. @ |x] = nse, esomentese, x—1<n<x,
Observe que [5/41=2,[7/41=2,[-1/4] =0, @ [X]=nse,esomentese,n—1<x<n.
[-3/4]1=0e[4]=4 @ [x]=nse,esomentese, x <n<x+1.
@ x—-1<|x]<x<[x]<x+1.
@ |—x|=-[x].

@ [—x]=—|x].
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Quociente inteiro e resto

Os conceitos de divisao (quociente) e resto de um
namero natural x por um inteiro positivo d sdo
conhecidos e consensuais desde a antiguidade:

17 dividido por 3 € 5 com resto 2.

O resto dessa divisdo é também chamado x mddulo d
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Estas operagdes podem ser definidas usando a
funcao piso:
X
x+d= {—J

d

xmodd:x—d(x+d):x—dEJ
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Em matematica, a divisao inteira é indicada as vezes
pelo simbolo antigo ‘+’, e o resto pela sigla * mod ’,
ambos usados como operagdes entre dois inteiros.
Dessa forma podemos escrever
17+3=5e 17 mod 3 = 2.
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cva-[3

xmodd:x—d(x+d):x—dEJ

Em matematica, estas formulas sdo adotadas como
definicbes dessas duas operacdes também no caso
de x ser um inteiro negativo. Assim,

(-17) + 3 = |-17/3] = -6, e portanto

(=17) mod 3 = (-17) — 3(-6) = 1.
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Algumas linguagens de programag¢ao modernas, como
Python, usam as definicbes acima, embora com outros
simbolos. Outras linguagens, como C e Fortran,
calculam |x| = d e |x] mod d, e devolvem o resultado
com o sinal de x.
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Exercicio: O dia da semana do dia primeiro de janeiro de
um ano n > 1582 pode ser determinado pela formula:

S L el Y A | RS
4 100 400
Se o resultado for 0, o dia primeiro de janeiro cai num
domingo, se for 1 numa segunda-feira, etc..

@ Use essa formula para encontrar o dia da semana de
primeiro de janeiro do ano de seu aniversario.
@ Justifique esta férmula.
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N&o ha consenso sobre a definicdo de x = d ou x mod
d quando d é negativo. Felizmente, este caso
raramente ocorre, na pratica ou na teoria.
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Fatorial

Uma funcdo importante em computacéao é o fatorial
de um numero natural n, denotado por n! e definido
como o produto

n!:nk:1.2.3 ..... (n—1)-n (1)
k=1

Por exemplo, 11 =1,2=1.2 =2,
5/=1-.2-3-4-5=120, etc.. Note que quando n é
zero a produtdria acima é vazia, portanto 0! = 1.
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Funcéao caracteristica

A funcao caracteristica de uma conjunto A qualquer
€ uma funcao f cujo dominio € o conjunto universal

U e tal que, para qualquer elemento z, f(z) é um valor
l6gico, V se z pertence a A, e F caso contrario.
Denotaremos esta fungao por ya.

Ou seja ya(z) tem o mesmo valor I6gico que a formula
“z € A”. Podemos ver a funcao y, como uma
representacao do conjunto A.
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A imagem de um inteiro n por uma sequéncia x €
habitualmente denotada por x, (em vez de x(n)). Os
pares (n, x,) so os termos ou elementos da
sequéncia; o inteiro n é o indice do termo, e x, é seu
valor. Os inteiros r e s sdo o indice inicial e o indice
final da sequéncia.

Exemplo: Seja x : {2..6} — R cujos termos sao

{(2,4),(3,9),(4,16),(5,25), (6,36)}. Podemos entdo escrever
que X = 4, x3 =9, e x, = n° para todo n € {2..6}.
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Sequéncias finitas

Uma sequéncia finita é uma fung¢éo x cujo dominio é
um intervalo de inteiros{neZ:r<n<s},onderes
sao inteiros; que pode ser abreviado para {r.. s}. Se 0s
valores de x pertencem a um conjunto A, dizemos que
X € uma sequéncia finita sobre A. Em algumas areas
da matematica e da computacao, sequéncias finita
também sdao chamadas de listas, palavras, cadeias
ou énuplas
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Note que uma sequéncia especifica ndo apenas os
valores dos termos mas também sua ordem e seus
indices. Note também que uma sequéncia pode ter
mais de um termo com o mesmo valor. Duas
sequéncias sao iguais se, e somente se, elas tem
exatamente os mesmos termos — mesmos indices e
mesmos valores.
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Notacao para sequéncias finitas

Quando o indice inicial r é especificado pelo contexto,
uma sequéncia finita é geralmente denotada
colocando-se os valores dos termos entre parénteses
e separados por virgulas. Por exemplo, se
convencionamos que os indices comegcam com zero, a
notagdo (1,2,2,5) representa a sequéncia
{(0,1),(1,2).(2,2),(3,5)}.
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Indice inicial padrao

Em matematica (e em algumas linguagens de
programacgao, como FORTRAN), o indice inicial de uma
sequéncia é geralmente 1 por convencao. Uma
vantagem desta escolha € que o n-ésimo elemento de
uma sequéncia x é Xx,.
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A sequéncia (2) nao é a mesma coisa que o inteiro 2.
Além disso, pela definicdo acima, a sequéncia (2, 3)
ndo é a mesma coisa que o par ordenado (2, 3).
Devido a esta confusao, alguns autores (e algumas
linguagens de programagao) usam outros simbolos,
como colchetes angulares (... ), ou colchetes comuns
[...], no lugar de parénteses para denotar sequéncias.
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Alguns autores, entretanto, preferem numerar os
termos a partir de 0. Note que, neste caso, em uma
sequéncia com n termos os indices variam de 0 a
n—1. Além disso, o elemento de indice k (ou seja Xxk)
€ 0 k + 1-ésimo elemento da sequéncia. Mesmo
assim, a numeracao a partir de 0 tem certas
vantagens em computacao e é o padrdo de varias
linguagens de programag¢ao modernas, como C, Java
e Python.
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Comprimento

O comprimento de uma sequéncia finita é o numero
de termos, geralmente denotado por |x]|.

Exercicio: Se uma sequéncia tem indice inicial r e indice
final s, qual € o seu comprimento? Se ela tem indice inicial
0 e comprimento n, qual é o indice final? E se ela tem
indice inicial 1 e comprimento n?
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Concatenacao

Informalmente, a concatenacao de duas sequéncias
finitas x e y € uma sequéncia finita que tem todos os
termos de x, seguidos de todos os termos de y. Por

exemplo, a concatenacéo de (10, 20, 30) e (40,50) é
(10,20, 30, 40, 50).
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Ha uma unica sequéncia de comprimento zero, a
sequéncia vazia, denotada por (), que tem dominio
vazio e portanto ndo tem nenhum termo. Neste caso
os indices inicial e final ndo s&o definidos. Note que o
intervalo {r.. s} é vazio para quaisquer r e s com r > S.
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Esta operacao pode ser indicada de muitas maneiras,
por exemplo com um ponto x - y, com uma barra x|y
ou com a mera justaposicao xy. Obviamente, o
comprimento da concatenagao é a soma dos
comprimentos das duas sequéncias.
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Para definir precisamente este conceito é preciso
estabelecer um indice inicial para a sequéncia
resultante. Por exemplo, se convencionarmos que
todas as sequéncias tem indice inicial zero, a
concatenacao é a sequéncia z tal que

Xn, Sel0<n<
Zn:{ " p (2)
Yn-p» SEP<N<pP+q

onde p = |x| e g = ly|.
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Subsequéncias e subcadeias

Segundo alguns autores, uma subsequéncia de uma
sequéncia x € simplesmente uma restricdo y de x a
um subconjunto R de seu dominio. Por exemplo,
segundo esta definigao, a fungéo y = {(3,30), (5,20)}
€ a subsequéncia de

x ={(2,20),(8,30), (4,30), (5,20)} determinada pelo
conjunto R = {3, 5}.
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Exercicio: Adapte a férmula da concatenacgéo (2) para a
convencao em que todas as sequéncias tem indice inicial
1.

Exercicio: Escreva a formula geral da concatenacao (2)
para o caso em que os dominios de x e y sdo {r'..s’} e
{r"”..s"}, respectivamente, e o indice inicial do resultado é
r.

Observe que, se o indice inicial é fixo, a concatenacgao
com a sequéncia vazia nao tem efeito nenhum:
x-() = () - x = x para qualquer sequéncia finita x.
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Uma desvantagem desta definicdo é que a
subsequéncia nem sempre é uma sequéncia, pois 0
novo dominio R nem sempre é um intervalo de inteiros
consecutivos. Por esse motivo, alguns autores
especificam que os termos da subsequéncia devem
ter seus indices alterados para inteiros consecutivos a
partir de um inicio convencional. Com esta definigéo, e
com indice inicial 0, a fungao y = {(0,30),(1,20)} é a
subsequéncia de x = {(0, 20), (1, 30), (2, 30), (3,20)}
determinada pelo conjunto R = {1, 3}.
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Alguns autores usam a palavra subcadeia para
indicar que o conjunto R € um intervalo de inteiros.

Muitas linguagens de programacao incluem funcoes
para extrair subcadeias de cadeias dadas.
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