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�������� �� ������ ��� ����������� ��� �� �� ������ ������� �� �� ������ ������� ���� ����� ��
�� �������

� � ��

����������������� �� ��������

��� ������� �������� φ � �������� ���
� n ��������� ���������� x�, x�, . . . , xn�
� m ���������� ���������� ∧,∨,¬,→,↔
� ����������

��� φ = ((x� → x�) ∨ ¬((¬x� ↔ x�) ∨ x�)) ∧ ¬x�
�������� �� ����������������� �� �������� � ���

���� ��� ������� ��������� ������� �� ������ ��� ���������� ��� ��������� ���������

��� ��� ��� ��� ��� ���� �������� ���� � �������������

�� ������� φ � ������������ ��� � ���������� < x� = �, x� = �, x� = �, x� = � >

�� ��������� ������� ��� ����� ����� �� �������������� � �������� ���� ������� �n
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� � ��
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��� � �����������

����

��� ∈ ��

����

��� ∈ ����������

���� ������� ��� ��� ∈ ��� ��������� ��� �� ���������� �������� �� ���

���������� ������������ ��� ���������� ���� ���������� ���� ��� ���������

������������ ���� �������� ���� ����� ����� ���������� � ��������� � ���������� ���
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���� ������� ��� ��� ∈ ���������� ����������� ��� ����������� ≤p ����

��������� �� �������� C ��������� ���� ���� �� xi �� ��������� � ������� φ ��� ���

��� �������� xi � ����������� ���� ����� ������ ���� ��� �������� �� �������

�������� ��� ���������� � ��� �������������� �� �� ������� � ��������� ���

����������

� � ��

����

C � ������������ �� � ������� �� φ � �������������

���� ��������� �� ������� ������� �� ����� �����������

�→� �� C ��� ��� ���������� ��� ��������� ���� �� ��� �� ����� ��� ������� �

� ����� �� �������� � ��

�������� �� ����������� �� ������� �� ���� �� ���� �� ����������� ���������� �

������� ������ ���� ����� ��

�←� �� ��� ���������� ��� φ �� ����������� ������� �������� � ����� �� ���� ��

��� � ����� ��� ���� ����������� ���������� � C ���� ����� ����� � ��

�������� ��������� ��� ����������� ≤p ����

� � ��

����������������� �����

��� ������� ���� �� ����� ������ ���������� ������������ ������ ���� � ���� ��

� �������� ���� ��� ��������� ������ �� ���������� � ���� �������� ����

���������� ����� �� ��� �� ���� ���������

��� ������� �������� ���� �� ����� ������ ������������ ������� �� ���� ��

����� ������ ���������� � ���� �������� ��� ���������� ���� �������� ����������

��� ��������

(x� ∨ ¬x� ∨ ¬x�) ∧ (x� ∨ x� ∨ x�) ∧ (¬x� ∨ ¬x� ∨ ¬x�)
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��������� ∈ ����������

���� ������� ��� ��������� ∈ ���������� ����������� ��� ��� ≤p ����������

��������� φ ��� ������� �������� ���������

������������� ����������� ��� ������ �� ������� ���� φ �� ��� ���� ������� � ���

����� � �� ���������� ��� ��� ��������� ���� ���������� ������ � �������� �������

� ��������������� ������� ������� ���������� ���� ���������� ��� ����������
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��� ������� φ = ((x� → x�) ∨ ¬((¬x� ↔ x�) ∨ x�)) ∧ ¬x��

������ ����� ����������� ������������ ��� ��������

���� ���� ������ ��� ���� ��� ��� ���������

� ������ ���������� ��������� ���� ���� �� ��������

� ������� � ��������� ������ ��������� � �������

��� ������� φ��

�� ������� �� ���� � ������� ������ ������

� � ��

����� ����� ������� ��������� ��� ��� �� ������ � ��������� ��� ����� ��� ����

�� ����� ������ ������������� ����� ������� �������� � ������ ������� �� ����

��������� � ��������� �� ������� ��� ������ ��� ������ ��� ������� � ��������

φ�
�
= y� ↔ (y� ∧ ¬x�))

���������� �� ������ �� ������ ��� ������ � ��������
����� ��������

(y�∧y�∧x�)∨(y�∧¬y�∧x�)∨(y�∧¬y�∧¬x�)∨(¬y�∧y�∧¬x�)

����� ��������� � ��� �� ��������

φ��
�
= (¬y� ∨ ¬y� ∨ ¬x�) ∧ (¬y� ∨ y� ∨ ¬x�) ∧ (¬y� ∨ y� ∨ x�) ∧ (y� ∨ ¬y� ∨ x�)

�� � ��

���� � �������� ���������� �� ����� � �������� (l� ∨ l�)� ����� ��������� ��� �������

�������� � � �������� ������� (l� ∨ l� ∨ p) ∧ (l� ∨ l� ∨ ¬p)
�� ���� �� ��� �������� ��� ��� ����� ������� l � ��������� � �������� ����������

(l ∨ p ∨ q) ∧ (l ∨ p ∨ ¬q) ∧ (l ∨ ¬p ∨ q) ∧ (l ∨ ¬p ∨ ¬q)�
���� φ��� � ������� �� ��������� �����������

����

φ��� � ������������ �� � ������� �� φ � �������������

���� ����� �� �������������� ��������� � ����� ��������� �� �������� ����� φ
������ φ��� ��� �������������

� ������� ���� ��� ��������� �� ����� ����������� ��������� φ� � ������ �� φ
�������� �� ������ ��� �������� � ��� �������� ��� ����������

��������� φ�� � ������ �� φ� �������� �� ������ ���� ��������� ���� ���� ���������

� � ���������� �� φ��� �� ������ ���������� ��� � � ������ �� ����������

�������� ��������� ��� ������� �� ����� ���������� �� ��� ���� ��������� �

���������� � ������
�� � ��
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���� �� ����� ��� ��������� G = (V ,E )� � �� ������� k ������� �� ������ �� ��������

G � �������� �� G ��� ����� k �������� � ���� ���������

�������

����� � �����������

������� ��� ��������� ≤p �����

�� � ��



��������� ��� ��������

���� �� ����� ��� ����������� G = (V ,E ) ��� ��������� ��� �������� �� G � ��

����������� V � ⊆ V ��� ��� ���� ���� ������ (u, v) ∈ E � ���� ����� �� ����� u �

v ���� ����� �� V ��

������� ��� �� ������� �� V � ����� ����� �� ������� ���������� � ���� � �� ���

��������� ��� �������� ����� �� ������� ����� ��� ���������

� ������� �� ��� ��������� ��� �������� � � ������ �� �������� ��� �������

�� � ��

�������� �� ��������� ��� �������� � ������������

���� �� ����� ��� ��������� G = (V ,E )� � �� ������� k ������� �� ������ ���

��������� ��� �������� V � ⊆ V �� ������� k �

�������

������������ � �����������

����

������������ ∈ ��

���������� � ������� ��������� V � ���� ����������� ������� �������� �����������

�� ����� ����������� �� |V �| = k � �� ���� ������ (u, v)� u �� v ���� �� V ��

�� � ��

����

������������ ∈ ����������

����� ������� ��� ����� ≤p �������������

��������� � ����������� �� �� ����� G = (V ,E ) �������� ��� G = (V ,E )�
�� ���� E = {(u, v) : u, v ∈ V , u �= v � (u, v) �∈ E}� �� ����� � ����������� ��

G � �� ����� ��� �� ������ �������� � ���������� �� ������� ��� ��� ����� ��

G �

� ������� �������� �� ���� ��� ������� < G , k > �� �������� �� ������

�������� � ����������� G � � ��� ���� ��� ����� �� ����� �����������

� ����� ���� G ���� ������� ���� � �������� �� ������������� ����������

��� ��������� �� ������� |V |− k �

�� � �� �� � ��



����

G ��� ��� ����� �� ������� k � �� � ������� ��� G ��� ��� ��������� ��� ��������

�� ������� |V |− k

�→� �� G ��� ��� ����� C ��� k ��������� ����� V \ C � ��� ��������� �� G �

���� (u, v) �������� ������ �� E � ����� (u, v) ��� ���� �� G � �������� u � v
��� ����� ����� �� C ����������������

����� ���� ����� �� ����� ���� �� V \ C � �������� (u, v) ���� ��������

�←� �� G ��� ��� ��������� ��� �������� V � ⊆ V �� ��� |V �| = |V |− k � �����
���� ���� u, v ∈ V �� (u, v) ∈ E ����� �� u ∈ V � �� v ∈ V � �� ������ ����

�������������� �� ������ ��� ���� ���� �� V � �������� ��� (u, v) ���� �� E �

�������� V − V � � ��� ������ � ��� ������� |V |− |V �| = k

�������� ��������� �� ������� ����� ≤p �������������

�� � ��

� �������� �� ����� ������������

��������� �� ����� ������������ �� �� ����� � �� �������� ��� �����

���������� ��� ��� ��� ����� �� ���������

�������� �� ����� ������������ � ���������

���� �� ����� ��� ��������� G = (V ,E )� ������� �� G ��� �� ����� �������������

�������

��������� � �����������

����

��������� ∈ ��

������ ���������

�� � ��

����

��������� ∈ ����������

����������� ��� ������������ ≤p ����������

���� �� ����� ��� �������� G = (V ,E ) � �� ������� k � ������������� �� �����

��� �������� G � = (V �,E �) ��� ��� �� ����� ������������� �� � ������� ��� G ���

��� ��������� ��� �������� �� ������� k �
� ���������� �� G � �� ������ �� ��� ��������� �������� ��� � �� ������ ��

�� ����� ��� ����� ������ �������������

���� ���� ������ (u, v) ∈ E � ����� ����� G � �������
��� ����� �� ���������� ��� ����������� ��� Wuv �

���� ������� Wuv ��� �� ���� � �� ����� ��� ��� ��

��������

���� � ��������� ��������� ���� ��������� ��� ��� ��

�������� �� ����� �� ����� ������ ����� ��������

[u, v , �], [u, v , �], [v , u, �] � [v , u, �]

�� � ��

�� ������� ���� ������ �� �� ������� ������ �� ���������� ������ ��� ����� ��

�������� � �����

�� ���������� � ���������� ��������� ���� �������� ��������� ��� ��������� �� ���

����� [u, v , �] � [v , u, �] � ����� ��� ����� [v , u, �] � [u, v , �]�

���� ��� ���������� ����� ����������� k �������� ��������� s�, s�, . . . , sk �
�������� �� ������� ��� ������� ������ �������� ���� ���������� �� k �������� ���

�������� � ��������� ��� �������� �� G �

�� � ��



�������������� ���� ���� ������� u ∈ V ����������� ������� ��� ����� ��

������� �� G � ��� ������ ��� ����� �� ���������� ��� ������������ � �������

���������� � u�

��������� ��������������� �� �������� ���������� � u� � ���� � ���������

(v�, v�, vgrau(u))� ���������� [u, vi , �] ��� [u, vi+�, �]�

�� ������� � ������� w � ������� �� x � y � z ������������� ���� �������

w x

yz

� �������� � ��� �� ����������� �� ������� u ���� � ����� ���������� �������

����� �� ������� ��� ����� ��� ����� �� ���������� ��� ������������ �� �������

���������� � u�
�� � ��

� ������ ���� �� ������ �� E � ��� �� �������� [u, v�, �] � [u, vgrau(u), �] � ���� ��

��� ����������

�� � ��

������� ���� ����� ������������ ���� ����� �� �������� ������� � ��������

������ ��� � ������ ��� ����� � �����������

�� � ��

��� �� �������� ��� ���������� ���� k ≤ |V | �������� ���������� �� �� ����� ��

|V �| = ��|E |+ k

≤ ��|E |+ |V |

���� ���� ������� u ∈ V ����� grau(u)− � ������� ����� �� ����������� �� ��

����� �� �

u∈V
(grau(u)− �) = �|E |− |V |

���� ��������� ��� �� �������� ���� ��� ������� ����� �� �������� ���������� ��

�����

|E �| = (��|E |) + (�|E |− |V |) + (�k |V |)
= ��|E |+ (�k − �)|V |
≤ ��|E |+ (�|V |− �)|V |

�� � ��



����

G ��� ��� ��������� ��� �������� �� ������� k � �� � ������� ��� G � ��� �� �������

�������������

�→� ������� ��� G = (V ,E ) ��� ��� ��������� ��� �������� V � ⊆ V ��

������� k �

���� ���� ������� u ∈ V � ��� �� �������� �v�, v�, . . . , vgrau(u)�� ����������� ��

������� �� ������� ��� ����� �� �����������

���� ����� ������� �� �������� �������� �� ��������� ���������� �� � ������ �

������� ��� �� �� ��� ���� ���������

�� ������� �� k = �� ����� ��� ��������� ������� ��� w � y �

�� � ��

w x

yz

�� � ��

������ ��������� �� ������� ��� �� �������� ��������� �� �������� ������

��������� ��� ��������� �u�, . . . , uk� �������� ��� �������� �� ����������

���������� � ������� si ��� � ������ �� ������� ������� ��� ui � ���� �����

������� � ���� �� ������� �� ������� ������� si+�� ��� �� ������� � ���� ��

������� �� uk ��� � �������� �������� �������� � ������

�� � ��
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