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�������� �� ������ ��� ����������� ��� �� �� ������ ������� �� �� ������ ������� ���� ����� ��
�� �������

� � ��

�������� �������

����� ���� ���������� ���� ��������� � ������� ���� ����� ����� �� �����������
������� ����� s � ����� �� ������ ���������

�������� � �������������

��� ��� ���������� ��������� ������������ �� ��������� � ������� ������ �����
��������� ���� ���������

������� ������ ����� ����� �� ����� �� ��������

���� �� ����� ����������� G = (V ,A)� ��� n �������� � m ������ �� ��� ���� ����
a ∈ A ��� �� ����� ca ����� ��� ���������� ��������� ��������� � ����� ������ ����
�� �� u � v ���� ����� �� ����� u, v ∈ V �� �������� �� ������ �� ����� �� �����
���������

� � ��

������� ������ ����� ����� �� ����� �� ��������
������� �������� ���� ��������� �������� � ��������� �� ������� ������ ��
����� ����� ������� ������ ������� ��������� ������ ������������

� �
� n − �
� n
� n�

�� � ����� ��� ��� ��� ������ ���������� ���������� ���� � ��������� ��
��������� � ����� ��� ������������ ��

O(nm log n)

�
O(n� log n) �� ������ ��������

O(n� log n) �� ������ ������

�� ���� ��� ������� �� ����� ��������� ���� ��� ���� ������ ��� O(n�)� ���
��� ��� ������� ��� ��������� ���� ����� �� ������ � ������� �������� ��� ��
�������� ������ ��� ��� ����� ����������� ���� ������ �� ��������� �� �������� ����
������������� �� �������� ��� ��� �����������

� � ��



������� ������ ����� ����� �� ����� �� ��������

��� �� � ����� ��� ��� ������ ���������� ���������� ���� � ������������
���������� n �������

O(n�m)

�
O(n�) �� ������ ��������

O(n�) �� ������ ������

������ ��� ��� ������������ ����� ������� �� ���� � ��������� ��
�������������� ��� ������� ������� �� O(n�) ������������ �� ������ �� ������
� �������� ����� ��� �� ������ ����������

�������� � ���� ����� ��� ��� ������ n ��������� �� ������������� �����
������ ���� ������ �������

���� ������ ��� ������ ���������� �������� � �������� n ����� ����� � ������� ���
���� ������ ������ ����� ��� �������������

� � ��

������� ������ ����� ����� �� ����� �� ��������

���� �������� ���� �������� ��� ������� �� �������� ����� �� ��� ������� ���
�� ���������� ���������� ��� ������ �� ������� ��������� ����� �������� ��� ��
����������

����� ���� � ������������� ���������� �� �������������� ����� �������� ������
��������� ���������

� � ��

������ � ������������ �����

���� ����� �� ������������� ��������� ���� ����������� ���� ��� ��������� ���
� ��� �������� �������� ��� �������� ��� � ����������� ������ �� ������ ��
����� ��� �����������

������ ����� ������� � ������ �� �������� ��� ����� ����� � ������ �������
����� �������� ������� �����

��������� ��� ��������� ���������� �� V = �, �, �, . . . , n� � ���� � ������
V (k) = {�, . . . , k}�

� � ��

������� ��� G ��� ��� ������ ���������� ������ ��� ������ i ∈ V � � �� �������
j ∈ V � k ∈ {�, �, . . . , n}� ���� P � ������� �� ����� ������ ��������� ���
������� ����� i � j ��� ����� �� ��� �������� �� V (k)�

��� �������� ���� i = ��� j = �� � k = ��

��
� �

��
�

�
−�

�
−�� −��

���� �� �� k ��� ���� �� P � ����� P � �� ������� �� ����� ������ ��� �����
�� �������� �������� �� V (k−�)�

���� �� �� k ���� �� P ����� ������� ������� P �� ���� ��������

i k j. . . . . .

P� P�

P� � � ������� �� ����� ������ ����� i � k ��� ����� �� ��� �������� �� V (k−�)

� P� � � ������� �� ����� ������ ����� k � j ��� ����� �� ��� �������� ��
V (k−�)

� � ��



���� S �� ����� �������������� �������� �� i � j � k �

S [i , j , k] ��� ����������� � ����� �� ������� ������ ����� i � j �� ��� ����� ��
��� �������� ����� �� {�, �, . . . , k} ��� +∞ �� ��� ������� ��� ��������
���� ���� ��� S [i , j , �] �� ��� i = j � ���� (i , j) ∈ A� ����� i �= j � (i , j) �∈ A�
� �� �� � +∞
� �� cij � cij
� �� cij � +∞
� +∞� cij � +∞

� � ��

��������� �� �����������������

�������� �� ����� ������� �
������ �� ������ ��� �������� ������� ����� ����� �� ����� �� ��������
���� ���� i ∈ V �����

���� ���� j ∈ V �����

S [i , j , �] =





� �� i = j

cij �� (i , j) ∈ A

+∞ �� i �= j � (i , j) �∈ A�

���� k ∈ {�, . . . , n} �����

���� ���� i ∈ V �����

���� ���� j ∈ V �����

S [i , j , k] = min

�
S [i , j , k − �]

S [i , k , k − �] + S [k , j , k − �]�

�� � ��

���������� ���� ������������ ����� � �������

������������� ���� ��� ������������ ����� �� O(n�)�

� �� � ����� ����� �� ����� �� ����� ���������

����� ����� �� ���� �� ��������� ���� ���� �� S [i , i , n] < � ���� ���� ����� ��
i ∈ V

� �� ���������� ����������� � ������� ����� i � j�

����� ���� ������� ������� �� ����� ������������� ������ T [i , j ] ��� ��� �������
� ������� ������� ��� � ������ ���� ���� �� ������� �� i ��� j �

�� � ��

��������� �� �������

����������� ��� ������� �������� � �������� ��� n �������� �� ��������� ��
�������� ������� �� ����� ������

� ������ ��� ���������� O(mn log n) ��� � ��������
� ���� ������ O(mn�) ��� � ������������

��� �� ����� ����� ���� � �������� ����� ��� ����� ���������� ���� ���������
� ��������� �� ��������

� ��� � ������� �� ������������
� ��� n �������� �� ��������

�������� O(mn) + O(nm log n) = O(nm log n)

�� � ��



������� �� ����� �� ����� �� ����� �� ������� ���� ������ ����� �� ������
���������� ���� ������� �� ����� ������ ��� ������� � �� ����� �� ������
������� ��� � ����� ������� ����� �� ����������� �� ����� �� ��������
�������� � ����� ������ �� ��������

s

v

t
� �

�

��� ���� ���� �������� ������� ��� ���� �� ��������������� ���� �� ������ ���
����� ����������

�� � ��

���� G = (V ,A) �� ����� ����������� ��� ������ ca ��� ������ ������� ���
���������� ���� �� ������ ���� pv ���� ���� ������� v ∈ V �

���� ���� ���� a = (u, v) �� A� ���� c �a = ca + pu − pv

u v�
pu = −� pv = −�

�� � s − t ������� P ��� ����� L ��� �� ������ ���������� ���� � � ����� L� �� P
��� �� ������ �����������

� L

� L+ ps + Pt

� L+ ps − Pt

� L− ps + Pt

L� =
�

a∈P
c �a

=
�

a=(u,v)∈P
ca + pu − pv

=

��

a∈P
ca

�
+ ps − pt = L+ ps − pt

�� � ��

���� ��� ����� ����� �������� ������� ��� �������� ���������� ���� �����
������

����� ����� �� �������� ������� ����� ����������� ����������� ��� � ��� ������
��� � ����� �� ��������

� �� ����������� ������� pv �� ����� ��� ����� �� ����� ����� ��� ������
��������������

���� ��������� ����� �������� ������ ���� ��� ���� ������� ��������

�� � ����� ��� ����� ������ ���������� ���� ����� ������� ��������

�� � ��

a b

c

x y

z

−�

−��

�

�

−�

−�

� ����� �������� �� �������� �� ��������� ���� �
�������� �� ������� ������ �� ����� ������

�� ��������� � ������� �������� ����� �� ��������� ��
����� �� ���� �������� ������� ��� ���� �������� ���� ���
��� ����� ��� ��� �������� ����� �� �������

������� ������� �� ���� ������� ������� ��� �� ���� �
����� �� ������ ��� �� ���� �� ����� ��

�� � ��



s

a b

c

x y

z
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�

�

�

�

�

−�
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�
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−�
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�

���� ��� ��������� s � �� ����� ����� ��� ���� ������
���� ������� ���� �������� u, v ∈ V �

���� ������� ����� ��� ����� ��������� ��� �����
�������� � ������������ �� ��� ������ ������� ������
����������

���� ��� ���������� �� ������� ��� ����������� pv � �
����� �� s − t ������� �������

�� � ��

a b

c

x y

z

−�

−��

�

�

−�

−�

�

��

�

�

�

�

� −�

−�

−� −�

�

������� ����� ���� ���� ���� a = (u, v) �������� �
���� �����

c �a = ca + pu − pv

����� ����� �� ������ ������ ��� ��������� �����
����� ���� ���� ��������

����� ��� ���������� ���� ���� � ������������ �
������� ���� � ���������

�� � ��

��������� �� ����������

�������� �� ����� ������� �
������ �� ������ ��� �������� ������� ����� ����� �� ����� �� ��������
������ G �� ����������� � G �� ������� s ����� � �� ���� ���� (s, v) ���� ���� v ∈ V�

��� ����� ��
�������� � ������������ �� G � ��� ����� s ��� �������� ����� ��������� �����������

���� v ∈ V ���� pv = ����� �� s − t ������� ������ �� G ���

���� (u, v) ∈ A ���� c �uv = cuv + pu − pv ��

���� v ∈ V ���� �������� � �������� �� � ��� ����� �� v � �� ������ {c �a}� ��������

�� ������ d �(u, v)�
���� ���� ��� u, v ∈ V ���� d(u, v) = d �(u, v)− pu + pv ��

������� ���

����� �� ���������
O(n) + O(mn) + O(m) + O(nm log n) + O(n�) = O(mn log n)

�� � ��

���������� ���� �� �������� �� ����� ������ ��� ������������ �� ��� ������
������ ��������� �� ��������� �� �������� �� ��������� ������������� ���� �
��������� �� ������� ���������

����� ���������� ��� �� ���� �� ������ {c �a} ��� ��� ����������

��������� ��� ���� (u, v)� ��� ���������� pu � ����� �� ������� ������ P �� s �
u� � pv � ����� �� ������� ������ �� s � v �

s u v. . . cuv

P

���� P + (u, v) � �� �������� ������� ���� v � ���������� � ������� �� �����
������ ��� �� ����� ����� �� ����� � ����� �� ����

pv ≤ pu + cuv

� ≤ pu + cuv − pv

c �uv = pu + cuv − pv ≥ �

�� � ��



����� ����������
����� ������ ��������� � ���������� ��������� ���� �����������

� ��������� � O(n log n)
� ������������� � O(n�.���)
� ������������� �� �������� � O(n�.�)
� ����� �� ������ � O(m + n)
� ��������� ����������� ���������� ������� � O(m + n)
� �������� ������� � O(m log n)
� ������������� ��������� � O(n log n)
� ���������� �� ����� � O(n log n)
� ��� � O(m log n)

���� ��� �������� �������� ���� ������ ��� ��������� �� ����� O(n�)� ��
O(n�)�

�� ���� ����� ���� ��� �������� �������� ���� ��� ��������� �� ����� O(nk)
���� �������� k ���������� ���� �������� ���� ��� ��������� �� �����
�����������

� �������� �� ����� ������������� ����
�� � ��

������ ������� �� �������� ����� ����� �� ����� �� ��������� �� ������ ���
������ �� ����� ���������� �� ������������ �� ������ � �������� ��� ��� ��������
��� ��� ����� ��� ��������� �� ������� ���������

�� ���� � �������� �� ������� ��� ���������� �� O(nW ) ������ ��� ���
��������� �� ����� ���������� �� ������� �� �������� ��� ��� ��� ���� ��������
W ���������� m = logW ����� �������� � ����� �� �������� � O(n�m)�
����������� �� ������� �� ��������

����� ���� ��������� ����� ����� �� �������� ������������ ���� �� ����� �����
��� �� �������� ���������� �� ����� �����������

�� ���� ��� ���� ������� ���� �������� �� �������� ��� ����������� �� ��������
����� ���������� �� ���������� ������� ��� ����� ��� ���������� �� �����
����������� ��� ������ ������ ��������� �������� ������ ��� �������

�� � ��

����������� �� ������� �� ������������ P � NP � NP��������� � ������� ���
������ �������� ����� �� ��������� �� �������� ���� �� ����� � �������� �
������������ ��� �� ���� ��� �� ��������� ��� ��� ����� ������� ����� ���

� ������� ������� ���� �� �� ������� s � �� ������ k ������ �� ������� �� s
���� �������� ����� ������� ��� ����� �� ������ k�

� ���� ���� � � �� ������� k � ������ ��� ������ �������� ������ �� ����� ��
������ k�

� ���������� �� ������ ���� �� ����� T � �� ������ k � ������ ��� ����������
����� ����� ��� �� ������ k �����

� ��������� ��� ����� ��� ��������� �� ����� ���������� ������ � ������ ��
������������

P

�� � ��

��� ������� ����� �������� �����������

�� � ��



�� � �� �� � ��

�� � �� �� � ��



�� � �� �� � ��

�� � ��
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