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1 Introducaoa Morfologia Matematica

Um dos grandes problemas em processament@lésarde imagens refere-aeextra@o das componentes de
interesse contidas na cena original. Aakse do contédo desta cena depende de duas etapas principais. Ume
relativaa segmentado, consistindo de transformaes geralmente dependentes da apfioage outra referenta
analise quantitativados objetos segmentados. Esta etapa visa a éxtrde caractésticas dos objetos a serem
consideradas num processodiassificago.

Morfologia Matenatica (MM) representa um#&dcnica @o-linear de processamento de imagens e define um
conjunto de ferramentas que auxiliam na reabzagestas etapas. Formalizada a partir dos anos 60 com os trabal
hos de G. Matheron e J. Serra [Mat75], [Ser82], [Ser88], [SoiBB3i94], do Centro de Morfologia Matemtica
da Escola de Minas de Paris, ela tem como fundamento a teoria dos conjargesmetria integral, & utilizada
atualmente no formalismo de diversos problemasigus e téricos de processamento edige de imagens.

Como veremos, a &la kasica da MM consiste da compag@agdo contédo de uma imagem com outra menor
e de forma conhecida, denominaglamento estruturanteDe modo geral, este elemento cemit caractdsticas
geonetricas e/ou topdlgicas relacionadas com a inforraagque pretendemos extrair da imagem de interesse.

2 As transformagdes morfobgicas

As transforma@es morfobgicas podem ser consideradas sobre imagedsigou em tveis de cinza, vistas
como conjuntos e furligs, respectivamente. A estas imagens podemos associar 0s opebadteanos deniao
U einterse@o N, no caso de conjuntos, e os operadanaxe min, no caso de furiges.

As transforma@es morfobgicas dispem de algumas propriedadesé&igcas e topdlgicas que & impor-
tantes caracterizar. Sejauma transformaio agindo sobre imagens hittas ou em tveis de cinza. Mais distin-
tamente, para imagens Birias, consideramos subconjun®@gRr?) deR? e : P(R?) — P(R?). Neste caso, a
relago de ordeng a inclugio. Para imagens enimeis de cinzay opera sobre furiies deR? emR. SeF designa
o conjunto destas fuides, ou sejaF = {f : R2 — R}, entov : F — F. Neste caso, a relag de ordeng:

VigeF,f<g & VzeR® f(z) < g(w) (1)

E importante lembrar que, nagtica, as imagensie processadas no plano discrét®, com fun@es assu-
mindo valores enZ. Uma sedéncia de imagens pode ser definida como umaZammz2 em que a terceira
variavel representa o tempo, por exemplo.

A transforma@o morfobgicaiy € ditaextensivase, e somente se

VX € P(R?), X C(X) ou VfeF. f<uy(f) (2)
e anti-extensivae, e somente se
VX € P(R?),(X) S X ou Ve Fu(f)<f (3)
A mesma transformé@pé ditacrescentese ela preserva a ordem no esp&(&?), ou seja,

VXY € P(R?), X CY = ¢(X) Co(Y) ou )
VigeF f<g=9¢(f) <dl9) ()

Em casoconfirio X CY = ¢(Y) Cy(X)ouf < g=¥(f) > ¢(g)), elaé ditadecrescenteA opera@o
1) éidempotentese

Yoy =1, (6)

ou seja, o resultado dérias iterades do operadaf sobre aimagem equivale ao resultado de Uniea aplicago.
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Duas transformdiesiy, e, saoduaisse, e somente se

VX € P(R?), 1 (X) = (12(X9))° ou Ve F,1(f) = —(ha(—f)) (7)

Finalmente, uma transformagé ditahomobpica se ela @o modifica o aimero de conexidad®’,, de um
conjunto X, istoé:

3 Erosao e dilatag@o

Erosao e dilatago $i0 as operdies elementares da MM e formam a base para a costdas transformaes
mais complexas. Assim, numa cadeia marfpta de processamento de imagens, podemos encontrar um granc
nimero de operadores encadeados, todos definidos a partir desfassfetementares.

Seja X o conjunto inicial dos pontos que constituem a imageariia ser analisada, e B uma pequenaimagem
representando um certo conhecimento getnito e/ou topdigico de X. Ao elemento estruturante B associamos
um pontoorigemrepresentando, na imagem, a pasigle refegncia para o resultado das transforoes; A Fig.

1 apresenta dois exemplos de elementos estruturantes de @oens com origem no seu centro. A Fig. 1(a)
define um elementd-conexoe a Fig. 1(b), um elemen&conexo

n mnn
u (| (.
n 0E
(@) (b)

Figura 1: Exemplos de elementos estruturantes numa vizini3arga

A dilatagdo de X por Bgz(X), &€ dada pela ub de todos os pontasde R? tal que o elemento estruturante
B, centrado emx, B, intercepta X. Assim:

5p(X)={z e R* B,NX # 0} (9)

B € o transposto ou sitrico deB, istoé, B = {~b: b € B}.

A Fig. 2 apresenta o resultado de duas itéescde dilata®o de uma imagem bimia com o elemento estrutu-
rante3 x 3 indicado na Fig. 1(b). Aqui, as imagens oamtapenas dois valores (imagensabias): o valor "1”,
representando o conjunto X de pontos clarofodaa (foreground), e o valor "0” correspondente ao complemento
de X, X¢, e representando os pontos escurofuddo(background) da imagem.
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(@) (b)

Figura 2: Imagem original (a), e imagem dilatada (b).

A erosio de X por Bg¢p, € definida pelo conjunto dos pontos:dem®? tal que B, ao ser transladado para a
posi@oz, esteja totalmente indido no conjunto X. Assim:

ep(X) ={z € R?, B, C X} (10)
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Figura 3: Imagem original (a), e imagem erodida (b).

A Fig. 3 apresenta o resultado de duas itéesgde erd®o de uma imagem bdmia com o elemento estruturante
da Fig. 1(b).

No caso de fun@es, e considerando o exemplaico de elementos estruturantes com valores iguais a zero no
seu doninio k£ € N? (elemento estruturante planga dilatagoé dada simplesmente por:

6(f)(x) = max{xy, k € B}, (11)
€ a eroao:
es(f)(x) = min{zy, k € B} (12)

A Fig. 4 apresenta um exemplo de dil@ag ero&o de uma imagem eniveis de cinza com um elemento
estruturante de dimeas5 x 5. Como podemos observar, a dilsdaa@mplia as zonas claras da imagem e aeros
realiza o processo inverso, aumentando oitddmdas reges escuras.

(b)

Figura 4: Imagem original (a), imagem dilatada (b), e imagem erodida (c).

E facil constatar gue eras e dilatago $.0 operages crescentes e duais, e que ami@s $.0 nem idem-
potentes nem homapicas. Observe, ainda, que para um elemento B de tamanBg, definido a partir dex
itera@es de dilatego com um elemento estruturante de tamanhdatioijtB; (por exemplo, os elementos da Fig
1), enBio a erodo (dilatag@o) de um conjunto X com Bpode ser decomposta em uma igstria den eroes
(dilatagdes) de X com B. Assim:

531 o] 532 = 5551(32) (& (13)
€B, © €B, = €55 (By) (14)
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4 Abertura e fechamento morfobgicos

As operades deaberturae fechament@om um elemento estruturante B, denotadas respectivamenig jgor
©p, SA0 obtidas combinando-se efose dilatago da seguinte forma:

vB = 0B oe€R, (15)

pp =€poop, (16)

Abertura e fechamento morfidicos §io opera@es duais, crescentes e idempotentes. A abe&uwaati-
extensiva e o fechamento, extensivo.

Em termos visuais, a abertura regulariza os contornos e elimina pequlkiaase’ "cabos’estreitos de uma
imagem biria. O fechamento suprime pequenos "lagos’e "canais”estreitos (fFigD& mesma forma, para
imagens em iveis de cinza, a abertura elimina estruturas claras, enquanto o fechanensmbre as estruturas
escuras. Tudo isto em fuag da forma e dimei@d® do elemento estruturante considerado. Observe, finalmente
gue estas operaes rao .0 homobpicas.

(@) (b) ()

Figura 5: Imagem biaria (a), abertura (b), e fechamento de tamanho 5 (c).

5 Filtros morfol 6gicos

Os filtros morfobgicos constituem alternativas interessartditragem @o-linear e 8o caracterizados por
uma transformadp ) crescente idempotentg¢Ser94]. Assim:

V(f,g) e FxF,f<g = ¥(f) <(g) (17)
Ve Fu(f) =v(f)) (18)

Neste sentido, a eras e a dilatago, por 1o serem idempotenteggmconstituem filtros morfolicos. Por sua
vez, a abertura e o fechamentmsexemplosipicos de operadores de filtragem, cuja comgsigmi@m define
filtros. Esta compos#p pode ser considerada a partir de aberturas e fechamentos comteteestruturantes de
tamanho vadvel o que conduz, entre outrasdefini@o de filtros com comportamento ftrico em relago as
estruturas claras e escuras da imagem [Ser88], [Che89]. A Fig. &ilust filtragem por abertura.

5.1 Outros exemplos de operdies elementares

O conjunto das transformaes morfobgicas pode ser obtido a partir da comb@xados operadores apresenta-
dos anteriormente. Como primeiro exemplo destas transf@@sapodemos citar o fielsio da dilatago e ero&o
gue define gradiente morfdbgicosimétrico (Fig. 7):

grad(f) = 68(f) — es(f) (19)
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(b)

Figura 6: Imagem original com rdio (a), e exemplo de filtragem por abertura (b).

Da mesma forma, os gradientes interno e extedwodados, respectivamente, por

grad”(f) = f —eB(f) (20)
grad”(f) =0p(f) - f (21)

Figura 7: Imagem original (a), e o seu gradiente médato (b).

Outra transforma@o importante& ochapgu mexicano clargwhite top-hat) que detecta as estruturas claras da
imagem eliminadas por uma abertura de tamanfwiterages com um elemento estruturante elementar).

CM; (f) = f —va(f) (22)
O chapeu mexicano escui@lack top-hat), associadts estruturas escuras da imagérdado por
CM, (f)=wen(f) = f (23)

A Fig. 8 ilustra estas transform@ags que o empregadas, entre outros, na dedioido esqueleto morfofjico
de uma imagem [Ser88].
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(@) (b) ()

Figura 8: Imagem original (a), o chep mexicano claro (b), e o escuro (c).

0] =% 0
1|1 *
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Figura 9: Exemplo de elementos estruturantes hopiobs de afinamento.

6 A transformacao Tudo ou Nada

A transformago Tudo ou Nada (Hit or Miss) considera as duas fases (pontos tli®®"0”) do elemento
estruturante B. Sejar?! e B2 estas fases com a mesma origem centrada emX. A transformago Tudo ou
Nada de X com B, X2 B, & dada por

X®oB={zec®R*:B! c X,B?c X} (24)
ou ainda

X ® B =ep1(X)\0p2(X) = ep1(X) Nepz2 (X (25)

6.1 Afinamento e espessamento hontgiicos

O afinamento e o espessamento hdpimos §0 exemplos de aplicaes obtidas a partir da transforraag
do tipo Tudo ou Nada. O afinamento de uma imagem X com um elemento estrutBratte B, define uma
representaigo homobpica do esqueleto de X (Fig. 10)éadado por

XoB=X\(X®B) (26)

O afinamento elimina pontos da borda de X e deve ser aplicado iterativanteaid@tnpdincia, considerando-
se uma sdigncia de elementos estruturantes que preservem a topologia da imagem9/&ftigsenta exemplos
destes elementos que, juntamente com suastesade90°, devem ser utilizados alternadamente no afinamento
em uma malha retangular (or#olo« indica que o ponto pode assumir o valor "0” ou "1” na respectiva asic

O espessamentoa operago dual do afinamento&dado por

XoB=XU(X®DB) (27)
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N <

() (b)

Figura 10: Imagem original (a), e o resultado do afinamento conaasaras da Fig. 9 (b).

O espessamento honapico adiciona pontods componentes da imagem sem que a sua topologia seja alter
ada. E facil verificar gue os elementos estruturantes empregadosamoi somplemento daqueles utilizados na
opera@o de afinamento e que, por dualidade, esta transf@ordefine o esqueleto do fundo da imagem.

A abordagem anterior pode ser estendida adasg Assim, sejg¢ uma imagem emimeis de cinza €3,

B2 os subconjuntos do elemento estruturante planar representandativespente, as fases "1"e "0"de B. O
afinamento d¢g por B, f o B, & dado por

(foB) :{ op2(f),s€0p2(f) < f < emi(f), 28)

f, caso confirio

O afinamento nugrico define a zona de infacia dosminimos regionaisde uma imagem, salientando os
picos das "montanhas”que constituem o seu relevo. Esta @uepagle ser associaddransformago que calcula
a linha divisora deéaguas de uma fudQ e que, como veremos posteriormente, constitui a base dos algoritmo
morfologicos de segmentag.

7 Operagdes geodsicas e reconstrugo

Sejamz ey dois pontos quaisquer de um conjunto X. O arco gsanb de extremidadey € definido como o
arco de menor diéhciadx (z,y) entrex e y, contido em X [Mai84]. Caso este arcamexista, esta dé&hciaé
considerada infinita (Fig. 11). A fuBgdx & denominada dighcia geodsica.

Figura 11: No&o de dishncia geodsica.

Como discutido em [Mai84], as transforn@as morfobgicas lasicas podem ser definidas no espaéirico
(X, dx). Por exemplo, se Y_ X, pontosz de X tal que B¢ (x, \) intercepta Y constituem o conjunto- dilatado
de Y em X. Este conjunté denotado por

ox(Y)={x e X :Bx(z,\)NY # 0} (29)
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onde By (z, \) ={z € X: dx(z, y) < A\}
Na piatica, a dilata@io geoésica de tamanhg, no espacaz?, pode ser obtida a partir de iterages da
dilatagdo geoésica de tamanho 1 definida por

5% (V) =0p(Y)NX, (30)

e assim:
% (Y) = 0x (0% (--.0x (Y))) (31)
O elemento estruturante B pode ser, por exemplo, aqueles indicados da Fig.
A erosao geoésica de Y em > dada por

x(Y)={z e X :B,(z,\) CY} (32)

As transforma@es geoésicas 80 empregadas na reconsfitagle um conjunto conexo X marcado por outro
conjunto de refé@ncia Y, r@o vazio, denominadoarcador. O conjunto Xé a nascara representando a com-
ponente biaria que pretendemos preservar. Uma diibageoésica de Y em X, & a idempdincia, permite
a reconstrugo total desta componente. Como exemplo, consideremos o problema de éonileapaitulas
parcialmente inclidas numa imagem [Che89] (Fig. 12).

Se Y. representa 0 subconjunto de pontos pertenceénfemteira de uma imaged, enfio o novo subcon-
junto X', contendo componentes totalmente indas em Xg dado por

X' = X\62 (%) (33)

6°°(+) indica a execu@o da dilatago at a idempdincia.

(@) (b) (c)

Figura 12: Imagent contendo partulas parcialmente incidas (a); dilatago geoésica de)¥ em X (b); sub-
conjunto das paitulas totalmente incidas em> (c).

A nogao de reconstr@p geoé@sicaé muito importante para o processamento mogilo, e constitui a base
de inimeras transform@gs mais complexas relacionadas, por exemplo, com s&oedagaitulas, definigo de
operadores conexos e fuies de extingo morfobgicas [Vin93], [JC93], [Vac95].

No caso nurarico, a dilatago geoésica de uma furdp g "marcando’uma fungo f (¢ < f) & dada por (Fig.
13)

34(g) = min(61(9), f) (34)
57 (g) = 65(07(..67(9))) (35)

n vezes

A realizago desta furijo aé a idempdincia define aeconstrué@o geodsicade f porg. A erosio de uma
funcdog > f, e?(g), é definida de maneira dual. Observe na Fig. 13(a) que apenas os darfosgb f,
marcados pela fuldp g, Ao parcialmente reconstdos. O mesmo acontece com os vales no caso da @gerac
dual (Fig. 13(b)). Observe, ainda, que quando os valores dadumarcadorg coincidem com 0s @Ximos
regionais def, a dilatagio geoésica conduz a uma reconstaogotal da rascaraf.

A se@o seguinte apresenta uma aplEanteressante das opebas geodsicas relacionada com os algoritmos
morfolbgicos de segmentag.
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(b)

Figura 13: Exemplo de reconstag geoésica (a), e reconstrag dual (b).

8 Esqueleto por zona de infléncia

Seja Y uma imagem baria composta dearias componentes conex#s, Ys, ---,Y;x. Seja X uma outra
imagem birria tal queY” C X. A zona de infl@éncia geoésica,izx (Y;), de um conjunto conex®; & o conjunto
de pontog de X cuja distincia geoésica, em relép aY;, € menor que a diadhcia geodsica de qualquer outra
componente de Y:

izx(Yi) ={p € X :Vj € [LLk],i # j,dx(p,Y:) < dx(p,Y;)} (36)

Os pontos de X quean pertencera nenhuma zona de infacia constituem esqueleto por zona de inflncia

- SKIZde Y em X (Fig. 14), ou seja,

SKIZx(Y) = X\IZx(Y) (37)
1Zx(Y)= | izx(¥}) (38)
1€[1,k]

V4 X(Y3)

Figura 14: Esqueleto por zona de irifhcia de Y em X.
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9 Segmentago morfologica

A principal ferramenta de segmendacmorfobgicaé baseada na transforndacque define a linha divisora
de aguas - LDA ouwatershed de uma fungo [Mey93], [S0i91]. Intuitivamente, esta LDA pode ser obtida
da seguinte forma. Considere uma imagem éweia de cinza representada por uma supierftopogéfica em
gue os fiveis indicam a altitude do ponto no relevo. Suponha, agora, qudromas em cada uma das bacias
(minimos regionais) que constituem a sujEéf sejam perfurados, e que a imergimos em um lago com velocidade
vertical constante. Agua que penetra regularmente pelosa@a$ preenche a supéie topogafica e, durante
o preenchimento, dois ou mais fluxos vindos d&imos diferentes podem se unir. Os diques coitibsina
superfcie para evitar que tal jud@ deaguas ocorra constituem a LDA da imagem.

Existem algoritmos eficientes que calculam a AmE&DA a partir da simulggo deste processo de preenchi-
mento de bacias [Mey93], [Soi91]. Um algoritmo iterativo baseado nai¢i@&dirlo SKIZ considera os seguintes
passos (ver [Vin93] para uma implemer&agficiente do m@todo). Seja o conjuntd’; obtido por limiarizages
sucessivas de uma imagehtom N riveis de cinza:

X, ={zec2? f(x)<i} i=1,---,N (39)

Se o conjuntdS K1 Zx(Y') indica, como anteriormente, o esqueleto por zona deéinéiia de Y em X (S€ip
8), ento o conjunto Z, representando a LDA flepode ser dado iterativamente por

Zj=SKIZx,;(X;1\Zj—1) j=1,---,N
Z=\]2; (40)
J

O algoritmo de LDA define a zona de infincia de todos os imimos regionais de uma imagem e, neste
sentido, a sua aplicag resulta em uma super-segmeatagda mesma. A Fig. 16(c) apresenta a imagem de LDA
do gradiente, Fig. 16(b), calculado sobre a imagem degyde fefo na Fig. 16(a). Cada ré&gi da Fig. 16(c),
delimitada por uma LDA, correspondezona de inflancia do nmimo mais profundo nesta ré&g.

De modo geral, 0o modelo de segmefdagitilizando o algoritmo de LDA& constitido de duas etapas princi-
pais: uma "inteligente’que consiste da obtémgle marcadores associa@sgegbes que pretendemos segmentar,
e a outra, autodtica, representada pelélculo da LDA sobre uma imagephque considera a informag destes
marcadores. Estaimagem pode ser o €napexicano, a [@pria imagem original ou o seu gradiente, por exemplo.
O objetivo da primeira etapa, esfifeza a aplicago,é eliminar minimos rao significativos da imagem diminuindo,
assim, o efeito da super-segmei@acA segunda etapa define uma imagem de "relevo”’adecuadgmentaip
das regbes. O gradiente, por exemplo, que atribui valores elevados aos jplentostorno das regés e nmimos
no seu interior pode ser empregado na segmaatda Fig. 16(a).

De posse destas imagens, @ymo passo consiste em imporimmos na imagem gradiente, na p@sic
indicada pelos marcadores obtidos na primeira etapa. Esta irBpasspecifica as rdigs da imagem a serem
perfuradas no processo de inun@la¢ As bacias queawo forem marcadasao definifio zonas de infiencia e,
consedjentemente, o constituiao LDA.

Para a impos#&o dos nnimos, precisamos considerar uma imaggedefinida da seguinte forma:

s ={ 5% 8 TE (@

onde M representa o conjunto dos marcadores. Pa@aulo da LDA das re@ies marcadas pav/, efetuamos
inicialmente uma reconstréig geoésica dual (séwo 7) deg emmin(f, g): Efnom(f,g) (9). A Fig. 15 ilustra es-
tas operages. Finalmente, o algoritmo de LDA pode ser aplicado nesta imagem reédasttiginando uma
segmenta@o mais adequada. Um algoritmo eficiente de segmaatagr LDA considerando marcadoresipre-
sentado em [Mey93].

A Fig. 16 apresenta uma aplié@zsimples deste @odo. Os marcadores conexas(Fig. 16(d)), associados
a cada um dos gos, foram obtidos facilmente por limiariZaxzda imagem original [Kak82]. Por exemplo, todos
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— min(f,g)

(@) (b)

Figura 15: Imposigo de ninimos (a), e reconstréae dual (b).

os pixels com tvel de cinza abaixo de um determinado valor (30, neste caso) fazésrdpazonjuntal/. A este
conjunto, precisamos acrescentar um marcador para o fundo da imeagiente (por g&?). Observe a sepagax
dos gaos que se tocam no resultado da segmantéeig. 16(e)).

Referéncias

[Che89] M. Coster & J. L. ChermanBrécis d’Analyse d’'Imagedresses du CNRS, 1989.
[Hei94] H.J. A. M. HeijmansMorphological Image OperatorsAcademic Press, 1994.

[JC93] J. Serra & R. W. Schafer J. Crespo. Image Segmentation usimgeCted Filter. Irnnt. Workshop on
Mathematical Morphology and Its Application to Signal Processipages 52-57, Barcelona, Spain,
May 1993.

[Kak82] A. Rosenfeld & A. Kak.Digital Picture Processingvolume 1. Academic Press, 1982.

[Mai84] C. Lantuejoul & F. Maisonneuve. Geodesic Methods in Quantédtivage AnalysisPattern Recogni-
tion, 17(2):177-187, 1984.

[Mat75] G. MatheronRandom Sets and Integral Geometdphn Wiley & Sons, 1975.

[Mey93] S. Beucher & F. MeyerMathematical Morphology in Image Processjrapapter 12. Marcel Dekker,
Inc, 1993.

[Ser82] J. Serralmage Analysis and Mathematical Morphologycademic Press, 1982.

[Ser88] J. Serralmage Analysis and Mathematical Morphology, volume 2: TheoreticahAces Academic
Press, 1988.

[Ser94] J. Serra. Morphological filtering: An overvie@ignal Processing38):3—-11, 1994.

[S0i91] Luc Vincent & P. Soile. Watersheds in Digital Spaces: An Efficislgorithm Based on Immersion
Simulations.|IEEE Transactions on PAMIL3(6):583-598, 1991.

[Soi03] Pierre Soille Morphological Image AnalysisSpringer-Verlag, 2003.

[Vac95] Corinne VachiefExtraction de Caradristiques, Segmentation d’'Images et Morphologie Mathtique
PhD thesis, ENSMP - Fontainebleau, Franca, 1995.



REFERENCIAS 13

Figura 16: Imagem de gos (a), imagem gradiente (b), e sua LDA (c). Marcadores obtidos poriliangao (d), e
segmentago por LDA (e).
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