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1 Introduç ão à Morfologia Matemática

Um dos grandes problemas em processamento e análise de imagens refere-seà extraç̃ao das componentes de
interesse contidas na cena original. A análise do contéudo desta cena depende de duas etapas principais. Uma
relativaà segmentaç̃ao, consistindo de transformações geralmente dependentes da aplicação, e outra referentèa
análise quantitativados objetos segmentados. Esta etapa visa a extração de caracterı́sticas dos objetos a serem
consideradas num processo declassificaç̃ao.

Morfologia Mateḿatica (MM) representa uma técnica ñao-linear de processamento de imagens e define um
conjunto de ferramentas que auxiliam na realização destas etapas. Formalizada a partir dos anos 60 com os trabal-
hos de G. Matheron e J. Serra [Mat75], [Ser82], [Ser88], [Soi03], [Hei94], do Centro de Morfologia Mateḿatica
da Escola de Minas de Paris, ela tem como fundamento a teoria dos conjuntos ea geometria integral, ée utilizada
atualmente no formalismo de diversos problemas práticos e téoricos de processamento e análise de imagens.

Como veremos, a id́eia b́asica da MM consiste da comparação do contéudo de uma imagem com outra menor
e de forma conhecida, denominadaelemento estruturante. De modo geral, este elemento contém caracterı́sticas
geoḿetricas e/ou topológicas relacionadas com a informação que pretendemos extrair da imagem de interesse.

2 As transformações morfoĺogicas

As transformaç̃oes morfoĺogicas podem ser consideradas sobre imagens binárias ou em ńıveis de cinza, vistas
como conjuntos e funç̃oes, respectivamente. A estas imagens podemos associar os operadores booleanos deunião
∪ e interseç̃ao∩, no caso de conjuntos, e os operadoresmaxemin, no caso de funç̃oes.

As transformaç̃oes morfoĺogicas disp̃oem de algumas propriedades algébricas e topológicas que s̃ao impor-
tantes caracterizar. Sejaψ uma transformaç̃ao agindo sobre imagens binárias ou em ńıveis de cinza. Mais distin-
tamente, para imagens binárias, consideramos subconjuntosP(<2) de<2 eψ : P(<2) → P(<2). Neste caso, a
relaç̃ao de ordeḿe a inclus̃ao. Para imagens em nı́veis de cinza,ψ opera sobre funç̃oes de<2 em<. SeF designa
o conjunto destas funções, ou seja,F = {f : <2 → <}, ent̃aoψ : F → F . Neste caso, a relação de ordeḿe:

∀f, g ∈ F , f ≤ g ⇔ ∀x ∈ <2, f(x) ≤ g(x) (1)

É importante lembrar que, na prática, as imagens são processadas no plano discretoZ2, com funç̃oes assu-
mindo valores emZ. Uma seq̈uência de imagens pode ser definida como uma função emZ3 em que a terceira
variável representa o tempo, por exemplo.

A transformaç̃ao morfoĺogicaψ é ditaextensivase, e somente se

∀X ∈ P(<2), X ⊆ ψ(X) ou ∀f ∈ F , f ≤ ψ(f) (2)

eanti-extensivase, e somente se

∀X ∈ P(<2), ψ(X) ⊆ X ou ∀f ∈ F , ψ(f) ≤ f (3)

A mesma transformaçãoé ditacrescentese ela preserva a ordem no espaçoP(<2), ou seja,

∀X,Y ∈ P(<2), X ⊆ Y ⇒ ψ(X) ⊆ ψ(Y ) ou (4)

∀f, g ∈ F , f ≤ g ⇒ ψ(f) ≤ ψ(g) (5)

Em caso contŕario (X ⊆ Y ⇒ ψ(Y ) ⊆ ψ(X) ouf ≤ g ⇒ ψ(f) ≥ ψ(g)), elaé ditadecrescente. A operaç̃ao
ψ é idempotentese

ψ ◦ ψ = ψ, (6)

ou seja, o resultado de várias iteraç̃oes do operadorψ sobre a imagem equivale ao resultado de umaúnica aplicaç̃ao.
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Duas transformaç̃oesψ1 eψ2 sãoduaisse, e somente se

∀X ∈ P(<2), ψ1(X) = (ψ2(X
c))c ou ∀ ∈ F , ψ1(f) = −(ψ2(−f)) (7)

Finalmente, uma transformação é ditahomot́opica se ela ñao modifica o ńumero de conexidadeNn de um
conjunto X, istoé:

Nn(ψ(X)) = Nn(X) (8)

3 Erosão e dilataç̃ao

Eros̃ao e dilataç̃ao s̃ao as operaç̃oes elementares da MM e formam a base para a construção das transformações
mais complexas. Assim, numa cadeia morfológica de processamento de imagens, podemos encontrar um grande
número de operadores encadeados, todos definidos a partir destas funções elementares.

Seja X o conjunto inicial dos pontos que constituem a imagem binária a ser analisada, e B uma pequena imagem
representando um certo conhecimento geométrico e/ou topoĺogico de X. Ao elemento estruturante B associamos
um pontoorigemrepresentando, na imagem, a posição de refer̂encia para o resultado das transformações. A Fig.
1 apresenta dois exemplos de elementos estruturantes de dimensão3 × 3 com origem no seu centro. A Fig. 1(a)
define um elemento4-conexo, e a Fig. 1(b), um elemento8-conexo.

...... ........
(a) (b)

Figura 1: Exemplos de elementos estruturantes numa vizinhança3× 3.

A dilataç̃ao de X por B,δB(X), é dada pela união de todos os pontosx de<2 tal que o elemento estruturante
B, centrado emx, Bx, intercepta X. Assim:

δB(X) = {x ∈ <2, B̌x ∩X 6= ∅} (9)

B̌ é o transposto ou siḿetrico deB, isto é,B̌ = {−b : b ∈ B}.
A Fig. 2 apresenta o resultado de duas iterações de dilataç̃ao de uma imagem binária com o elemento estrutu-

rante3 × 3 indicado na Fig. 1(b). Aqui, as imagens contêm apenas dois valores (imagens binárias): o valor ”1”,
representando o conjunto X de pontos claros daforma(foreground), e o valor ”0” correspondente ao complemento
de X,Xc, e representando os pontos escuros dofundo(background) da imagem.

(a) (b)

Figura 2: Imagem original (a), e imagem dilatada (b).

A eros̃ao de X por B,εB, é definida pelo conjunto dos pontos dex em<2 tal que B, ao ser transladado para a
posiç̃aox, esteja totalmente incluı́do no conjunto X. Assim:

εB(X) = {x ∈ <2, Bx ⊂ X} (10)



3 EROS̃AO E DILATAÇÃO 4

(a) (b)

Figura 3: Imagem original (a), e imagem erodida (b).

A Fig. 3 apresenta o resultado de duas iterações de eros̃ao de uma imagem binária com o elemento estruturante
da Fig. 1(b).

No caso de funç̃oes, e considerando o exemplo prático de elementos estruturantes com valores iguais a zero no
seu doḿınio k ∈ <2 (elemento estruturante planar), a dilataç̃aoé dada simplesmente por:

δB(f)(x) = max{xk, k ∈ B̌}, (11)

e a eros̃ao:

εB(f)(x) = min{xk, k ∈ B} (12)

A Fig. 4 apresenta um exemplo de dilatação e eros̃ao de uma imagem em nı́veis de cinza com um elemento
estruturante de dimensão5× 5. Como podemos observar, a dilatação amplia as zonas claras da imagem e a erosão
realiza o processo inverso, aumentando o domı́nio das regĩoes escuras.

(a) (b) (c)

Figura 4: Imagem original (a), imagem dilatada (b), e imagem erodida (c).

É fácil constatar que erosão e dilataç̃ao s̃ao operaç̃oes crescentes e duais, e que ambas não s̃ao nem idem-
potentes nem homotópicas. Observe, ainda, que para um elemento B de tamanhon, Bn, definido a partir den
iteraç̃oes de dilataç̃ao com um elemento estruturante de tamanho unitário,B1 (por exemplo, os elementos da Fig
1), ent̃ao a eros̃ao (dilataç̃ao) de um conjunto X com Bn pode ser decomposta em uma seqüência den eros̃oes
(dilataç̃oes) de X com B1. Assim:

δB1
◦ δB2

= δδB1
(B2) e (13)

εB1
◦ εB2

= εδB1
(B2) (14)
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4 Abertura e fechamento morfoĺogicos

As operaç̃oes deaberturae fechamentocom um elemento estruturante B, denotadas respectivamente porγB e
ϕB, s̃ao obtidas combinando-se erosão e dilataç̃ao da seguinte forma:

γB = δB ◦ εB, (15)

e

ϕB = εB ◦ δB, (16)

Abertura e fechamento morfológicos s̃ao operaç̃oes duais, crescentes e idempotentes. A aberturaé anti-
extensiva e o fechamento, extensivo.

Em termos visuais, a abertura regulariza os contornos e elimina pequenas ”ilhas”e ”cabos”estreitos de uma
imagem bińaria. O fechamento suprime pequenos ”lagos”e ”canais”estreitos (Fig. 5). Da mesma forma, para
imagens em ńıveis de cinza, a abertura elimina estruturas claras, enquanto o fechamentoatua sobre as estruturas
escuras. Tudo isto em função da forma e dimensão do elemento estruturante considerado. Observe, finalmente,
que estas operações ñao s̃ao homot́opicas.

(a) (b) (c)

Figura 5: Imagem bińaria (a), abertura (b), e fechamento de tamanho 5 (c).

5 Filtros morfol ógicos

Os filtros morfoĺogicos constituem alternativas interessantesà filtragem ñao-linear e s̃ao caracterizados por
uma transformaç̃aoψ crescentee idempotente[Ser94]. Assim:

∀(f, g) ∈ F × F , f ≤ g ⇒ ψ(f) ≤ ψ(g) (17)

∀f ∈ F , ψ(f) = ψ(ψ(f)) (18)

Neste sentido, a erosão e a dilataç̃ao, por ñao serem idempotentes, não constituem filtros morfológicos. Por sua
vez, a abertura e o fechamento são exemplos tı́picos de operadores de filtragem, cuja composição tamb́em define
filtros. Esta composiç̃ao pode ser considerada a partir de aberturas e fechamentos com elementos estruturantes de
tamanho varíavel o que conduz, entre outros,à definiç̃ao de filtros com comportamento simétrico em relaç̃ao às
estruturas claras e escuras da imagem [Ser88], [Che89]. A Fig. 6 ilustra uma filtragem por abertura.

5.1 Outros exemplos de operaç̃oes elementares

O conjunto das transformações morfoĺogicas pode ser obtido a partir da combinação dos operadores apresenta-
dos anteriormente. Como primeiro exemplo destas transformações, podemos citar o resı́duo da dilataç̃ao e eros̃ao
que define ogradiente morfoĺogicosimétrico (Fig. 7):

grad(f) = δB(f)− εB(f) (19)
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(a) (b)

Figura 6: Imagem original com ruı́do (a), e exemplo de filtragem por abertura (b).

Da mesma forma, os gradientes interno e externo são dados, respectivamente, por

grad−(f) = f − εB(f) (20)

grad+(f) = δB(f)− f (21)

(a) (b)

Figura 7: Imagem original (a), e o seu gradiente morfológico (b).

Outra transformaç̃ao importantée ochaṕeu mexicano claro(white top-hat) que detecta as estruturas claras da
imagem eliminadas por uma abertura de tamanhon (n iteraç̃oes com um elemento estruturante elementar).

CM+
n (f) = f − γn(f) (22)

O chaṕeu mexicano escuro(black top-hat), associadòas estruturas escuras da imagem,é dado por

CM−

n (f) = ϕn(f)− f (23)

A Fig. 8 ilustra estas transformações que s̃ao empregadas, entre outros, na definição do esqueleto morfológico
de uma imagem [Ser88].
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(a) (b) (c)

Figura 8: Imagem original (a), o chapéu mexicano claro (b), e o escuro (c).

∗ 0 ∗

1 1 1

∗ 1 ∗

∗ 0 0

1 1 ∗

∗ 1 ∗

Figura 9: Exemplo de elementos estruturantes homotópicos de afinamento.

6 A transformação Tudo ou Nada

A transformaç̃ao Tudo ou Nada (Hit or Miss) considera as duas fases (pontos ”1”e pontos ”0”) do elemento
estruturante B. SejamB1

x eB2
x estas fases com a mesma origem centrada emx ∈ X. A transformaç̃ao Tudo ou

Nada de X com B, X⊗ B, é dada por

X ⊗B = {x ∈ <2 : B1
x ⊂ X,B2

x ⊂ Xc} (24)

ou ainda

X ⊗B = εB1
x
(X)\δB2

x
(X) = εB1

x
(X) ∩ εB2

x
(Xc) (25)

6.1 Afinamento e espessamento homotópicos

O afinamento e o espessamento homotópicos s̃ao exemplos de aplicações obtidas a partir da transformação
do tipo Tudo ou Nada. O afinamento de uma imagem X com um elemento estruturanteB, X ◦ B, define uma
representaç̃ao homot́opica do esqueleto de X (Fig. 10), eé dado por

X ◦B = X\(X ⊗B) (26)

O afinamento elimina pontos da borda de X e deve ser aplicado iterativamente até a idempot̂encia, considerando-
se uma seq̈uência de elementos estruturantes que preservem a topologia da imagem. A Fig.9 apresenta exemplos
destes elementos que, juntamente com suas rotações de90o, devem ser utilizados alternadamente no afinamento
em uma malha retangular (o sı́mbolo∗ indica que o ponto pode assumir o valor ”0” ou ”1” na respectiva posição).

O espessamentóe a operaç̃ao dual do afinamento ée dado por

X �B = X ∪ (X ⊗B) (27)
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(a) (b)

Figura 10: Imagem original (a), e o resultado do afinamento com as máscaras da Fig. 9 (b).

O espessamento homotópico adiciona pontos̀as componentes da imagem sem que a sua topologia seja alter-
ada. É fácil verificar que os elementos estruturantes empregados aqui são o complemento daqueles utilizados na
operaç̃ao de afinamento e que, por dualidade, esta transformação define o esqueleto do fundo da imagem.

A abordagem anterior pode ser estendida a funções. Assim, sejaf uma imagem em nı́veis de cinza eB1
x,

B2
x os subconjuntos do elemento estruturante planar representando, respectivamente, as fases ”1”e ”0”de B. O

afinamento def por B,f ◦B, é dado por

(f ◦B) =

{

δB2
x
(f), seδB2

x
(f) < f ≤ εB1

x
(f),

f, caso contŕario
(28)

O afinamento nuḿerico define a zona de influência dosḿınimos regionaisde uma imagem, salientando os
picos das ”montanhas”que constituem o seu relevo. Esta operação pode ser associadaà transformaç̃ao que calcula
a linha divisora déaguas de uma função e que, como veremos posteriormente, constitui a base dos algoritmos
morfológicos de segmentação.

7 Operaç̃oes geod́esicas e reconstruç̃ao

Sejamx ey dois pontos quaisquer de um conjunto X. O arco geodésico de extremidadexy é definido como o
arco de menor distânciadX(x, y) entrex e y, contido em X [Mai84]. Caso este arco não exista, esta distânciaé
considerada infinita (Fig. 11). A funçãodX é denominada distância geod́esica.

y

z

+
x

Figura 11: Noç̃ao de dist̂ancia geod́esica.

Como discutido em [Mai84], as transformações morfoĺogicas b́asicas podem ser definidas no espaço métrico
(X, dX ). Por exemplo, se Y⊂ X, pontosx de X tal que BX (x, λ) intercepta Y constituem o conjuntoλ−dilatado
de Y em X. Este conjuntóe denotado por

δλX(Y ) = {x ∈ X : BX(x, λ) ∩ Y 6= ∅} (29)
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onde BX (x, λ) = {x ∈ X: dX (x, y) ≤ λ}
Na pŕatica, a dilataç̃ao geod́esica de tamanhon, no espaçoZ2, pode ser obtida a partir den iteraç̃oes da

dilataç̃ao geod́esica de tamanho 1 definida por

δ1X(Y ) = δB(Y ) ∩X, (30)

e assim:
δnX(Y ) = δ1X(δ1X(...δ1X(Y )))

︸ ︷︷ ︸

n vezes

(31)

O elemento estruturante B pode ser, por exemplo, aqueles indicados na Fig.1.
A eros̃ao geod́esica de Y em X́e dada por

ελX(Y ) = {x ∈ X : Bx(x, λ) ⊆ Y } (32)

As transformaç̃oes geod́esicas s̃ao empregadas na reconstrução de um conjunto conexo X marcado por outro
conjunto de refer̂encia Y, ñao vazio, denominadomarcador. O conjunto Xé a ḿascara representando a com-
ponente bińaria que pretendemos preservar. Uma dilatação geod́esica de Y em X, até a idempot̂encia, permite
a reconstruç̃ao total desta componente. Como exemplo, consideremos o problema de eliminação de part́ıculas
parcialmente inclúıdas numa imagem [Che89] (Fig. 12).

Se∂Σ representa o subconjunto de pontos pertencentesà fronteira de uma imagemΣ, ent̃ao o novo subcon-
junto X’, contendo componentes totalmente incluı́das em X,́e dado por

X ′ = X\δ∞X (∂Σ) (33)

δ∞(·) indica a execuç̃ao da dilataç̃ao at́e a idempot̂encia.

(a) (b) (c)

Figura 12: ImagemΣ contendo partı́culas parcialmente incluı́das (a); dilataç̃ao geod́esica de∂Σ em X (b); sub-
conjunto das partı́culas totalmente incluı́das emΣ (c).

A noção de reconstrução geod́esicaé muito importante para o processamento morfológico, e constitui a base
de ińumeras transformações mais complexas relacionadas, por exemplo, com separação de part́ıculas, definiç̃ao de
operadores conexos e funções de extinç̃ao morfoĺogicas [Vin93], [JC93], [Vac95].

No caso nuḿerico, a dilataç̃ao geod́esica de uma funçãog ”marcando”uma funç̃aof (g ≤ f ) é dada por (Fig.
13)

δ1f (g) = min(δ1(g), f) (34)

δnf (g) = δ1f (δ
1
f (...δ

1
f (g)))

︸ ︷︷ ︸

n vezes

(35)

A realizaç̃ao desta funç̃ao at́e a idempot̂encia define areconstruç̃ao geod́esicadef por g. A eros̃ao de uma
função g ≥ f , εnf (g), é definida de maneira dual. Observe na Fig. 13(a) que apenas os domos da funç̃ao f ,
marcados pela função g, s̃ao parcialmente reconstruı́dos. O mesmo acontece com os vales no caso da operação
dual (Fig. 13(b)). Observe, ainda, que quando os valores da func¸ão marcadorag coincidem com os ḿaximos
regionais def , a dilataç̃ao geod́esica conduz a uma reconstrução total da ḿascaraf .

A seç̃ao seguinte apresenta uma aplicação interessante das operações geod́esicas relacionada com os algoritmos
morfológicos de segmentação.
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f
g

f

(a)
g
f

g
f

(b)

Figura 13: Exemplo de reconstrução geod́esica (a), e reconstrução dual (b).

8 Esqueleto por zona de inflûencia

Seja Y uma imagem bińaria composta de várias componentes conexasY1, Y2, · · ·,Yk. Seja X uma outra
imagem bińaria tal queY ⊂ X. A zona de inflûencia geod́esica,izX(Yi), de um conjunto conexoYi é o conjunto
de pontosp deX cuja dist̂ancia geod́esica, em relaç̃ao aYi, é menor que a distância geod́esica de qualquer outra
componente de Y:

izX(Yi) = {p ∈ X : ∀j ∈ [1, k], i 6= j, dX(p, Yi) < dX(p, Yj)} (36)

Os pontos de X que não pertencem̀a nenhuma zona de influência constituem oesqueleto por zona de influência
- SKIZde Y em X (Fig. 14), ou seja,

SKIZX(Y ) = X\IZX(Y ) (37)

IZX(Y ) =
⋃

i∈[1,k]

izX(Yi) (38)

Y2

Y3

Y1

IZX

SKIZX (Y)

(Y3)

Figura 14: Esqueleto por zona de influência de Y em X.
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9 Segmentaç̃ao morfológica

A principal ferramenta de segmentação morfoĺogicaé baseada na transformação que define a linha divisora
de águas - LDA ouwatershed de uma funç̃ao [Mey93], [Soi91]. Intuitivamente, esta LDA pode ser obtida
da seguinte forma. Considere uma imagem em nı́veis de cinza representada por uma superfı́cie topogŕafica em
que os ńıveis indicam a altitude do ponto no relevo. Suponha, agora, que os mı́nimos em cada uma das bacias
(mı́nimos regionais) que constituem a superfı́cie sejam perfurados, e que a imergimos em um lago com velocidade
vertical constante. Áagua que penetra regularmente pelos orifı́cios preenche a superfı́cie topogŕafica e, durante
o preenchimento, dois ou mais fluxos vindos de mı́nimos diferentes podem se unir. Os diques construı́dos na
superf́ıcie para evitar que tal junção deáguas ocorra constituem a LDA da imagem.

Existem algoritmos eficientes que calculam a função LDA a partir da simulaç̃ao deste processo de preenchi-
mento de bacias [Mey93], [Soi91]. Um algoritmo iterativo baseado na definição do SKIZ considera os seguintes
passos (ver [Vin93] para uma implementação eficiente do ḿetodo). Seja o conjuntoXi obtido por limiarizaç̃oes
sucessivas de uma imagemf com N ńıveis de cinza:

Xi = {x ∈ Z2, f(x) ≤ i} i = 1, · · · , N (39)

Se o conjuntoSKIZX(Y ) indica, como anteriormente, o esqueleto por zona de influência de Y em X (seç̃ao
8), ent̃ao o conjunto Z, representando a LDA def , pode ser dado iterativamente por

Zj = SKIZXj
(Xj−1\Zj−1) j = 1, · · · , N

Z =
⋃

j

Zj
(40)

O algoritmo de LDA define a zona de influência de todos os ḿınimos regionais de uma imagem e, neste
sentido, a sua aplicação resulta em uma super-segmentação da mesma. A Fig. 16(c) apresenta a imagem de LDA
do gradiente, Fig. 16(b), calculado sobre a imagem de grãos de feij̃ao na Fig. 16(a). Cada região da Fig. 16(c),
delimitada por uma LDA, correspondeà zona de inflûencia do ḿınimo mais profundo nesta região.

De modo geral, o modelo de segmentação utilizando o algoritmo de LDÁe constitúıdo de duas etapas princi-
pais: uma ”inteligente”que consiste da obtenção de marcadores associadosàs regĩoes que pretendemos segmentar,
e a outra, autoḿatica, representada pelo cálculo da LDA sobre uma imagemf que considera a informação destes
marcadores. Esta imagem pode ser o chapéu mexicano, a própria imagem original ou o seu gradiente, por exemplo.
O objetivo da primeira etapa, especı́ficaà aplicaç̃ao,é eliminar ḿınimos ñao significativos da imagem diminuindo,
assim, o efeito da super-segmentação. A segunda etapa define uma imagem de ”relevo”adequadoà segmentaç̃ao
das regĩoes. O gradiente, por exemplo, que atribui valores elevados aos pontosde contorno das regiões e ḿınimos
no seu interior pode ser empregado na segmentação da Fig. 16(a).

De posse destas imagens, o próximo passo consiste em impor mı́nimos na imagem gradiente, na posição
indicada pelos marcadores obtidos na primeira etapa. Esta imposição especifica as regiões da imagem a serem
perfuradas no processo de inundação. As bacias que não forem marcadas não definir̃ao zonas de inflûencia e,
conseq̈uentemente, ñao constituir̃ao LDA.

Para a imposiç̃ao dos ḿınimos, precisamos considerar uma imagemg definida da seguinte forma:

g(x) =

{

+∞ se x 6∈M

0 se x ∈M
(41)

ondeM representa o conjunto dos marcadores. Para o cálculo da LDA das regiões marcadas porM , efetuamos
inicialmente uma reconstrução geod́esica dual (sec̃ao 7) deg emmin(f, g): ε∞min(f,g) (g). A Fig. 15 ilustra es-
tas operaç̃oes. Finalmente, o algoritmo de LDA pode ser aplicado nesta imagem reconstruı́da, originando uma
segmentaç̃ao mais adequada. Um algoritmo eficiente de segmentação por LDA considerando marcadoresé apre-
sentado em [Mey93].

A Fig. 16 apresenta uma aplicação simples deste ḿetodo. Os marcadores conexosM (Fig. 16(d)), associados
a cada um dos grãos, foram obtidos facilmente por limiarização da imagem original [Kak82]. Por exemplo, todos
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g

f
(g)

min(f,g)
ε

min(f,g)

ω

(a) (b)

Figura 15: Imposiç̃ao de ḿınimos (a), e reconstrução dual (b).

os pixels com ńıvel de cinza abaixo de um determinado valor (30, neste caso) fazem parte do conjuntoM . A este
conjunto, precisamos acrescentar um marcador para o fundo da imagem gradiente (por qûe?). Observe a separação
dos gr̃aos que se tocam no resultado da segmentação (Fig. 16(e)).
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(a) (b)

(c) (d)

(e)

Figura 16: Imagem de grãos (a), imagem gradiente (b), e sua LDA (c). Marcadores obtidos por limiarizaç̃ao (d), e
segmentaç̃ao por LDA (e).
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