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© Arvore bindria completa
@ Percursos em arvores binarias

© Representacio e reconstrugdo de arvores
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Arvore completa

e Definicdo: Dizemos que uma arvore bindria de altura h é
completa se ela contém 2" — 1 nés (ndmero maximo possivel como

visto anteriormente).
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Representacao sequencial de uma arvore completa

— Podemos associar a cada né x da arvore completa um indice
f(x) tal que:
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Representacao sequencial de uma arvore completa

— Podemos associar a cada né x da arvore completa um indice
f(x) tal que:

@ Se x € a raiz, entdo f(x) = 0.
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Representacao sequencial de uma arvore completa

— Podemos associar a cada né x da arvore completa um indice
f(x) tal que:

@ Se x € a raiz, entdo f(x) = 0.

O Se x. e xy sdo, respectivamente, os filhos esquerdo e direito
de x, entdo f(xe) = 2f(x) + 1 e f(xq) = 2f(x) + 2.
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Representacao sequencial de uma arvore completa

— Podemos associar a cada né x da arvore completa um indice
f(x) tal que:

@ Se x € a raiz, entdo f(x) = 0.

O Se x. e xy sdo, respectivamente, os filhos esquerdo e direito
de x, entdo f(xe) = 2f(x) + 1 e f(xq) = 2f(x) + 2.

f(X)—lJ )

© Se x ndo é raiz e x, € o pai de x, entdo f(xp) = | =
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Representacao sequencial de uma arvore completa

— Podemos associar a cada né x da arvore completa um indice
f(x) tal que:

@ Se x € a raiz, entdo f(x) = 0.

O Se x. e xy sdo, respectivamente, os filhos esquerdo e direito
de x, entdo f(xe) = 2f(x) + 1 e f(xq) = 2f(x) + 2.

© Se x ndo € raiz e x, é o pai de x, entdo f(xp) = Lf(xg_lj.




Representacao sequencial de uma arvore completa

e Assim, pode-se representar a drvore completa como um vetor de

7

nos:
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Representacao sequencial de uma arvore completa

e Assim, pode-se representar a drvore completa como um vetor de

7

nos:

— Vantagens: elimina apontadores — economia de espa¢o no
armazenamento da arvore.

°(a)
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e A representacdo anterior pode ser estendida a drvores
quase completas em que falta um certo niimero de nds no final da
ordem indicada pelo indice f(x).
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Percursos em arvores binarias

e Visita sistematica das informacdes contidas em todos os nés da
arvore tal que cada né recebe uma ou mais visitas.
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Percursos em arvores binarias

e Visita sistematica das informacdes contidas em todos os nés da
arvore tal que cada né recebe uma ou mais visitas.

— Percurso em profundidade: segue a definicdo recursiva da arvore:
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Percursos em arvores binarias

e Visita sistematica das informacdes contidas em todos os nés da
arvore tal que cada né recebe uma ou mais visitas.

— Percurso em profundidade: segue a definicdo recursiva da arvore:
© pré-ordem:
e visita a raiz
e percorre a subarvore esquerda em pré-ordem
e percorre a subdarvore direita em pré-ordem
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Percursos em arvores binarias

e Visita sistematica das informacdes contidas em todos os nés da
arvore tal que cada né recebe uma ou mais visitas.

— Percurso em profundidade: segue a definicdo recursiva da arvore:
© pré-ordem:
e visita a raiz
e percorre a subarvore esquerda em pré-ordem
e percorre a subdarvore direita em pré-ordem

@ pods-ordem:
e percorre a subarvore esquerda em pds-ordem
e percorre a subarvore direita em pds-ordem
e visita a raiz
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Percursos em arvores binarias

e Visita sistematica das informacdes contidas em todos os nés da
arvore tal que cada né recebe uma ou mais visitas.

— Percurso em profundidade: segue a definicdo recursiva da arvore:
© pré-ordem:
e visita a raiz
e percorre a subarvore esquerda em pré-ordem
e percorre a subdarvore direita em pré-ordem

@ pods-ordem:
e percorre a subarvore esquerda em pds-ordem
e percorre a subarvore direita em pds-ordem
e visita a raiz

© inordem (ordem simétrica):
e percorre a subarvore esquerda em inordem
e visita a raiz
e percorre a subarvore direita em inordem
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e Exemplo:

(8)
<
©

pré-ordem: ABDEFCGHI
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e Exemplo:

(8)
\
©

pés-ordem: DFEBHIGCA
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e Exemplo:

(8)
\
©

inordem: DBFEACHG
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e Os percursos anteriores podem ser diretamente traduzidos em
funcoes recursivas:

/* recebe uma arvore binaria p e imprime o
conteudo de seus nos em pre-ordem */

void PreOrdem (ArvBin *p) {
if (p != NULL) {
printf (’’%d’’\n’’, p->info) ;
PreOrdem (p->esq) ;
PreOrdem (p->dir) ;
}
}
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/* recebe uma arvore binaria p e imprime o
conteudo de seus nos em pos-ordem */

void PosOrdem (ArvBin *p) {
if (p !'= NULL) {
PosOrdem (p->esq) ;
PosOrdem (p->dir) ;
printf (°’%d’’\n’’, p->info) ;
}
}
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/* recebe uma arvore binaria p e imprime o
conteudo de seus nos em inordem */

void InOrdem (ArvBin *p) {
if (p !'= NULL) {
InOrdem (p->esq) ;
printf (°’%d’’\n’’, p->info) ;
InOrdem (p->dir) ;
}
}
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Aplicacao

e Representacdo de expressoes aritméticas:

Uma arvore binaria pode ser utilizada na representacdo de
expressoes aritméticas da seguinte forma: um né da arvore,
associado a um operador, tem duas subarvores, uma para cada
operando, e cada folha representa um operando.
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Aplicagao
e Representacdo de expressoes aritméticas:

Uma arvore binaria pode ser utilizada na representacdo de
expressoes aritméticas da seguinte forma: um né da arvore,
associado a um operador, tem duas subarvores, uma para cada
operando, e cada folha representa um operando.
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e Avaliacdo da arvore em inordem:
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e Avaliacdo da arvore em inordem:

()
ONNNG

/ O
®)

inordem: A / B ~ C * D + E --> representagdo infixa
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e Avaliacdo da arvore em pré-ordem:

pré-ordem: + *x / A~ B CDE --> representagdo prefixa
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e Avaliacdo da arvore em pds-ordem:

pés-ordem: A BC -~ /D x E + --> representacgdo posfixa
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e Exemplo 2:

Expressédo. (A+B)*C

pré-ordem: * + A B C
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e Exemplo 2:

Expressédo. (A+B)*C

pés-ordem: A B + C *
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e Exemplo 2:

Expressédo: (A+B)*C

+) @
@/

inordem: A + B * C I
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e Percurso em largura:

@ Os nds sdo visitados em ordem de seus niveis, isto é, nivel 1,
depois nivel 2, e assim por diante.



e Percurso em largura:

@ Os nds sdo visitados em ordem de seus niveis, isto é, nivel 1,
depois nivel 2, e assim por diante.

@ Dentro de cada nivel a ordem é da esquerda para a direita.



e Percurso em largura:

@ Os nds sdo visitados em ordem de seus niveis, isto é, nivel 1,
depois nivel 2, e assim por diante.

@ Dentro de cada nivel a ordem é da esquerda para a direita.

© Para implementar, podemos utilizar uma fila que lembra, em
certa ordem, os nés que ainda nao foram processados.
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/* Percorre uma irvore bindria em largura */
void PercEmLargura (ArvBin *p) {
Fila f

NoArvBin *q ;
if (p !'= NULL) {
InicializaFila (f)
InsereFila (f, p) ;
do {
retira (f, q) ;
printf (°’%d\n’’, gq->info) ; /* visita o no */
if (gq->esq != NULL) InsereFila(f, gq->esq) ;
if (gq->dir !'= NULL) ImsereFila(f, g->dir) ;
} while (!FilaVazia(f))

I

3

}
}

MC202



/* Percorre uma irvore bindria em largura */
void PercEmLargura (ArvBin *p) {
Fila f

NoArvBin *q ;
if (p !'= NULL) {
InicializaFila (f)
InsereFila (f, p) ;
do {
retira (f, q) ;
printf (°’%d\n’’, gq->info) ; /* visita o no */
if (gq->esq != NULL) InsereFila(f, gq->esq) ;
if (gq->dir !'= NULL) ImsereFila(f, g->dir) ;
} while (!FilaVazia(f))

I

3

}
}

— O tempo de execucdo é proporcional ao niimero de nés n —

O(n).
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e Implementac3o eficiente de percursos:

@ Os algoritmos de percurso apresentados s3o eficientes pois o
tempo de execucdo é proporcional ao niimero de nés da
arvore.
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e Implementac3o eficiente de percursos:

@ Os algoritmos de percurso apresentados s3o eficientes pois o
tempo de execucdo é proporcional ao niimero de nés da
arvore.

@ Podemos melhorar este tempo eliminando a recurs3o,
substituindo-a por uma pilha explicita.
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e Implementac3o eficiente de percursos:

@ Os algoritmos de percurso apresentados s3o eficientes pois o
tempo de execucdo é proporcional ao niimero de nés da
arvore.

@ Podemos melhorar este tempo eliminando a recurs3o,
substituindo-a por uma pilha explicita.

© A pilha é utilizada para “lembrar” os pontos nos quais a

funcdo desce a esquerda ou a direita na arvore, para poder
o caminho de volta.
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e Percurso em pré-ordem iterativo:

typedef enum{false, true} boolean

void PreOrdemI( ArvBin *p) {
Pilha s; boolean fim;
InicializaPilha(s); fim = false;

do {
if(p !'= NULL) {
printf(°’%d\n’’, p->info) ; /* visita o no */
if (p—>dir !'= NULL) Empilha(s, p->dir) ;
p = p->esq ;
}

else if(PilhaVazia(s)) fim = true ;
else Desempilha(s, &p) ;
} while (!fim) ;
} /*PreOrdemI */
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e Percurso em pds-ordem iterativo:

void PosOrdemI (ArvBin *p) {
Pilha s; boolean sobe; int m; InicializaPilha(s) ;
do {
while(p != NULL) {
Empilha(s, p, 1); p = p—>esq ;
}
sobe = true ;
while(sobe && !'PilhaVazia(s)) {
Desempilha(s, &p, &m) ;
switch(m) {
case 1: Empilha(s, p, 2); p = p—>dir;
sobe = false; break;
case 2: printf(’’%d\n’’, p->info); /* visita o no */
}
}
} while(!PilhaVazia(s)) ;
} /* PosOrdemI */
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e Percurso em inordem iterativo:

void InOrdemI (ArvBin *p) {
boolean fim; Pilha s; InicializaPilha(s); fim = false;
do {
while(p '= NULL) {
Empilha(s, p) ;
p = p->esq ;
}
if ('PilhaVazia(s)) {
Desempilha(s, &p) ;
printf(°’%d\n’’, p->info); /* visita o no */
p = p—>dir ;
}
else
fim = true ;
} while(!fim) ;
} /* InOrdemI */
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Representacao e reconstrucao de arvores

— A 4rvore percorrida em pré-ordem e que produz a sequéncia AB
é dada por:

y (a)
» ®
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Representacao e reconstrucao de arvores

— A arvore percorrida em pds-ordem e que produz a sequéncia AB
é dada por:

(B)
® » ®
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Representacao e reconstrucao de arvores

— A arvore percorrida em inordem e que produz a sequéncia AB é
dada por:

(a)

®/ ” (®
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Representacao e reconstrucao de arvores

— A arvore percorrida em inordem e que produz a sequéncia AB é
dada por:

A °“ (B)
e Conclusdo: Dada apenas uma ordem de percurso, n3o se

consegue determinar qual a drvore dnica resultante de uma
determinada sequéncia de nds.
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e Alternativa 1: fornecer um percurso mais alguma informacgao
adicional.



e Alternativa 1: fornecer um percurso mais alguma informacgao
adicional.

A A
®

AIOBOO AOIBOO
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e A sequéncia A11Bi11GooEgoCioFoo em pré-ordem se torna:
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e A sequéncia A11Bi11GooEgoCioFoo em pré-ordem se torna:

— Exercicio: Construir a arvore referente a sequéncia em
pré-ordem: A11B11 Doo E10 Goo C10Fo1 Hoo
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e Alternativa 2: Representacdo parentética:

— Caso inordem: Cada né é descrito por um abre-paréntese, a
descricdo da sua subdrvore esquerda, o rétulo do néd, a descricdo da
subdrvore direita, e por um fecha-paréntese.

(8) ()
@/ ®/

(CCOGMBIOEONACOFOICO))
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e Alternativa 2: Representacdo parentética:

— Caso pré-ordem: Cada né é descrito por um abre-paréntese, o
rétulo do nd, a descricao da sua subarvore esquerda, a descricao da
subarvore direita, e por um fecha-paréntese.

(B (©)
@/ ®/

(A(B(GOMCEOONCFOO)NO))
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e Alternativa 2: Representacdo parentética:

— Caso pré-ordem: Cada né é descrito por um abre-paréntese, o
rétulo do nd, a descricao da sua subarvore esquerda, a descricao da
subarvore direita, e por um fecha-paréntese.

(B (©)
@/ ®/

(A(B(GOMCEOONCFOO)NO))

—Exercicio: Definir o caso pds-ordem.
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e Alternativa 3: Reconstruir a drvore bindria a partir da informacao
de duas ordens de percurso fornecidas.

Exemplo 1:

(%)

pré-ordem: AB o~ /

inordem: BA

pré-ordem: AB

inordem: AB
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Exemplo 2:

pés-ordem: B A
inordem: BA

pos-ordem: BA
inordem: AB

[ e——
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Exemplo 3:

pré-ordem: AB
pés-ordem: B A

(®
/ o
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Exemplo 3:

pré-ordem: AB  ——r
pés-ordem: B A ou E

— Conclusdo: Nao é possivel distinguir entre configuracdes de
arvores binarias dados os percursos em pré-ordem e pdés-ordem.
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e Exemplo:
pré-ordem: ABDEC = e @
inordem: DBEAC /
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e Exemplo:

pré-ordem: ABDEFCGHI
inordem: DBFEACHGI

(8]
— /\

©

&
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e Exercicio:

— Baseado numa arvore binaria, elabore um algoritmo que detecte
todas as repeti¢cdes ocorridas numa lista de nimeros fornecidos

sequencialmente.
Exemplo de lista: 14, 15, 4, 9, 7, 18, 3, 5, 16, 4, 20, 17, 9, 14, 5
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e Exercicio:

— Baseado numa arvore binaria, elabore um algoritmo que detecte
todas as repeti¢cdes ocorridas numa lista de nimeros fornecidos
sequencialmente.

Exemplo de lista: 14, 15, 4, 9, 7, 18, 3, 5, 16, 4, 20, 17, 9, 14, 5

— Qual a diferenca entre se usar uma arvore bindria ou uma lista
ligada, por exemplo?
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e Exercicio:

Escreva uma funcdo que receba uma &rvore bindria n3o vazia e
devolva o endereco do primeiro né da arvore percorrida em ordem
simétrica (inordem). Escreva outra fungdo que devolva o tltimo né
da 4arvore.
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