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Prefacio

Este textce o resultado da tentativa de reunir o material preparado pelos autoaesedos @rios anos em

que €m ministrado as disciplinas sobre estruturas de dados, na UNICAMP areém gutras institufies.

Os cajitulos e seges que comem o texto eSio em estgios distintos de elaborag. Alguns &€m apenas

seus itulos enunciados, outros astbastante completos. Os autores esperam que, com o tempo, o0 texto
possa evoluir para um livro completo.

A preocupago principal do text@ com as estruturas de dados fundamentais e os algoritmos para a sua
manipula@o, incluindo noges kasicas de efi@éincia. Os exemplos procuram utilizar o conceito de tipos
abstratos de dados, sempre que apit. Entretanto, a metodologia de progra@@c¢io € um assunto
aprofundado neste text@ pjue trata-se de progrand@cempequena escal§rogramming-in-the-small
Apenas aitulo de completude esfprevisto um cdpulo final sobre programag orientada a objetos.

Os autores decidiram utilizar nos exemplos a linguaga®scRL, apesar da dissemirig atual da
linguagem C e dos seus descendentes. A principdlorazdidatica. Infelizmente, &rios conceitos de
programago que 8o razoavelmente simples e claros ens AL, sA0 mais obscuros ou inexistentes em C.
Entre eles, podemos citar o conceito geral de tipos e 0s mecanismos dgepadsgpametros. o temos
davida que qualquer aluno de Compltagque domine estes conceitos numa linguagem, possa aprender
facilmente qualquer outra linguagem de prograaoac

Durante os @rios anos em que foi acumulado este material, muitos colegas e alunosut@artribom
observages e sugeses, e Ao seria podsel agradecer explicitamente a todos eles. Os autores gostariam
de destacar, entretanto, as contribeis do saudosBlaudinho— Claudio Sergio Da Bs de Carvalho — cuja
morte prematura interrompeu o projeto de coautoria, numa primeira tentativgatezar um texto como
este.

Claudio L. Lucchesi e Tomasz Kowaltowski

Campinas, SP, Marco de 1997
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Capitulo 1

Introduc ao

O objetivo deste Cdpulo & introduzir ou rever alguns conceitos queasefundamentais para o resto do
texto. Esho, entre eles, n@es elementares de efiaicia de algoritmos, implementagde tipos primitivos
na mendria do computador, damica de execi@p de programas e tipos abstratos de dados.

1.1 Analise de algoritmos

Um dos aspectos mais importantes do desenvolvimento de algofmaascolha correta da estrutura de
dados a ser utilizada para representar os objetos a serem manipuladeands o seguinte exemplo de
problema: achar &-ésimo elemento de uma d&mcia. Conforme a escolha da estrutuéadbas maneiras
6bvias de resolver o problema:

p:=a i:=1;

while ik do
begin
p := pT.prox;
i=i+1
end;

X := pT.info

X:= a[ K

O primeiro trecho o faz em tempo constante; no segundan@eno de operdgsé proporcional ao valor de
K.
Este tipo deanalise de efi@nciade programas pode ser realizado deias maneiras. Consideremos os

exemplos:

X:=a+b for i:=1tondo for i:=1tondo

X:=a+b for j;=1ton
X:=a+b
(a) (b) (c)
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Realizaremos dois tipos de &@ise para os &s exemplos. Na primeira, contaremos apenaémeno de
atribuigdes expicitas executadas; na segunda, mais detalhada, contaremos as@dspais operdes
aritméticas e as compardgs. Adotaremos uma lipese simplificadora, supondo que cada uma destas
opera@es consome uma unidade de tempo. Supondo as impleriestagdiio de comandos ennBCAL

en > 0, obtefamos erfio os seguintes resultados:

| | a [ b | c |
aralise simples 1 n n?
ardlise detalhada 2 5n+2 | 5n% +5n 42

(Lembre gque o comandor inclui o comando de incremento dequivalente ao comando= i+1 incluido
nesta contagem.)

Para valores crescentesmepredominam os termos de ordem mais alta, assim que podemos adotar 0s
resultado$n e 5n? para as duasltimas entradas da tabela. Uma vez gée foram fixados os valores da
unidade de tempo, podemos concluir que os resultados da t@loelpasa valores suficientemente grandes
den, aproximadamente proporcionais aos tempos de e@eciNeste caso, os resultados2, n e 5n, bem
comon? e 5n? + 5n + 2 sAo na realidade iguais, pois diferem apenas na constante de propbidzida.

Este fatoé indicado atraés de uma not&p conveniente de acordo com a seguinte dé&fmic

Dizemos que(n) = O(f(n)) se existirem constanteg en tais queg(n) < ¢y f(n) para todo
n > ng.

Esta defini@o traduz a idia de que a furéipg, a partir de uma constantg, € menor do qué multiplicada
por uma constante de proporcionalidagePor exemplo:

c = 0O(1) para qualquer constante
2 = 0(1)
Sn+2 = O(n)
5n? +5n+2 = O(n?)
nk = O(n*t), k>0

(A Gltima igualdade ilustra o fato de que, pela defioica fun@og pode ter crescimento muito mais lento
do quef.)

Devido a estas considel@gs, as nossasalises tende&ro, em geral, a ser apenas aproximadas, indicando
0 comportamento em termos da f@oeg). Deve-se tomar cuidado, entretanto, quanescolha correta das
opera@es a serem contadas.

A titulo de exemplo faremos umad&ise de um procedimento mais completo indicado no Prog. 1.1. O
procedimentdrdenaé um exemplo de algoritmo de ordefagpor selego; este assunto secoberto de
maneira mais profunda no Cap. 13.

Numa aralise mais superficial, contaremos apenas os comandos de @iilexigicitos. Nao € dificil
perceber que a repedig controlada pela vaxvelk &€ executada —i vezes, para cada valor deDentro desta
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Programa 1.1Procediment®rdena

type vetor= array[ 1..nMax ;

procedure Ordengvar v: vetor, n: integen);
var ikt: integer

begin

for i:=1 to n—1 do
begin
j=1
for k:=j+1 to n do

if V[ K] <V[]] thenj:=k;

t=v[i]; V] ==V ]]; V[]] :=t
end

end;

repeti@o, no pior casoé executado sempre um comando de atrimicAssim, o imero de atribuiges
numa execuio do corpo da repefi@ mais externa controlada pela @aeli pode ser avaliado em— i + 4,
para os valores=1,2,...,n — 1. O total sead dado er#o pela somatia:

nl n? Tn

iy ="y
;(n i+4) 2+2

ou seja, 0 imero de atribuigesé da ordem d&(n?)(veja tamiém o Exertcio 4).

A tabela seguinte indica a imparicia deste tipo de afise. Deve-se notar que algoritmos géent
comportamento exponencial, igpO(2™), sao initeis sob o ponto de vistagtico.

n log, n nlogon  n? n? n

1 0 0 1 1 2

2 1 2 4 8 4

4 2 8 16 64 16

8 3 24 64 512 256

16 4 64 256 4096 65536

32 5 160 1024 32768 4.294.967.296

1.2 Tipos primitivos de dados

Explicar: bits, bytes notag@o hexadecimal, caracteres, inteiros, reais, booleanos, etc.
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1.3 Execu@o de programas

Nesta sego apresentaremos alguns exemplogyeutda pilha de execid@p de programas. Nestes exemplos
supusemos que um inteiro ocupa doyses um caractere urbytee um endereco de vasel ou um apon-
tador, quatrdytes Na realidade, em todos eles foram omitidos alguns pormenoresaguamrelevantes
para esta discugs.

Programa 1.2Exemplo de programa

program Exemplol

var
i:integer c:char, v:array[ 1..5] of char;

procedure g(x: integer. var y: integer);
begin

y:=X

end;

proceduref (var z integen);
var y: integer. b: char,

begin

y:=17;9(y,2)

end;

begin
f(i)

end.

Figura 1.1 Registros de ativap para o Prog. 1.2

i/ C Y V4 y b X y
17] |17
| L] L[]
registro de ativagao registro de ativagao registro de ativacao
do programa de f de g

Neste primeiro exemplo, representamos os registros de abvag da pilha durante a exeéocdo



1.3. EXECUGAO DE PROGRAMAS

procedimenta.

Programa 1.3Exemplo de programa com alo@a;de meraria dirhmica

program Exemplo2

type
Cadeia= array[ 1..5] of char, ApCadeia= TCadeig
Reg= record nome Cadeia idade integerend;
ApReg= TReg

var apc ApCadeia apr: ApReg api: Tinteger:

procedure Aloca(var c: ApCadeiavar r: ApReg;
begin

new(api); apil := 10; newc); newr);

end;

begin

Alocaapcapr); disposéapc);
disposéapr); disposéapi)
end.

Figura 1.2 Registros de ativé@p eheappara o Prog. 1.3

%\pc / apr api C r

\

10

Neste exemplo, a pilha indica o estado dasaagis no fim da exec@ap do procedimetéloca
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Programa 1.4Exemplo de programa recursivo

program Exemplo3
var m: integer;

function fat(n: integer): integer;

begin
if n=0
then fat:=1
else fat:= n«fat(n—1)
end;
begin
m:= fat(4)
end;

Figura 1.3 Registros de ativé@p para o Prog. 1.4

m fat n fat n fat n fat n fat n

4 3 2 1 0

Neste caso, edtindicado o instante em qué lo mimero naximo de registros de ativag na pilha
(n = 0); fatindica uma pseudo-vavel para guardar o resultado da faag

1.4 Tipos abstratos de dados

Usar um exemplo para explicaréimero complexos?

1.5 Exerdcios

1. Analise de algoritmos envolve, com fi@ncia, o @lculo de somdirias de éries. Prove por ind@p
0s seguintes resultados:

n
o Zizn(n—i—l)/Z, n>1
i=1
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iZ=nn+1)2n+1)/6, n>1

I

@
Il
—

o= (2" - 1) /(x—1), z#1, n>1

-

@
Il
o

2. Justifique os resultados obtidos para aliae detalhada dos&s exemplos de trechos de programa na
Seg@o 1.1 (jag. 2).

3. Determine quantas vezésexecutado o comando de atritaog: := = + 1 no trecho de programa
abaixo, em fungo den:

for i:=1to n do
for j:=1 to i do
for k:=1 to j do
X:=X+1

4. Faca uma alise mais detalhada da e@aicia do procedimentOrdenaapresentado no Prog. 1.1.
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Capitulo 2

Estruturas Seqlienciais

Este Cafptulo sea dedicad@ implementago sedjencial de estruturas, ou seja@uela em que componentes
ocupam posiges consecutivas de ménm, possibilitando oaculo direto dos seus enderecos.

2.1 Representago linearizada

Consideremos a decla@g'a: array|[ 1..10] of integef. Supondo que cada inteiro ocupa dojges obm-
se a seguinte represerdaga meraria:
a

I A

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Se denotarmos paer 0 endereco do primeiraytedo vetor,é claro que o endereco dé@simo elemento pode
ser obtido por:

endefa[ i] ) = a+2(i — 1)
No caso geral de declai@g b: array|[ p..u] of T’ vale a formula
endefb[i] ) = o+ |T|(i — p)
onde|T’| denota o tamanho do objeto do tibembytes Esta brmula pode ser reescrita como
ende(b[i] ) =B+ [T

ondes = a — |T'|p tem um valor constante, uma vez tenha sido alocado o espacgo para b.vBtesta
maneira, percebe-se que @laulo do endereco de um elemento do vetor envolve uma multiglicagma
soma.

O caso de vetores multidimensionais (ou matrisesgmelhante. Em particular em3ZAL, bem como
algumas outras linguagens, a declaag: array[ pl..ul, p2..u2] of T’ & equivalente &c: array[ pl..u1]
of array[ p2..u2] of T'. Desta maneira, utilizando o mesmo ragigo acima, chega-s&formula

endefc[ i1,i2] ) = a+ |T|(u2 — p2 + 1)(il — pl) + |T|(i2 — p2)

9
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gue tamém pode ser reescrita como
endefc[ i1,i2] ) = B + t1il + t9i2

com

B = a—|T|((u2—-p2+1)pl +p2)
t1 = |T|(u2—-p2+1)
t2 = [T

Conclui-se, desta maneira, queaaulo do endereco envolve, neste caso, duas multifiesae duas somas.
Férmulas semelhantes podem ser desenvolvidas para os casos dédsmeamres — veja 0 Exéow 2.

2.2 Formas especiais

Existem aplicaGes em que aparecem matrizes g&im formas especiais. Um exempl@osas matrizes
triangulares, inferiores ou superiores. Dizemos que uma ng@tiangular inferior se elé quadrada e
todos os seus elementos acima da diagonal princimahalos, como no exemplo seguinte:

-0 0 0 0 0 O
8 20 0 0 0 O

o 5 7 0 0 O
2 -3 1 0 0 O
5 10 8 —4 10 O
10 8 -3 1 9 25

Uma maneira natural seria representar estas matrizes como exibido acimtydommos elementos,
utilizando, neste caso, a decla@aca: array[ 1..6, 1..6] of integer. Esta represent@p acarreta, entretanto,
um desperitio de(n—1)n/2 elementos, ondeé a ordem da matriz. &m disto, algoritmos que manipulam
este tipo de matriz t&o que processar tamim os elementos nulos.

Uma alternativa linearizar a matria e represeidt-la por meio de um vetoa, den(n+1)/2 elementos
nao necessariamente nulos. No caso do exenfid24 elementos:ra: array[ 1..21] of integef. Sera
estabelecida edb uma correspoiiétcia entre os elementos da matie da sua representat linearizada
ra, que pode ser tanto por linha como por coluna. No caso de represepiaclinha, teremos:

al 1,11 a[2,1] a[2,2] ... a[6,1] ... a[6,6]
) ) ) ) !
ral 1] ral 2] ra[3] ... ra[16] ... ra[21]

O calculo dosindices correspondentésastante simples. Os trechos de programa abaixo comparam o
uso das duas implementas:
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var
a array|[ 1..6,1..6] of integer:
si,j: integer

begin
al 4,3] :=75;
s:=a[i,]

end

var
ra: array [ 1..21] of integer,
si,j: integer

function IndiceTriangulafi,j: integer: integer;
begin
if i<]

then IndiceTriangular:= 0

else IndiceTriangular:= (i—1)xi div 2 + |
end;

begin

ra[ IndiceTriand4,3)] := 75;

if i>]
then s:=ra[ IndiceTriangula(i,j)]
else s:=0
end

O teste ddndices antes de chamar a féngpode ser evitado, conforme mostra o Edaoc3 no fim deste

cagtulo.

Existem outros casos especiais de matrizes que podem ser tratados dta aral@ga, como matrizes
simétricas, diagonais e de banda (veja os Ex#&re 6 a 8). Veremos taréin, na Seo 3.5, uma maneira
bem diferente de implementar matrizes quando a grande maioria dos seustes@mara, sem que haja
uma regra que indique quaigsesses elementos (matrizes esparsas).

2.3 Exerdcios

1. Considere a seguinte decleéiagm RSCAL:

c:array[ pl.ul, p2.u2] of T;

Explique porque, nesta linguagem, os elementos da maiiplsrigatoriamente alocadpsr linha,

0S seja na seguinte ordem:

c[ p1,p2] c[ p1,p2 + 1]

ol pl,p2 + 2] o[ p1, u2]
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o pl+1,p2] Apl+1,p24+1] [pl+1,p2+2] ... o[ p1,u2]

c[ ul, p2] cl ul,p2 + 1] cl ul,p2 + 2] ol ul, u2]

. Considere a seguinte forma de declaceem RscAL de matrizn-dimensional:

d: array[ pl..ul,p2..u2,...,pn..un] of T

Estabeleca umabfmula geral para calcular o endereco do elemeffitd,:2,...,in] . Quantas
opera@es de soma e multiplicag €10 necesaias neste caso?

. A'implementago de matrizes triangulares sugerida ag.fl1 exige um testntesde cada chamada

da fun@o IndiceTriangular Mostre como modificar a represerfiagpara que o teste possa ser es-
condido dentro da ppria fun@o. Sugestdo: acrescente mais uma pa&icespecial ao vetor de
representaiora, e preencha-o com um valor constante.

. Escreva um procedimento que aceita duas matrizes triangulares gedeeiggroduz a sua soma,

tambkem triangular. O que acontece no caso da ogeracoduto?

. Sugira uma maneira eficiente de implementar simultaneardaatmatrizes triangulares de mesma

ordem.Sugestdo: Cologue-as numa mesma matriz retangular de tamanho conveniente.

. Uma matriz quadradaé ditasimétricase para todos os valores daslices tem-se[ i, j] = a[ j,1] .

Sugira uma maneira mais eficiente de impleradatdo que a comum.

. Uma matriz quadradaé ditadiagonalse para todos os valores distintosidej, tem-seu| 7, j] = 0.

Sugira uma maneira mais eficiente de impleradatdo que a comum.

. Dizemos que uma matriz quadraalé de banda(p, q) seal i, j] = 0 para todos os valores de j

tais quei — j > pouj —i > ¢. Note que uma matriz diagonal tem a bar@la)); uma matriz comum
tem a banddn — 1,n — 1).

(a) esboce uma matriz quadretla 8, de bandd4, 3);

(b) sugira uma maneira mais eficiente de implementar matrizes de banda do quaias,ausando
a linearizago.



Capitulo 3

Estruturas ligadas

Introduziremos neste CHplo as principaisécnicas de constrag de estruturas ligadas. Apresentaremos
tambkem dois exemplospicos de utilizago.

3.1 Listas ligadas simples

Uma lista ligada simples apontada por uma&ael de programp pode ser representada esquematicamente
por:

=

RN

As declarades tpicas para estabelecer os tipos neagss f0:

type
ApRegListes TRegLista
RegLista= record
info: T;
prox. ApRegLista
end;
Lista= ApRegLista

ondeT € o tipo da informa@o que se deseja guardar nos elementos da lista. Note que utilizamos dois
nomes -Lista e ApRegLista- para dois tipos aparentemente iguais. A infer&cfrisar a diferenca entre o
primeiro, quee um tipo abstrato que éssendo implementado, e o segundo guen tipo auxiliar utilizado
na implementa®o. Neste caso particular (e muitos outros), estes t@poeguivalentes.

As operages lasicas de inseap e remogo de s gerricos na lista podem ser esquematizadas como
indicado a sequir:

13
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~

p
Os procedimentos correspondentes podem ser vistos no Prog. 3.1.
Programa 3.1Rotinas para listas ligadas simples
procedure InsereListdp: Lista; x: T); procedure RemovelListg: Lista);
var g: ApRegLista var g: ApRegLista
begin begin
new(a); q:= pl.prox
with g do pT.prox:= qT.prox;
begininfo := x; prox:= pt.proxend; disposé€q)
pT.prox:=q end
end;

A conven@o dos procedimentd@sque o paimetrop deve apontar para drgueprecedeo nd a ser inserido

ou removido. Note-se, entretanto, que os procedimerdoguncionam para o caso em que deseja-se fazer
a operago no iricio da lista. Este problema sugere a intrdatugde um primeiro @ ficticio na lista, deno-
minadonod-cabe¢a O campo de informa&p deste @ nao sea utilizado para guardar os elementos da lista;
em algumas aplicégs podex ser usado com outra finalidade como veremos mais adiante. Uma lista com
no-cabeca apontada por uma @aelp pode ser representada esquematicamente como:

T

RN

No caso de lista vazia, haveapenas omcabeca:

=

Desta maneira, os procedimentos indicados funcionam mesmo quando de fataeiro 1 da lista —
neste caso o pametrop deve apontar para drcabeca.
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3.2 Listas circulares

Em algumas aplicdiesé conveniente utilizdistas circularescomo esbogado a seguir:

—

As operafes de inse@do e de remdip podem ser programadas como indicado no Prog. 3.2

Programa 3.2Rotinas para listas ligadas circulares

procedure InsereCirculafvar p: Lista; x: T); procedure RemoveCirculajvar p: Lista);
var g: ApRegLista var q: ApRegLista
begin begin
new(q); q:= pl.prox
with qf do if g=p
begin then p := nil
info := x; else p7.prox:= qf.prox;
if p=nil dispos€q)
then beginprox:=¢q; p:=q end end;
else begin
prox:= pt.prox;
pT.prox:=q
end
end
end;

Estes procedimentos funcionam em qualquer caso, adotando-se nivpbina a lista vazia. Esta convémg
nao & muito coerente poisil ndo satisfaz a definp de lista circular. Este fato éstefletido numa certa
complica@o aparente nos procedimentos. Uma maneira de simplificar a ca@ovemgtroduzir, tambm
neste caso, umicabeca (eétindicada tamém uma lista circular vazia):
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LT

(.

Uma vez que esta lista nunca fica de fato vazia, podem ser usados os mesredgentos de insdéig e
remo@o indicados na sag anterior no Prog. 3.1.

Uma vantagem adicional de havep-nabecaé a simplificago de alguns algoritmos. Por exemplo,
um procedimento de busca numa lista circular poderia utilizar o campo de irfiorda rd-cabeca como
sentinelaconforme demonstrado no Prog. 3.3. Supusemos neste caso quéame{vap aponta para o
cabeca e que o procedimento devolve o apontador para o printegaenconém o dadox; caso ele &o
exista, devolvanil. Note que o0 uso de sentinela evita testes de fim de lista dentro da @&epetic

Programa 3.3Busca com sentinela numa lista circular

function BuscaCirculatp: Lista; x: T): ApRegLista
var q: ApRegLista
begin
pt.info:=x; q:=p;
repeat
g:= qf.prox
until g7.info=x;
if g=p
then BuscaCircular:= nil
else BuscaCircular.= q
end;

3.3 Listas duplamente ligadas

As listas ligadas, tanto simples como circulares, apresentam alguns probRonasemplo, dado o apon-
tador para um o, & dificil remowe-lo da lista; no caso da lista simple&orse conhece o seu predecessor, no
caso circular ele pode ser encontrado mas ao custo proporcionaresade Bs na lista (veja, entretanto,
o Exerdcio 1). Uma alternativé& a utilizago de listagluplamente ligadasTamtem neste caso podemos
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tornar as listas circulares e incluir urb-seabeca, como ilustrado na figura seguinte:

il

il

!

As declarades fpicas para implementar estas listas seriam:

type
ApRegListaDupla TRegListaDupla
RegListaDupla= record
info: T;
esqdir: ApRegListaDupla
end;
ListaDupla= ApRegListaDupla

As operafes de insedp e de remdo nestas listasp ligeiramente mais complicadas, mas permitem,
por exemplo, a rem@p do pbprio nb passado como argumento, como indicado no Prog 3.4.

3.4 Exemplo 1: manipulag@o de polinbmios

O problema de manipulag de polibmiosé um bom exemplo de problema em quimteressante utilizar
as ecnicas ligadas apresentadas nadeganteriores. Um polémio de graw > 0 pode ser denotado por:

1 0

P(z) = apz" + ap_12" + ...+ arz' + agz
ondea,, # 0, exceto possivelmente no case= 0.

Uma primeira alternativa natural para representar patios de grau @mximograuMaxseria atra@s de
um vetor do tipdPolinomioconforme as declaraes:
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Programa 3.4Rotinas para listas circulares duplamente ligadas

procedure InsereDuplaDireitdp: ListaDupla x: T); procedure RemoveDuplg: ListaDupla);
var g: ApRegListaDupla begin

begin pt.esq.dir := pT.dir;

newq); ptT.dirf.esq:= pT.esq

with g do disposép)
begin end,

dir := p7.dir; esg:=p;
pt.dirT.esq:= q; p7.dir :=q;
info := x;
end;

end;

type
Termo=record
coef real;
expo integer
end
Polinomio=array [ 0..grauMaX of Termq

Com esta representag, a implementap de operaies como soma, produto e outros sobre @olifos
€ bastante simples. Um primeiro problema desta repregentague ela exige um limita priori para o
grau maximo do polidmio. Isto se deve ao fato de que algumas linguagens de prodgtaj@gno Rs-
CAL, nao permitem que vetores tenham seus limites calculados dinamicamente dureete@oe Um

outro problema a poskrel ineficiéncia caso o grau do pofimio seja alto, mas poucos dos seus termos

sejam @o nulos. Neste cagmmais conveniente utilizar a represedadigada. Adotaremos listas circu-
lares com B-cabeca, a fim de utilizar &¢nica de sentinelas. A figura a seguir representa osqnolos:
Py(x) = 52?2 — 325 + 7T e Py(z) = 0.

pl

p2

Supusemos, nesta implemer#tag que cadarepresenta um termo com coeficienfieomulo. Os
termos esio em ordem decrescente dos expoentes:cabeca tem expoentel que sed conveniente para
implementar as operées que manipulam os pofimios. As declardies para esta estrutura seriam:
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type
ApTermo= TTermaq
Termo =record
coef. real;
expa integer:
prox ApTermo
end,
Polinomio= ApTermo

A titulo de exemplo, mostraremaos a conshaigla rotina que produz a soma de dois fotilos. Ela
percorrea simultaneamente as duas listas que representam oém@m dados, somando o0s termos com
expoentes iguais e copiando aqueles daem correspondente no outro. A figura a seguir indica a situac
gererica encontrada durante o ciclo repetitivo principal da &enc

pp
A
qq
q —t —t —= ‘
A |
rr
r PR B ‘
A |

Nesta figura, as vaveispp e qq coneém apontadores para oOgimos termos dos polémios dadogp

e g cujos expoentes s&p comparadogy aponta paraltimo termo inserido no resultado A rotina esa

apresentada no Prog. 3.5. Ela precisa ser completada com procediotewmsientesCriaPolinomioNulg

InsereTerme AvancaTerme- veja o Exerio 2. Note-se a utilizép de sentinela comoldtimo termo de
cada politomio, evitando um tratamento especial para o fim de cada uma das listas.

3.5 Exemplo 2: matrizes esparsas

Um outro exemplo éssico de utilize@o de écnicas ligadas vistas nas 8eg anteriores deste dago é a
representeédo dematrizes esparsa®izemos que uma matriz esparsa se apenas uma pequenadrdos
seus elementos diferente de zero, sem que haja uma regra simples para determinar ostetepessi-
velmente @o nulos. Este tipo de matrizéscomum em aplicdies nungricas onde a fra&p de elementos
nao nulos pode ser da ordem de 1 a 5%. Nestes casos, uma rep@Eseuiaevite a incli@ de elementos
nulos pode economizar espaco e tempoaleuto, pois os elementos nulodmtefio que ser processados.

Uma maneira de implementar matrizes esparsas foi sugerida por Kfjuth¢sta apresentag esh
baseada nela. Consideremos o seguinte exemplo de matriz:
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Programa 3.5Funcgo de soma de polimios

procedure SomaPolinomig,q: Polinomia var r: Polinomio);
var pp, qq, Irr: ApTermo ep, eq integer, cr: real;
begin
CriaPolinomioNuldr);
pp:= pT.prox; qq:= qf.prox Ir :=r;
repeat
ep:= ppl.expa eq:= qqf.expq
if ep>eq
then begin
InsereTerm¢@op].coefeprr);
AvancaTerm(r ); AvancaTerm(p);
end
else ifep<eq
then begin
InsereTerm@qqT.coef.eqrr);
AvancaTerm(r ); AvancaTerm(xoq)
end
else ifep£—1
then begin
cr := ppl.coef+qqf.coef;
if cr£0.0
then begininsereTerm¢cr,eprr); AvancaTerm@r) end;
AvancaTerm(pp); AvancaTerm(xq)
end
until (ep=—1) and (egF—1);
rrT.prox:=r
end;

50 0 0 0
10 0 20 O

0 0 0 0
=30 0 —-60 5

A sua representag poderia ser aquela indicada na Fig. 3.1.

Note-se que nesta represedagcada 6 indica um termo @o nulo da matriz e pertence a duas listas:
uma correspondentesua linha (apontadores horizontais) e oatsaia coluna (apontadores verticais). Cada
lista & organizada como uma lista ligada circular coincabeca, com os termos em ordem de colunas (nas
listas das linhas) ou em ordem de linhas (has listas das colunas). Oswgaentinelas para os campos
das linhas ou coluna&e —1 (sue-se que omdices da matriza del an). Os pbprios ros-cabeca das
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Figura 3.1 Representdp de uma matriz esparsa

1 1 1 1 1

-1]-1] -1 1] -1 2] -1 3] -14]

-30 -60 5

linhas e das colunas constituem listas ligadas circulares, conbtwgabeca comum; um apontador para este
nod representdra matriz inteira.

Note-se que estauma representag geral, sirbtrica em relagoas linhas &s colunas. Ela poderia ser
simplificada para uma aplicag dada, utilizando por exemplo apenas as listas das linhas. Note-gartamb
gque a matriz &o precisa ser quadrada.

As seguintes declaraes podem ser utilizadas para implementar esta repre@entac

type
ApRegEsparsa TRegEsparsa
RegEsparsa record
linha, coluna integer:
valor: real;
direita, abaixa ApRegEsparsa
end;
Matriz = ApRegEsparsa
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Supondo que tenhamos uma matriz quadrada de ordemm» elementos @o nulos, a representag
utilizara2n + r + 1 nos ao ines den? posi@es de amero reaisE claro que cadatocupad muito mais
bytesdo que um real, mas podehaver uma economia apraceel de meraria se o valor de for realmente
muito menor que:?. Analogamente, para certas opéi@g com matrizes podehaver economia de tempo,
pois os elementos nulofa se@o processados explicitamente.

A titulo de exemplo, o Prog. 3.6 mostra as rotinasitas de atribuép e de recuperag de um valor
de uma matriz esparsa. Note que para completar estas rotinas falta elahme@ceslimentomsereMatriz
e RemoveMatriz Estes procedimentofia semelhantequeles indicados no Prog. 3.1 para listas ligadas,
mas agora a operag é realizada em duas listas, sendo fornecidos os predecessoresdoagada lista.
Veja tamlém Exericios 4 a 7.

3.6 Exerdcios

1. Expligue o funcionamento do procedime®emoveLista

procedure RemoveListg: Lista);
var g: ApRegLista

begin

q:= pT.prox;

pT :=ql;

dispos€q)

end,

Quais &0 as condiges em gue este procedimento pode ser utilizado?

2. Complete a declarag do procediment8omaPolinomiogo Prog. 3.5 com os procedimentos auxili-
ares.

3. Escreva os procedimentos que implementam as dpesaife subtrép, multiplicago e divi§io de
polindmios, adlogos ao procedimento de soma indicado no Prog. 3.5.

4. Escreva as rotinas que faltam no Prog. 3.6.

5. Note que na represenéaxde matrizes esparsas indicada na Fig. 3dodstlidos tamém os os-
cabeca das linhas e das colunas vazias, como por exemplo a.lieb&es Bs poderiam ser eliminados
as custas de alguma complidacadicional nos procedimentos que manipulam as matrizes. Refaca as
rotinas indicadas no Prog. 3.6 para verificar este fato.

6. Supondo a represeniarde matrizes esparsas ilustrada na Fig. 3.1, escreva as seguintas rotina

e procedure InicializaMatriz(var a: Matriz; m,n: integer);
Este procedimento cria uma nova matrjzomm linhas en colunas, com todos os elementos
iguais a zero.

e procedure LiberaMatrizvar a: Matriz);
Libera toda a meiria diramica utilizada pela matriz.
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e procedure SomaMatrizesar a,b,c: Matriz);
Soma as matrizes e b, deixando o resultado em Su@e que as matrizesis compadteis
guanto ao imero de linhas e de colunas.

e procedure MultiplicaMatrizesyar a,b,c: Matriz);

Multiplica as matrizes e b, deixando o resultado em Sue que as matrizefis compateis
para esta operao.

7. Escreva um programa que testa as rotinas desenvolvidas nicexanterior.Sugestao: Estabeleca
uma convengo para a entrada de dados e escreva as rotinas de entradia eocs@enientes.
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Programa 3.6Recuperago de valor e atribuo em matriz esparsa

function ValorMatriz(var a: Matriz; i,j: integer: real,
var p: ApRegEspars: integer:
begin
p=&
for k==1toido p:= p7.abaixa
repeat
p := pT.direita
until (pT.coluna>j) or (p7.coluna=—1);
if j#pT.coluna
then ValorMatriz := 0.0
else ValorMatriz := p1.valor
end;

procedure AtribuiMatriz(var a: Matriz; i,j: integer, x: real);
var p,a,pp,qq. ApRegEsparsd: integer:
begin
p:=a q:=4&
for k:=1toido p:= pl.abaixa
for k==1tojdo q:= qf.direita;
repeat
pp:=p; p:= pl.direita
until (pT.coluna>j) or (p7.colunae—1);
repeat
gqg:= g; q:= q].abaixo
until (qf.linha>i) or (q.linha=—1);
if pT.colunas
then if x£0.0
then pf.valor := x
else RemoveMatri@,pp,qq)
else ifx#£0.0 then InsereMatriZza,i,j,x)
end; { AtribuiMatriz }




Capitulo 4

Estruturas Lineares

Exploraremos neste Chplo o conceito abstrato de listas, ou sejalegias ordenadas de valores e suas
operafes. Veremos taniin algumas estruturas mais restritas, como pilhas e filas, de fundamental im-
portancia em Comput&p.

4.1 Estruturas lineares

Muitas aplicades envolvem representage manipula@o de seéncias ordenadas de objetos

T1,X2y...,Tn.

Conforme visto nos cafulos anteriores, podemos adotar duas represgesataturais para estas cdles:
sedlencial (vetores) ou ligada. A escolha depeadkas caractesticas dos objetos e das opdrasas quais
devefo ser submetidas as $iégcias. Entre asarias operaies posweis sobre sdigncias, podemos citar:

e selecionar e modificar b-ésimo elemento;

e inserir um novo elemento entre as p@sEsk ek + 1;

e remover ok-eésimo elemento;

e concatenar duas siéencias;

e desdobrar uma ségncia;

e Ccopiar uma sdigncia;

e determinar o tamanho de uma &éqcia;

e buscar um elemento que satisfaz uma propriedade;
e ordenar uma sé@ncia;

e aplicar um procedimento a todos os elementos de uni#se,;

25
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E facil perceber, por exemplo, que a op&mde insergo ou de remdio numa seigenciaé mais compli-
cada no caso de represer@tagediencial; por outro lado, com esta represeataé mais simples e eficiente
a sele@o dok-ésimo elemento da se@ncia. Conclimos que, em qualquer apliGa; devemos estudar,
em primeiro lugar, as operaes que séo realizadas sobre os objetos. Conforme veremos nassese-
guintes, muitas vezes poderemos adotar represergagiternativas, sendo que quase sempre aawar
compromisso entre a efegicia, merria utilizada, generalidade, facilidade de implemeatagtc.

As se@es seguintes sip dedicadas a listas especiais em gums$vel executar apenas algumas das
opera@es indicadas.

4.2 Pilhas

Consideremos o0 seguinte problema: dada uméaésega constitida de caractereg”’, ‘)", ‘[ ' e ‘] ’, de-
cidir se estes panteses eéb corretamente balanceadosad\definiremos de maneira exata o @uema
sediéncia balanceada de gateses, mas daremos alguns exemplos (veja, entretanto, o Exercicio 1):

Correto Incorreto

(

0 )
[0] D
gon 00l
((@mmn X

(O dmboloe denota a sdigncia vazia.)

Uma primeira i&ia para resolver o problema seria supor que a&sezjaé representada como um vetor
de n caracteres, e que o procedimento percorre o0 vetor “apagando” al@isteres consecutivos que se
balanceiam. Caso a d#qcia seja balanceada, o resultado final deve ser a cadeia vaaee dificil
verificar que o imero de operdips para esta solég seria, no pior caso, da ordem@én?). Uma outra
idéiaé utilizar uma estrutura de dados especial, denomipélda® Seé um caso particular de lista linear,
em que as operées de insedo e de remdio podem ser feitas somente nubmaca extremidade da lista.
No caso do nosso problema, o procedimento depercorrer a ségncia de caracteres dada da esquerda
para a direita. Os caractergse ‘[ ' serdao inseridos na pilha. No caso dos caracteras'] ’, sera verificado
se o caractere que asta extremidade da pilliado mesmo tipo que o que astendo processado. No caso
positivo, ele séx removido e o procedimento continua. No caso negativo, i#@setp rao era balanceada.
No fim, a se¢iéncia set considerada correta s@até mais &mbolos a processar e a pilha&sazia.

llustramos a seguir os passos do procedimento parai@seq {[([I[0D]) "

1Esta pilhaé semelhanta pilha de execuip vista na Seép 1.3.
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Pilha Resto da sdncia

Vazia (aronn
( [(@onn
{l @onn
(I( aronn
(T 110D

(I( [)))]

(I )

(L([¢ D)

(LT )

(I( ))))

{l )

( )

Vazia €

De uma maneira geral, diremos que a péghana estrutura linear cujas extremidadeaseenominadas
fundoetopo. As operafes de insedp (empilhamento) e remag (desempilhamento) podem ser realizadas
somente pelo topo da pilha. A figura seguingeutina ictia esquerdtica da estrutura:

Empilha Desempilha
topo —=
fundo —=

Como em muitos outros contextos, podemos implementar uma pilha utilizando tant@sergpgo
sedlencial (um vetor) quanto a ligada (uma lista). A escolha depandaito da aplicago. Indicamos nos
Progs. 4.1 e 4.2 as declatms que implementam as duas 0gg. Adotaremos o ponto de vista de um tipo
abstrato de dados, ou seja, um programa godglizar qualquer uma das implemeritag contanto que as
operaes sobre a pilha sejam realizadas sempre &drdos procedimentos e fuiegs indicados. Sie-se
que existe uma rotin@rataErro a ser executada quando acontece um imprevisto. Note-séaie foi
utilizada sistematicamente a passagem po@vatipara pametros do tipdPilha, para evitar, no caso da
implementago sedjencial, a 6pia do vetor inteiro.
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Programa 4.1Implementago ligada de pilhas

type
ApRegPilha= TRegPilha
RegPilha=record
info: T;
prox ApRegPilha
end;
Pilha = ApRegPilha

function PilhaVazigvar p: Pilha): boolean

begin
PilhaVazia:= p=nil
end;

procedure Empilhgvar p: Pilha; x: T);
var q: ApRegPilha
begin
new(q);
with qT do
begin
info:=x; prox:=p; p:=(q
end
end;

procedure InicializaPilha(var p: Pilha);
begin

p := nil

end;

procedure LiberaPilha(var p: Pilha);
var g: ApRegPilha

begin

while p#£nil do
begin
q:=p; p:= pl.prox dispos€q)
end

end;

procedure Desempilhé&var p: Pilha; var x: T);
var q: ApRegPilha

begin

if p=nil then TrataErro;

q:=p;

with qf do
beginx := info; p := proxend

dispos€q)

end;
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Programa 4.2Implementago sedencial de pilhas

type
Pilha =record
topa 0.. TamMax
elemenarray [ 1..TamMa} of T
end;

function PilhaVazigvar p: Pilha): boolean
begin

PilhaVazia:= p.topo=0

end;

procedure Empilhgvar p: Pilha; x: T);
begin
with p do
if topo=TamMax
then TrataErro
else begin
topo:= topo+1;
elemeftopq :=Xx
end
end;

procedure InicializaPilha(var p: Pilha);
begin

p.topo:=0

end;

procedure LiberaPilha(var p: Pilha);
begin

{ nada}

end;

procedure Desempilhg@var p: Pilha; var x: T);
begin
with p do
if topo=0
then TrataErro
else begin
X := elemeftopd ;
topo:= topo—1
end
end;

A titulo de exemplo, mostramos no Prog. 4.3 a implemémtala fun@o que determina se uma cadeia
de caracteres representa umaigegia balanceada de gateses, conforme exposto nécio desta sefp.
Suporemos que a cad@aepresentada por um vetor de caracteres e que a infaosagtida nos elementos
da pilhaé do tipochar. Adotaremos tamiém a conver@go de que a cadeia termina com o caractere especial
‘#. Note-se que a sol@p riio depende da opg utilizada para implementar a pilha, que foi programada
seguindo a idia de tipo abstrato de dados. (Veja té@mbo Exertcio 5.6.)
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Programa 4.3Solugo do problema de balanceamento dé&ptases

type
Cadeia=array[ 1..ComprMax of char,

function Balanceadévar c: Cadeig: boolean
var
p: Pilha; t: char; i: 0..ComprMax
resultadq continua boolean
begin
InicializaPilha(p); i:= 1,
resultado:= false continua:= true,
while continuado
begin
casec[ i] of
'#: begin
resultado:= PilhaVazigp);
continua:= false
end;
'(,/T": Empilhap,cf ] );
'Y if PilhaVazia
then continua:= false
else begin
Desempilh@p,t);
if t=#'(’ then continua:= false
end;
1. if PilhaVazia
then continua:= false
else begin
Desempilhép,t);
if t£[’ then continua:= false
end
end;
i:=1i+1
end
LiberaPilha(p);
Balanceada= resultado
end;
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4.3 Exemplo de aplicago: manipulacao de expresges

Expresdes aparecem em linguagens de progr&mapmo RSCAL, ou enBio em sistemas que realizam
manipula@o simiblica. E comum nestes casos adotar-se represémsaglternativas para expréss, dife-
rentes daquelas usadas normalmente. Duas alternativas bastante coorana@o pos-fixae anota@o
pré-fixa?

Simplificaremos a nossa discésssupondo que todos os operadores usados nas é@gx@ssdadicos,
ou seja, requerem dois operandos. Em rimaagpmum, chamada ta@itm denotago infixa o operador fica
entre os dois operandos. Como oéios nomes indicam, emotag@o pos-fixao operador segue os dois
operandos enquanto que emtago pré-fixao operador precede os dois operandos. Consideremos alguns
exemplos das &s notages:

infixa pos-fixa peé-fixa
a a a

a+b ab+ +ab
a+bxc abc * + +a x be
(a+b)xc  ab+cx * + abe

Deve-se notar que as noles pe-fixa e @s-fixa rao necessitam de garteses. A mpria forma da
expresao indica a ordem das opefsms como ilustrado pelos exemplos. Em nataipfixa, utilizamos, por
conven@o, as prioridades dos operadores e a sua associatididedgierda oa direita. Quando desejamos
um resultado qué contério a estas convefes, utilizamos os panteses.

Um problema de interess#bvio & o de transformd@p entre estas notdgs. Consideremos o caso de
transformago da notago infixa para a @s-fixa, e tomemos um exemplo um pouco mais complexo:

a*b+cxdre/f-gxh

NS

ab*cdeAif/+gh*

ondea A b denotaa’. Nota-se que os nomes das @amis §o copiados da entrada infixa para #daa
pos-fixa na mesma ordem. Entretanto, os operadores parecem “Egpenagada de um outro operador,
para que seja tomada a démsqual o operador seguinte que vai paraidaaNao é dificil perceber que

esta decido esh baseada nas prioridades dos operadores e que 0s operadoss tembrados” seguem

uma disciplina de pilha, esperandé gue apareca na entrada um de prioridade menor ou igual. Podemos
imaginar, portanto, um algoritmo utilizando uma pilha auxiliar que faz a trans@@uwnaOs passos deste
algoritmo para o exemplo mostrado@sindicados a seguir:

2Estas notafjes $0 chamadas tarém denotago polonesa notago polonesa revers@m homenagem ao matatico polorés
Jan tukasiewicz que as introduziu nédio deste &culo.
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Sdda Pilha Entrada
axb+cxdNe/f —gx*h

a xb+cxdNe/f—gx*h

a * b+cxdANe/f—gxh

ab * +exdNel/f—gxh

abx +exdNel/f—gxh

abx + cxdNel/f—gxh

ab * ¢ + xdNel/f —gxh

ab x ¢ + dNe/f—gxh

ab * cd +k Nelf—gxh

ab * cd + % A e/f—gxh

ab x cde + % A /f—gx*h

ab * cdeN +% /f—gxh

ab x cde N * + /f—gx*h

ab x cde N * +/ f—gxh

ab * cde N xf +/ —g*h

ab x cde N\ xf/ + —gxh

ab x cde N\ xf [+ —gxh

abx cde N\ xf |+ — g*h

abxcde Nxf/+g — * h

abxcde Nxf/ + g —% h

abx cde N xf/ + gh —x%

ab* cde N\ xf | + ghx —
abxcde N xf/ + gh* —

Pode-se perceber que, numa implemeidagpmpleta, o algoritmo teria que prever 0s casos iniciais (pilha
vazia) e finais (entrada vazia).

A generalizago do algoritmo para exprésss que @m paénteses relativamente simples e, na rea-
lidade, semelhante ao tratamento das expessbalanceadas da &e¢gd.2. Um abre-paéntese devérser
empilhado e tratado como o fundo de uma pilha menémaé seja encontrado o fechagr#ese correspon-
dente; todos os operadores acima do abréfiase, devéo ser transferidos e para a dda. Um esboco
do procedimento que transforma expfEssinfixas em @s-fixas est indicado no Prog. 4.4. O funciona-
mento correto do procedimento depende da dé&fmipnveniente de uma fuiagPrioridade que indica a
relagao entre o nbolo de entrada e drabolo que est no topo da pilha. Note-se que esta ratadeve
incluir o dmbolo (' quando na pilha (veja tandn o Exerécio 2). O procedimento deve ser completado
com algumas rotinagbvias.

As outras transformd@gs &0 um pouco mais complicadas e ta@mbse#o deixadas para exécos.
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Programa 4.4 Transformago da notago infixa para ps-fixa

type
Cadeia=array[ 1..ComprMax of char;

procedure InPogvar expr. Cadeig;
var
p: Pilha;
pe 0..ComprMax
corr,aux char;
fim: boolean
begin
InicializaPilha(p);
Empilhap,'(");
pe:=1;
repeat
corr := expf pg ; inc(pe);
casecorr of
'd.Z"
Sai(corr);
/)/’I#J:
repeat
Desempilhép,aux);
if auxz’(’
then Saiaux)
until aux=’(’;
/+/,/_/’/*/,//l’l" /:
begin
fim:= false
repeat
Desempilhép,aux);
if Prioridade(corr,aux)
then begin
Empilhgp,aux);
Empilhap,corr);
fim:= true
end
elseSaiaux)
until fim
end
end {caseé
until corr="#;
LiberaPilha(p)
end, {InPosg
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4.4 Filas

Umalfila & uma estrutura linear restrita em que todas as ifiesr&o realizadas numa extremidadienf e
todas as remdigs na outra extremidadiggnte. Esquematicamente podemos podemos visualizar uma fila
como:

remove _ e e e insere

! !

frente fim
Como no caso de pilhas, temos as duas alternativas naturais de implémergediencial e ligada,
sendo que a de@s dependérdo contexto de utiliz&p. No caso da implementag ligadaé conveniente
utilizar uma lista circular comarcabeca, como esbogado a seguir:

frente W fim

Neste cascg interessante que a vavel que indicax a fila aponte para o séltimo nb. Desta maneira,
com um apontador, tanto a frente como o fim da fila tornam-seigeesde maneira eficiente. O Prog. 4.5
mostra a implement&p desta of#p, sob a forma de um tipo abstrato de dados.

No caso da implementag sedencial, ta o problema inerente de pre&@a priori do nimero naximo
de elementos que podehaver na fila. Fora esta reski; uma solu@o naturale a adogo de um vetor
“circular”, como indicado no esbocgo:

~ frente

fim
Por convengo, oindicefrenteaponta para a posig que precede o primeiro elemento da fila, enquanto que o
indicefim aponta para altimo elemento. Com isto, algumas exp@Essa serem usadas nos procedimentos
ficardo mais simples. Consiégntemente, poderemos adotar para inicializar uma fila os valores:

frente=fim=0
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Entretanto, a cond@p para detetar quéin la mais espaco na fik

frente= fim

ou seja, Ao podemos distinguir entre uma fila cheia e uma fila vazia! A &olugais simples para este
problemaé sacrificar uma posip do vetor e usar como condigde fila cheia (veja tandin o Exerecio 4):

frente= (fim+ 1) mod n

Com estas conveies, podemos reprogramar o tipo abstrato de dBid'somo indicado no Prog. 4.6.
A estrutura de fila aparece em muitas apli@s; Em particular, veremos um exemplo naZ®eg.3
aplicado ao percurso em larguraawores biarias.

45 Exerdcios

1. Defina de maneira precisa o conceito de&igegia balanceada de petesesSugestao: Use definifes
indutivas (istcg, recursivas).

2. Implemente o algoritmo de transforndacda notago infixa para ps-fixa descrito na Ség 4.3, in-
cluindo expresBes com operadoresatlicos e pd@nteses, bem como o tratamento de erros. Uma
sugesdo para a implementag da fung@oPrioridadeé a construgo de uma tabela que associa a cada
simbolo considerado umimero inteiro, conforme dimbolo esteja na entrada ou no topo da pilha.
A compara@o entre estesimeros indica a prioridade em cada caso. Um exemplo desta tabela para
os smbolos considerados seria:

] Simbolo \ Pilha \ Entrada \

A 3 4
*, / 2 2
+, — 1 1
( 0 4

Foi adotada nesta tabela a convéemgle dar prioridade adrsbolo da pilha quando osimeros &o
iguais (associd@p a esquerda). Note tar@lm a maneira de tratar o gatese (’ para que ele seja
enquadrado no caso geral de operadores;@pase )’ é tratado de maneira especial como indicado
no Prog. 4.4.

3. A notag@o ps-fixa pode ser estendida para operadoresagtions (de um operando), entretanto eles
introduzem ambigidade. Por exemplo, as expréss infixas distintas ' — (—b) e
‘—(a — b)’ seriam traduzidas para a mesma expliegds-fixa ‘ab — —’. A fim de evitar este pro-
blema, os operadores devem utilizanbolos distintos na tradég. Adotando-se disbolo~ para o
operador uario —, teiamos:

a— (—b) ab ~ —
—(a—0) ab— ~
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Complete a implementag do exeriio anterior para incluir os operadores radicos ~' e ‘+/,
usando esta represerdac

. A'implementago sediencial de filas proposta neste ttafp sacrifica uma posip do vetor para dis-

tinguir entre uma fila cheia e uma fila vazia. Uma outra sodugeria incluir no registro que representa
a fila uma vatavel booleana que indicasse se a fil&&steia ou Bo. Reescreva os procedimentos do
Prog. 4.6 de acordo com esta sugest

. Em algumas aplicégsé interessante utilizar o conceito fila dupla Nesta estrutura, as insées e

remo@es podem ser feitas em qualguer uma das duas extremidade&@aciegProponha implemenfas
ligada e setlencial para esta estrutura e escreva as rotiasisds para manipatla, aflogasas dos
Progs. 4.5 e 4.6.
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Programa 4.5Implementago ligada de filas

type
ApRegFila= TRegFila
RegFila=record
info: T;
prox ApRegFila
end;
Fila = ApRegFila

function FilaVazia(var p: Fila): boolean
begin

FilaVazia:= p=pt.prox

end;

procedure InsereFilavar p: Fila; x: T);
var g: ApRegFila

begin

new(a);

with g do
begin
info := x; prox:= p7.prox;
pT.prox:=gq; p:=(q
end

end;

procedure InicializaFila(var p: Fila);
begin

new(p); pT.prox:=p

end;

procedure LiberaFila(var p: Fila);
var qg,r: ApRegFila

begin

q:= pT.prox;

while g£p do
begin
r := qf.prox; dispos€q); q :=r
end;

disposép)

end;

procedure RemoveFilévar p: Fila; var x: T);
var q,r: ApRegFila

begin

q:= pT.prox;

if p=q then TrataErro;

r :=qf.prox, x:=r7.info;

qt.prox:=r1.prox;

if r=pthen p:=q;

disposér)

end;
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Programa 4.6Implementaéo sedjencial de filas

type procedure InicializaFila(var p: Fila);
Fila = record begin
frente fim: 0.. TamMax with p do
elemenarray [ 0..TamMax-1] of T beginfrente:= 0; fim:= 0 end
end; end;
function FilaVazia(var p: Fila): boolean procedure LiberaFila(var p: Fila);
begin var q,r: ApRegFila
FilaVazia:= p.frente=p.fim begin
end; { nada}
end;
procedure InsereFilgvar p: Fila; x: T); procedure RemoveFilévar p: Fila; var x: T);
begin begin
with pdo if FilaVazia(p) then TrataErro;
begin with p do
if frente=((fim4-1) mod TamMax begin
then TrataErro; frente:= (frente+-1) mod TamMax
fim:= (fim4-1) mod TamMax x := elemef frentd
elemepfim] :=x end

end; end;




Capitulo 5

Recursao

O objetivo deste Cdtulo é discutir aecursao, um mecanismo muito poderoso de defiie programaip,
aplicavel em muitas situ@gs distintas como tratamento @evores (veja Cap. 6), aplicadgs simblicas,
implementago de linguagens de progranaag inteligencia artificial e outros.

Na primeira sego deste cdpulo veremos alguns exemplos de re@are discutiremos quando ela deve
ser utilizada. Na sé&p seguinte veremos como a re@uoexpicita pode ser substitda por uma pilha do
tipo visto na Sec. 4.2. Finalmente, ildima se@o introduziremos um exemplo mais elaborado de agdizac
da recurgo.

5.1 Recursfo e repeti@o

Dizemos que uma rotinarecursivase a sua definio envolve uma chamada a ela mesma. Note-se que,
neste sentido, o termecursio é equivalente ao termiadugdo utilizado por materaticos. Um exemplo
classico e muito simples de defiaindutivaé a fun@o fatorial que pode ser caracterizada por:

fat(n) = 1 sen =10
T\ nxfatn—1) sen >0

Obviamente, esta defirdig indutiva pode ser transformada huma decBoagcursiva emASCAL cOMO o
Prog. 5.1. Por outro lad& muito fcil escrever uma vedis riio recursiva da mesma fuiag, como indicado
no mesmo programa. Umadaise das duas velies mostra que oimero de operdes executadas, em
ambos os casos, da ordem@é:). Entretanto, na ve#® iterativa 80 evitadas as chamadas recursivas e a
consedjente criago de registros de ativag, conforme visto na S&g 1.3. Desta maneira, a constante de
proporcionalidade certamente &enenor para esta vés.

Um outro exemplo éssiccé o @lculo da érie de Fibonacci. Est@se pode ser definida por:

fibo(0) = 0

fibo(1) 1
fibo(n) = fibo(n — 1)+ fibo(n —2) sen >1

Novamente, a transformag desta defingo num programa recursigdrivial conforme indicado no Prog. 5.2.
Por outro ladog bastante simples escrever uma &ergao recursiva da furdp, indicada no mesmo pro-
grama. Analisemos a ef@icia das duas formulées, calculando oimero de operdies de som&(n)

39
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Programa 5.1Calculo da fun@o fatorial

function fat(n: integer): integer: function fat(n: integen: integer:
begin var i,s. integer:
if n=0 begin
thenfat:=1 s:=1;
else fat := n«fat(n—1) for i:=1tondos:= sxi;
end; fat:=s
end;

realizadas. Para a v@&srecursiva, podemos concluir:

S(n) = 0 sen <1
] S(n—1)+S(n—2)+1 sen>1

A partir desta formulago, pode-se provar por indag finita (veja o Exeficio 1) que
S(n) = fibo(n +1) — 1

Por outro lado, pode-se mostrar que fijo~ ((1++/5)/2)!/+/5. Assim, para valores grandesdgtemos
S(n) ~ 1,6"/1, 4. Por exemplo, para calcular fib)0) seriam necesgsias mais de02° somas!E simples
verificar, entretranto, que para a \@osterativa 0 amero de somas apenas. Obviamente, neste casam
faz sentido utilizar a veé®o recursiva.

Programa 5.2Calculo da &rie de Fibonacci

function fibo(n: integern): integer: function fibo(n: integer): integer;
begin var f1,f2f3,k : integer
if n<1 begin
thenfibo:=n fl:=0;f2:=1;
else fibo := fibo(n—1)+fibo(n—2) for k=1tondo
end, begin
f3:=f1+f2; f1:=12; f2.=13
end;
fibo:=f1
end;

Um outro exemplo interessante assico de problema que tem uma salusimples utilizando formulag
recursivaé o de torres de Hanoi. Suponha que temés lrastes, denominadasB e C. Na hasteA ha 64
discos de tamanhos distintos, com furos no centro, em ordem de tamagdcentes; as outras hastefest
vazias, conforme indicado na Fig. 5.1. O problema consiste em transfiag 3 discos da hastepara a
B, utilizando a hast€ como auxiliar, seguindo as seguintes regras:
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Figura 5.1 O problema de torres de Hanoi

e somente um discé movido de cada vez;

e um disco maior nunca pode ser colocado em cima de um disco menor.

Pensando de maneira recursivape dificil perceber que a sola&g pode ser obtida conforme indicado no
Prog. 5.3, no qual@ impressos todos os movimentos. A chamada inicial seria, nesteloassDeHa-
noi(A’/B’/C",64) .

Programa 5.3Solu@o do problema de torres de Hanoi

procedure TorresDeHandjorigem desting aux char; n: integer);

begin
if n>0
then begin

TorresDeHandjorigemauxdestingn—1);
writeln("Mova de’,origem’ para’,desting;
TorresDeHandjauxdestingorigemn—1)
end

end;

Os exemplos vistos neste éaybo utilizam arecursio direta ou seja, a rotina que éssendo definida
depende diretamente da su@mmia defini@o. Em algumas aplicaesé interessante utilizar ecursio
mituaem que duas ou mais rotinas dependem mutuamente uma da outra. @esflirg s2o0 um exemplo
muito simples deste conceito:

0 sen =0
gln—1) sen>0

1 sen =0
g(n):{ (n—1) sen>0
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Note-se que, na realidad¢(n) = nmod 2 e g(n) = (n + 1) mod 2. Na Ultima se@o deste cdfulo
veremos um exemplo mais interessante de raoungitua.

A transforma@o de definipes mutuamente recursivas em progragmaslito simples. No caso de§-
CAL, obm-se para este exemplo o Prog. 5.4. Note-se que a déadoagard & exigida pelo compilador.

Programa 5.4Exemplo de recugs nitua

function g(n: integen: forward ;

function f (n: integern): integer;
begin
if n=0
thenf :=0
elsef :=g(n—1)
end;

function g(n: integen: integer:
begin
if n=0
theng:=1
elseg:=g(n—-1)
end;

5.2 Eliminagao da recursao

Nem sempreé posével, como no caso de fubes de alculo de fatoriais e delimeros de Fibonacci na
se@o anterior, eliminar a formulag recursiva da solé de um problema. Entretanto, existem sifiges;
nas quai€ conveniente eliminar o uso da re@os substitisla pela utilizag@o de uma pilha exfdita. As
veres de rotinas obtidagis, em geral, mais complexas mas costumam ser mais eficientes, no que diz
respeito ao coeficiente de proporcionalidade, por evitar@nasy operages como chamadas e retornos de
rotinas, criado de registros de ativag, etc.

Consideremos o esboco de procedimento recurgiaotapresentado no Prog. 5.5. A sua tradugara
um procedimento sem rec@smas com uma pilha expita esh indicada no Prog. 5.6.

Basicamente, a veiis transformada do procedimento simula a exgoutp procedimento original. An-
tes de simular uma chamada recursiva, os valores das/eailocais (incluindo os pametros) &o salvos
na pilha, juntamente com uma indi@cde qual das chamadas&smulada. A seguird® calculados os
valores dos p&metros para a hova chamada e o ciclo de sirdolagepetido. No retorno de uma chamada
simulada, 80 restaurados os valores das &egis locais e executadas afeg pendentes daquela chamada.
O calculo de novos valores dos panetros deve ser feito com cuidado pois eles podem depender dos valore
anteriores; para ist@s usadas as vaneis tempdriastl, t2, . ...

Deve-se notar que este esquema de tr@aol@pastante geral, mas alguns cuidados precisam ser tomados
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na presenca de ganetros passados por @arel. O esquemaaw leva em considerag henhuma proprie-
dade do algoritmo que éssendo transformado nem da estrutura dos seus dados. deaduais simples e

mais eficientes podem ser conseguidas em casosifispecomo exemplificado por algoritmos de percurso
dearvores bidarias na Sedo 6.3.

Programa 5.5Esboc¢o de um procedimento recursivo

procedure Exempl@x1,x2, ...: ...);
var yl1,y2, ... ..
begin
Ci;
if E(...)
then C
else begin
CL
Exempldellel?2...);
C2
Exemplde21e22...);
C3
Cm
Exempldemlem2...);
Cf
end

end;
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Programa 5.6Esboco da transformag do procedimento recursivo do Prog. 5.5

type Chamadas (chamadalchamadazhamada3..);

procedure Exempl@x1,x2, ...: ...);
type Acoes= (entradaretorngsaida);
var yl,y2, ... ..;
f: Pilha; ch: Chamadas acaa Acoes t1,t2: ...;
begin
InicializaPilha(f ); acao:= entrada
repeat
caseacaoof
entrada begin
Ci;
if E(...)
then beginC; acao:= retornoend
else begin
C1,
Empilhgf,x1,...,y1,....chamadal;
tl:=ell t2:=el2 ..
x1:=11;, x2:=12; ...
end
end;
retorna if PilhaVazigf)
then acao:= saida
else begin
Desempilhéf x1,...,y1,...,ch);
casech of
chamadalbegin
C2
Empilhaf x1,...,y1,...,chamada2;
tl:=e2l t22:=e22 ..
x1:=11; x2:=12; ...
acao:= entrada
end;
chamada2begin
C3
Empilhaf x1,...,y1,....chamada3;
t1:=e3L t2:=e32 ...
x1:=11; x2:=12; ...
acao:= entrada
end;
chamadamcCf
end { case}
end
end { case}

until acac=saida
end;




5.3. EXEMPLO: ANALISE SINTATICA 45

5.3 Exemplo: aralise sinftica

Vimos na Se#&o 4.3 um exemplo interessante de manifitege expre€ges ao desenvolver um programa
gue transforma expre®ss em notefp infixa para a not&p ps-fixa, utilizando uma pilha de operadores.
Conforme estudamos neste tajp, existe uma relap muito pbxima entre a utilizeo de pilha e a re-
cursio; na realidade, a pillauma maneira de implementar a re@ar<E natural, portanto, que o programa
de transforma&o visto possa ser expresso em termos recursivos, tornando-oautiaidef compreender,
apesar de eventualmente um pouco menos eficiente.

Consideremos inicialmente as expi@Essinfixas que podem ser condtias com vadaveis representadas
por letras mifisculas, os operadoresadicos 4+, ‘* —', ‘%', * /' e 0s paénteses(’ e ‘)’ (omitimos, por
enguanto, o operador de exponenam\'). Naoé dificil notar que uma expredse sempre tem a forma

e=1t1Pta D - Dy, n>1

onde og; representam dermosda expresoe, € o $mbolo ‘@’ um dos operadorest’ ou ‘ —'. Analogamente,
um termat pode ser descrito como

t=f1QfQ & fn, n>1

onde osf; representam ofatoresdo termot, e ‘®’ representa um dos operadoresou ‘ /. Finalmente,
podemos descrever um fatficomo sendo ou uma letra ou uma expaéessntre panteses:

f=z ou  f=(e)

ondex denota qualquer letra. (Fica subentendido, apesaadestar imptito nesta notao, que nos dois
casos 0s operadores@stassociados esquerda.)

Deve-se notar que utilizamos defidgs mutuamente recursivas para definir o conjunto de exj@®ss
Esta forma de descrédas leva naturalmente a um conjunto de rotinas recursivas para ggdéas<om
alguma finalidade. No contexto de teoria de linguagens formais e de teor@ngelaio, este tipo de
descri@o recebe nome dgamética, e a adlise de expreées descritas por uma graticaé denominada
analise sinftica

Uma aplica@o possrel desta i@iaé a implementaio da transformap de expre€ees infixas paraqs-
fixas atraes de tés rotinas mutuamente recursivas, como indicado no Prog. 5.7. Um pontdantpo
a destacaé que cada um dosés procedimentoExpressapTermoe Fator &€ respongvel por processar
a parte da cadeia dénsbolos que corresponderespectiva constrag; aém disto, cada chamada de um
destes procedimentos avanca a&aglpeate o caractere que segue a consinuprocessada. A defegde
erros 1o é completa e sardeixada para o Exdio 5. Deve-se observar tain a maneira natural como
estes procedimentos seguem a de@orrecursiva das expréss indicadas acima. Um outro ponto a nétar
0 instante em que os operadoras fransferidos para aiga, produzindo o efeito de asso@a@ esquerda
dos quatro operadores.

Completemos agora 0 hosso programa com o operador de expo@enziac Podemos modificar a
definigdo de fator atrags de

f=p1Ap2A---Apn, n>1

p=z ou p=(e)
ondep denota os elementgsimarios de um fator.
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Programa 5.7 Transformago infixa para ps-fixa (verio incompleta)

type
Cadeia=array[ 1..ComprMax of char,

procedure InPogvar e: Cadeig);
var corr: char; pe 0..ComprMax

procedure Expressaoforward;
procedure Termq forward;

procedure Fator;
begin
corr := ¢ pqg ;
casecorr of
'd..'Z': begin
Saicorr);
inc(pe)
end;
'(": begin
inc(pe);
Expressao
if f pef =)’
then inc(pe)
end
elseErro
end
end, {Fator}

procedure Termq
var op: char; fim: boolean
begin
Fator;
fim:= false
repeat
corr := ¢ pq ;
if (corr="+) or (corr="/")
then begin
op := cofrt;
inc(pe);
Fator;
Sai(op)
end
elsefim:= true
until fim
end; {Terma}

procedure Expressao
var op: char; fim: boolean
begin
Terma
fim:= false
repeat
corr := ¢ pqg ;
if (corr='+") or (corr='-")
then begin
op := cofr;
inc(pe);
Termaq
Saiop)
end
elsefim:= true
until fim
end; {Expressad¢

begin
pe:=1;
Expressao
if e pel ##
then Erro
end; {InPos
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Aparentemente, a extéinsdo Prog. 5.7 para incluir a exponendageria muito simples, bastando para
isto mudar o nome do procedimeriator paraPrimario, e escrever um novo procedimeffator, aralogo a
Expressa@ Terma Entretanto, o procedimenkator escrito desta maneira trataria 0 operaddrcomo se
fosse associaddesquerda o quéin seria correto. Uma alise mais cuidadosa indica que seria neigss
utilizar uma pilha local ao f@prio procedimento para guardar todas as @urias do operadon\’ dentro
do fator corrente, e desempélfios e copiar para a s no fim da sua execagQ. Neste caso particular, a
pilha rao seria realmente necéss, pois bastaria anotar @mero de ocoéncias deA’, ja que temos um
Unico operador nestével de preceéncia.

Esta solugo, apesar de satisfaia neste caso particularao seria conveniente em geral, se houvesse
uma variedade maior de operadores. Afinal, estamos utilizando adegustamente para evitar o uso de
uma pilha exgkita! Uma outra maneira de resolver o probleemaodificar a definigo de fator:

f=p ou f=pAf

Note-se que agora a defiaigdef & diretamenteecursiva, e indica explicitamente que o operadodeve

ser associada direita. Segundo esta defia@, podemos escrever uma nova fierdo procedimentBator
indicada no Prog. 5.8. Note-se que o procediméiatimr nao pode decidir imediatamente qual das duas
alternativasp oup A f deve ser escolhida. Entretanto, as duas alternagéasotmesmo ittio p 0 que
permite que a ded@® seja postergadaéafjue seja processada a parte comum.

Programa 5.8 Procedimetd-ator

procedure Fator;

begin

Primario;

if ef pe ="/’

then begin

inc(pe);
Fator;
Sai’ ')
end

end; {Fator}

Uma ickia que pode surgir naturalmente neste momérdadransformago araloga das descidgs das
expresdes e dos termos para:
e=1 ou e=edt

t=f ou t=tx® f

Observe-se como foi feita a defiaig para indicar que neste caso os operad@esssociadod esquerda.
Entretanto, a transformag direta destas defiries em procedimentos,&nga ao caso deator, nao parece
ser postvel. Por exemplo, as duas alternativas para expessse e @ ¢, ttm partes iniciais diferentes e
nao esh claro como tomar a deé@is. Se o procedimentxpressachamasse inicialmente o procedimento
Termq nao estaria claro como proceder com outros termos se existissem; se elashantdalmente a si
mesmo, entraria numa repetinfinita!
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Esta dificuldade devida ao fato das defifies de exprees e de termos contergetursio esquerda
isto &, o conceito que estsendo definido aparece imediatamente igarda defini@¢o. No caso do fator,
temos arecursao direita, isto &€, 0 conceito aparece no fim da defiog O neétodo de aalise sinética
apresentado nesta &ecpertencel categoria de Btodosdescendentegue rio €0 apli@veis em casos
de recur@o esquerda, sem que haja uma manif@dagdicional das defindgs levando a formas como a
indicada inicialmente nesta sar. Deve-se mencionar que existem outras categoriasatieeggnmais gerais,
gue rao apresentam essas limibeg.

5.4

1.

Exerdcios

Prove, por indugo finita, que o imero de somas(8) realizado pela ve#® recursiva da furipfibo
do Prog. 5.2 dado por:
S(n) =fibo(n +1) — 1

Mostre que

(a) o rumero de movimentos impressos pelo procedim&ateesDeHanoindicado no Prog. 5.8
2" — 1,
(b) esteé o mimero mnimo de movimentos para resolver o problema.

Aplique as iéias da Sefp 5.2 para eliminar a rec@s do procedimentdorresDeHanokexibido no
Prog. 5.3.

. Generalize a igia de eliminago da recui@o aplicando-a ao caso de re@gasritua como indicado

no exemplo das furiegs f e g da pag. 41.Sugestdo: Utilize umadnica pilha, mas inclua nadigo
de retorno a informaip sobre a origem da chamada.

Complete o Prog. 5.7 de maneira a incluir todos os operadd@éisds e moadicos e a detetar todas
as condifes de erro.

Considere a seguinte defiai de todas as sé@ncias de p&nteses balanceados (veja té@mba
Se@o 4.2):

ondee denota a sdifncia vazia, e cada linha indica uma alternativa para @éseip. Escreva um
programa que usa recé@c para reconhecer as cadeias que correspondem a estaadefinic

. Considere a seguinte defiagde todas as sé@ncias deisnbolos que denotam exprées em notaip

pré-fixa:
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=
= &p
= ~p
= +pp
—pp
= *pp
= /pp
= App

SRS TS B~ B S TS B S TS
I

ondex denota uma letra mirscula. Escreva um programa que usa réaugsara transformar as
expresdes pé-fixas para ps-fixas.

8. Refaca o0 exefcio anterior para a transfornmig de expreges pe-fixas para in-fixasSugestao: E
mais fcil produzir expresses infixas com p@&nteses para cada operador, mesmo que sejarflsigs.
Por exemplo,+ax* bc’ produziria(a + (b * ¢)).

9. Refaca o exefcio anterior eliminando os pamteses sufluos. Sugestao: Cada rotina recursiva
deve receber como argumento uma inforéagobre o operador que @sendo processado.
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Capitulo 6

Arvores binarias

Neste cajiulo, bem como no fximo, estudaremoarvores, uma estrutura de dados que aparece com
freqiiéncia em muitas aplicaes. Intuitivamente, umarvore representa uma organiaagda informago

em que os dados @&t numa rela@o hiearquica. Na realidade, o uso éev/ores para representar rélag
precede de muito o aparecimento de computadores. Exemplos mais cons&ciggisvores genedlgicas

gue indicam os antepassados de um irflie. Assim a Fig. 6.1 indica @arvore geneélgica de um @o de

raca de propriedade de um dos autores. Bstare poderia ser estendida (quase!) indefinidamente com a
inclusaio de mais gerégs de antepassados, mas em getallmfaremos por falta de informég suficiente,

ou por falta de interesse, ou por falta de espaco!

Note-se que, pela ppria natureza da informag representada na Fig. 6.1, para cada iddiv Fa dois
antepassados imediatos. Note-se, tamjgue alguns indiduos esio repetidos, refletindo um fato comum
em arvores geneapiicas. Como veremos mais adiante, se ifggs8tmos em manter unimica ®pia do
nome de cada indiduo, com arias linhas apontando para estiia, a estrutura de dados deixaria de ser
propriamente umarvore. No caso desta figur&gasasocorréenciasdos nomes dos indiguos, e Ao 0s
individuos, que constituemavore.

A Fig. 6.2 apresenta um outro exemploateore, desta vez relacionada com assuntosiltigos: aar-
vore de alguns idiomas que descendem de umaétipatingua indo-europia. Neste caso, cadafjua pode
ter um rumero varavel e, em prinipio ilimitado, de descendentes diretos. Devido a linfies;de espaco,
bem como a diferencas de ofdoi entre os lingistas, a informaio contida narvore esd incompleta e
inexata.

Existem muitos outros exemplos de usoateores, como a organiZag hiearquica de uma empresa,
a classificago biobgica das egies, e assim por diante. Nas&eg que seguem, examinarenaogores
binarias. O Caftulo 7 sea dedicado arvores gerais, como a da Fig. 6.2.

'Em ingsutiliza-se o termgedigree

51
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Figura 6.1 Arvore genedgica
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Figura 6.2 Arvore de descendentes
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6.1 Definigges, terminologia e propriedades

Uma das variantes mais importantesagieores 80 asarvores birarias, das quais a Fig. 6.4 um exemplo.
De maneira mais precisa, adotaremos a seguinte dainic

Umaarvore birariaT é um conjunto finito de objetos denominadds (ouvértice9, tais que
ou (a) T évazio,

ou (b) T consiste de umdndistinto, chamaduaiz deT, e de duagrvores biarias disjuntad,
eT,, chamadasularvores esquerdadireitadeT (ou da raiz dd"), respectivamente.

Note-se que a defirfip dearvores bi@riasé recursiva.
A Fig. 6.3 mostra um outro exemplo devore biraria, em que osads foram rotulados com letras. Nas
aplicages, cadamsea rotulado com alguma informag relevante ao problema em qust

Figura 6.3 Exemplo dearvore biraria

O
()
O,

Existem algumas convedes e terminologia qué&in sido adotadas quase universalmente comaelac
asarvores, se bem que nem sempre de maneira muito coéréfeste texto, indicaremos geralmente as
arvores com as suasizas no topo da figura, e com as anres “crescendo” para baixo. Comatural,
as sularvores esquerda e direita aparecem representadas do ladaesgdineito da raiz. Deve-se notar
gue as duaarvores bidarias da Fig. 6.4&o distintas (veja, entretanto, as defids do Cajtulo 7).

O graude um rd de umaarvore birariaé definido como sendo dimero de sulirvores Ao vazias deste
no (portanto zero, um ou dois). Assim, 08sY, I’ e H da Fig. 6.3 &m graus 2, 1 e 0, respectivamente.
Os rbs de grau igual a zer@s chamados deds terminaisou folhasdaarvore. Os outross €10 0snos
internosou nds rao-terminais O conjunto de folhas darvore biraria da Fig. 6.2 {D, G, H}.

Ao descrevearvores bidrias utilizam-se com fréi@ncia termos inspirados parvores que representam
relagdes de parentesco. Assim, ® queé a raiz de umarvoreé chamado dpai* dos ros que &o as rizes
das suas sulvvores; na Fig. 6.34 € o pai deB e C; E € o pai d&5. Inversamente, falamos emdsique 8o

2Alguns autores preferem uma defi@icligeiramente diferente quém admitearvores bidrias vazias.

30 conceito dérvore adotado em Computare distinto mas relacionado com o conceito adotado em Teoria dos Grafos.

4Comoé praxe em portudds, as formas masculinas corpai ou irmao sio utilizadas como tradéies dos termos neutros
inglesegarentou sibling, sem nenhuma prefencia por um dos sexos.
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Figura 6.4 Arvores birarias distintas

filhosde um outro B; ainda na Fig. 6.3B e C sao os filhos ded; G & olnico filho deE. Os filhos de um
mesmo B a0 chamados demaos assim,B e C' sao irmaos, como o0& D e E.

As relages depai e filho s3o estendidas de maneira natural pamtepassad@ descendenteTodos
os rbs daarvore da Fig. 6.3 (inclusivel) sao considerados descendentesAdee A € o antepassado de
todos eles (inclusive de si mesma & um dos antepassados Bee deG; H & um descendente dg.
Obviamente, podé&mos definir, se fosse conveniente, @& coma@rimo, tio, e assim por diante.

O nivel de um  numaarvore birdria& um rumero natural obtido aplicando-se a seguinte defmic
recursiva:

(2) araiz daarvore biraria tem o ivel 1;

(b) se um  tem o niveln, enfio os seus filhoem o riveln + 1.

A altura (ou aprofundidadé de umaarvore birariaé o rivel maximo atribido a um 1 daarvore. Na
Fig. 6.3, 0s Bs A, C, E e H tém os fiveis 1, 2, 3 e 4, respectivamente; a altursadaoreé 4. A altura de
umaarvore biraria vaziaé igual a zer®.

Existemarias propriedades quantitativasadeores biarias que &o importantes para as suas aplies;
Citaremos apenas algumas, deixando as suas demd@estfzara os exeigos. Quase todas as demonshes;
sa0 bastante simples, utilizando em geral a idduqateratica.

1. Umaarvore biraria comn nbs utilizan — 1 apontadoresao nulos (utilizando a represengaccomo
a daFig. 6.3).

2. O mumero naximo de s de umarvore biraria de alturah 2" — 1.

3. As alturas raxima e ninima de umaarvore biraria den nds 10 dadas por e [log,(n +1)], respec-
tivamente®

4. Sejam ensy 0s rumeros de @s com zero e dois filhos, respectivamente, namare biraria. Engo
nyg = ng + 1.

5. O rMimerob,, deéarvores biarias distintas com nosé dado pob,, = #1 ( " ) Pode-se mostrar

que, para valores crescentesd® valor aproximad@ dado pob,, = 4™ /n/mn.’

5Alguns autores associaanraiz o nivel zero, e consideram a altura de uamgore biraria vazia como sendo indefinida.
SA fungao [r] indica otetoder, isto&, o ninimo inteiro maior ou igual a.
"Uma demonstraip desta propriedade pode ser encontrada, por exemplo, em Rhuth [
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6.2 Implementa@o dearvores binarias

A propria maneira de representar @vores biarias da Fig. 6.3 sugere uma implemeata@traes de
uma estrutura ligada utilizando apontadores. Dependendo da @pligagdemos incluir oudo certas
informagdes nesta represenéa; A Fig. 6.5 mostra a mesnaavore da Fig. 6.3, representada utilizando-se
apontadores e tornandadil a recuperao das informagesfilho esquerdc filho direito para cadad. O
tipo de ro utilizado poderia ser indicado num programa agagtas declarées:

type
ApReg= TReg
Reg=record
info: M;
esq dir: ApReg
end;
ArvBin= ApReg

onde M & algum tipo que correspon@einforma@o a ser contida em cad&.n Suporemos taném, na
maior parte das aplicaes, qued conhecido o apontadarraiz daarvore biraria atraes do qual pode-se ter
acessa@ arvore inteira. Este apontador podestar contido, por exemplo, numa @&el do programa, ou
no campo apontador de um outrd.n

Figura 6.5 Representdp dearvores biarias com campossqge dir

/N /
/ \

Esta representag permite realizar com facilidade as op&egde insed@o ou remogo de s, contanto
que elas sejam bem definidas. No caso da i@seppdelamos utilizar, por exemplo, um procedimento
como indicado no Prog. 6.1 onde foi convencionada uma iasaitg novo B como filho esquerdo dodn
apontado pop; a sularvore esquerda getornou-se a sudrvore esquerda do nové nOutros procedimentos
poderiam ser definidos de maneira semelhante.

Conforme a aplicao, podedo ser utilizadas representas ligadas diferentes. A Fig. 6.6 mostra ainda
a mesmarvore da Fig. 6.3, mas contendo apenas o apontador para a régg@seio rd pai. Note-se que
um algoritmo que utilizasse esta represeateigria necessidade de obter a inforémgobre a localizaép
de varios rbs daarvore (ao menos de todas as folhas); um apontador para éamiena suficiente neste
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Programa 6.1Procedimento de inséiga esquerda

procedure InsereEs@p: ArvBin; x: M);
var g: ApReg
begin
new(q);
with qf do
begin info:= x; esg:= p?.esq dir := nil end;
pT.esq:=(q
end;

caso. Aem disto, dado umaqualquer, &o seria possel decidir se elé& o filho esquerdo ou direito do seu
pai. Caso esta informag fosse exigida pela aplicag, seria neceésio colocar, por exemplo, uma marca
adicional em cadam

Figura 6.6 Arvore binaria com o campgai.

AN

G H

Em certos casos, podem ser utilizadas represeesaqais eficientes pagavores bidrias. Dizemos
que umaarvore biraria de alturég & completd se ela contive2” — 1 nos (ou seja, ommero naximo de 10s
—veja a Propriedade 2 da $ec6.1). A Fig. 6.7 mostra unfvore completa de altura & facil verificar
que podemos associar a cadexrde umaarvore biraria completa unindice f(x) tal que:

(@) sexr éraiz,erdo f(z) =1;
(b) sex. exysdo os filhos esquerdo e direito deenio f (z.) = 2f(x) e f(zq) = 2f(z) +1;
(c) sex naoé raiz, er, € o pai der, enfo f(z,) = | f(z)/2] .2

Nestas condies, podemos representaraore da Fig. 6.7 por um vetor désy como indicado abaixo:

8Em inglesfull binary tree
A funcdo || indica opisoder, istoé, o maximo inteiro menor ou igual a
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Figura 6.7 Arvore biraria completa de altura 4

8 &b ﬁfg@

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

[alB]1]c[FlJ[m[D|E[G]H[K][L[N]O]

E obvio que, nesta represerdac dado dndice de um @ qualquer,e simples e eficiente achar os
seus filhos e o seu pai, se existireméwl disto, com a elimin&p dos apontadores pode haver economia
consideavel do espaco utilizado para armazenanere. Esta representagpode ser estendida de maneira
Obvia paraarvoresquase completague §i0 aquelas semelhantas completas, em que adaltando um
certo rumero de 0s no final da ordem indicada péeiladice f(x) definido acima. A Fig. 6.8 mostra um
exemplo.

Existem \arias aplica@es em qué@rvores completas e quase completas com esta repreaestsigen-

cial podem ser utilizadas. Outras maneiras de repres@mnares biarias sefio vistas nas sées seguintes
€ nos exencios.

Figura 6.8 Arvore biraria quase completa de altura 4
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6.3 Percurso dearvores binarias

Varias aplicages dearvores bidrias exigem o exame sistatico das informages contidas em todos 08$
daarvore. Dizemos que tais aplids realizam urpercursad® (ou umatravessia daarvore, e que cadan
recebe uma ou maissitas A ordem em que 0sds devem ser percorridos depende da aficaExistem,
entretanto, duas classes de percursos que aparecem com nig@sdiage que sao estudadas de maneira
mais detalhada.

Uma classe de percursos @evores bi@riasé constitiida por percursoesm profundidadeque seguem
a popria defini@o recursiva destamvores. Tés desses percursos poderiam ser chamados @ricas, e
esfo definidos a seguir, para o cascateores biarias r@o vazias:

e Pré-ordem:

Visitar a raiz
Percorrer a survore esquerda eméordem
Percorrer a sudrvore direita em f@-ordem

e POs-ordem:

Percorrer a sudrvore esquerda enbp-ordem
Percorrer a survore direita em @s-ordem
Visitar a raiz

e Inordem (ou ordem sigtrica):

Percorrer a sudrvore esquerda em inordem
Visitar a raiz
Percorrer a sudrvore direita em inordem

No caso daarvore da Fig. 6.3 obteamos as seguintes ordens de percurso:

Pre-ordem: A,B,D,E,G,C,.F,.H
Pos-ordem:D,G.E,B,H ,F,C,A
Inordem: D,B,G,E,A,F,H,C

Estas definiges podem ser traduzidas diretamente em procedimentos recursiviosplgimentam os
percursos. Supondo a implemeritaglearvores da Sé&p 6.2 com os campa@sge dir, podemos utilizar o
procedimento apresentado no Prog. 6.2 para realizar o percurs@enrdem, utilizando recu@s.

Os outros percursos em profundidade podem utilizar procedimeritmgas, trocando-se simplesmente
a posi@o do comando de visita admp. E facil verificar que os procedimentos realizam uamero de
opera@es proporcional ao tamanho devore apontada par (isto &€, ao fumero de Bs). A menbria uti-
lizadaé proporcional aotmero néaximo de chamadas recursivas atingido em algum instante da érecug
Este rumeroé iguala altura dearvore, sendo no aximo igual ao seutimero de ps. Mais adiante estu-
daremos maneiras mais eficientes de implementar estes percursos, dimingsidelpente os fatores de
proporcionalidade mas sem afetar o comportamnento descrito.

Dizemos que o percurso de uraesore birariaé realizadem largura(ou em rivel) se 0s seusas K0
visitados em ordem dos seutveis, istoé, em primeiro lugar oinel 1 (a raiz), depois oimel 2, depois o

1%Em inglestraversal
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Programa 6.2Procedimento de percurso recursivo er@-prdem

procedure PreOrdentp: ArvBin);

begin
if p#£ nil then
with pT do

begin
Visita(p);
PreOrdentesq;
PreOrdenidir)
end

end;

nivel 3, e assim por diante. Dentro de cadeeh a ordem costuma ser da esquerda para a direita, quando
representada como na Fig. 6.3. Assim, para agaelare, o percurso em largura produziria a seguinte
ordem das visitas ao®ns: A,B,C,D,E,F,G,H.

Uma maneira simples de implementar o algoritmo de percurso em l&guilezar umafila como defi-
nida na Sego 4.4, para “lembrar”, em ordem certa, @smue aindado foram processados (inicialmente,
araiz). No procedimento do Prog. 6.3 8epse que os elementos da fiteoglo tipoApReg e que todos os
procedimentos auxiliares foram definidos convenientemente.

Programa 6.3Procedimento de percurso em largura utilizando uma fila

procedure PercursoEmLargurgp: ArvBin);
var f: Fila; g: ApReg
begin
InicializaFila(f);
InsereFilaf,p);
repeat
Remové ,q);
if g#nil then with g7 do
begin
Visita(q);
InsereFilaf,esq;
InsereFilgf,dir)
end
until FilaVazia(f)
end;

E facil verificar que o tempo de exeéia;do procedimentBercursoEmLargur@ basicamente propor-
cional ao tumero de s existentes narvore.E interessante notar ta@m que, no caso davores bidrias
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completas ou quase completas, com sua repregensagiencial da seiop anterior, o algoritmo de percurso
em largura reduz-se a uma simples enunagdencial dos elementos do vetor que represearaare!

Os percursos em profundidade definidos nestassggerem algumas outras represdigadineares de
arvores que podem ser muiiieis em algumas aplicags, como por exemplo a represegtaglearvores
em arquivos. Note-se que, dado o resultado de um dos percuraosda, 1[foé possvel reconstrirla sem
alguma informago adicional. Pode-se mostrar, entretanto (veja os Exescs e 6), que esta reconstaiog
& posével se forem conhecidos os resultados de se percoémsoae em pe-ordem e inordem (ou enogp-
ordem e inordem). Podemos descrever, assim,amae birdria fornecendo duas ordens de percurso. Uma
outra maneira de descrever uaraore consiste em fornecer apenas uma das ordens de perauralyoma
informagao adicional. Por exemplo, podemos indicar, para cédgumis 80 as suas saovores @o vazias.
Adotando a nota#p X;;, com valores de (ou j) iguais azerose a subrvore esquerda (ou direita) for vazia,
e iguais aumcaso contario, obém-se para arvore da Fig. 6.3, no caso daéepordem, a represenag:

A11B11Doo E10GooClroFo1Hoo

Ao invés de utilizar o$ndices, podemos usar uma des@oi@arerética, na qual (no caso da inordem,
por exemplo) cadaté descrito por um abre-pgamtese, a descég da sua suyvore esquerda, dtulo
do o, a descrigo da subrvore direita, e por um fecha-@etese; umarvore vazia fica descrita poy.
Novamente, no caso do mesmo exempl@dere biraria, obtetamos a descrap:

(((OPO)BUOGOEN))AOFOH()))CO))

Este tipo de descrép parerttica pode ser obtido facilmente com percurso em profundidaédevdee.

Os procedimentos de percurso em profundidade descritos agomalsitodbvios e bastante eficientes,
pelo menos em prifpio, pois 0s seus tempos de exedoi@ a meraria utilizada no pior cascé® essen-
cialmente proporcionais ao tamanhoatsore. Mesmo assim, podem-se aproveitar as particularidades dos
procedimentos e a estrutura de dados utilizada para introdarzasvmelhoriasas vezes de maneira muito
engenhosa.

Em primeiro lugar, podéamos aplicar aos procedimentos de percurso em profundidaderdsals
vistas na Seip 5.2 para eliminar o uso da recams substituindo-a por uma pilha eiqita. Mesmo se a
transformago for aplicada sem levar em considéra@s caractesticas de cada procedimento, pdaeaver
uma economia aprewmiel no tempo de execéig e na medria maxima utilizada. O tempo seria economi-
zado diminuindo-se oimero de operdes necessias para processar cada nque na formulago anterior
incluia chamadas recursivas do procedimento, que podem ser openmatativamente caras em algumas
implementades. As chamadas das rotinas que manipulam a pilh&éapboderiam ser implementadas de
maneira mais eficiente, ou simplesmente sulistitsipor comandos corresponderifeg\lém disso, con-
forme foi visto na Se@o 1.3, para cada chamada recursiva, o sistema cria na sua pilha umaremde
dados locais para um procedimento, @ueseuegistro de ativago. Estaareaé normalmente muito maior
do que o espaco que &autilizado para cadain com uma pilha exjdita. Como resultado, termos ainda
procedimentos com tempo e espaco lineares, mas com coeficientes aieiprgdidade significativamente
menores. Como exemplo deste tipo de transfoBmagmostramos no Prog. 6.4 o percurso earqgndem.
Supusemos neste caso que os elementos da pithaspecificados pelas decldrag abaixo. A adaptag
deste procedimento para a inordem éa-prdeneé muito simples (veja o Exeigio 16).

YEsta substitu@oé denominadas vezegxpanéo em linha
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type
Chamadas = (chamadalchamada2;
ElemPilha= record
info: ApReg
chamadaChamadas
end;

Programa 6.4Pré-ordem com pilha exjita obtida por transformag

procedure PreOrdenip: ArvBin);

type
Acoes= (entradaretornosaida);
var
f: Pilha; g: ApReg ch: Chamadas
acaa Acoes
begin
InicializaPilha(f ); acao:= entrada
repeat
caseacaoof
entrada if p#nil
then begin
Visita(p); Empilhgf,p,chamadal;
p:=pl.esq
end

else acao:= retorng,
retorna if PilhaVazigf)
then acao:= saida
else begin
Desempilhéf ,p,ch);
casech of
chamadalbegin
Empilhgf,p,chamada,

p := pT1.dir;
acao:= entrada
end;
chamada2{ nada}
end
end

until acac=saida
end;

A versao do procedimento mostrada no Prog. 6.4 foi obtida de maneira quas&ricegc sem levar em
considerago a natureza do procedimento recursivo em @uastém a estrutura que ele@stanipulandoE
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interessante notar que no caso daprdem podemos obter uma outra @ermuito simples do procedimento
atraes de uma pequena transfor@aglo procedimentBercursoEmLargurabasta substituir a fila por uma
pilha, e inverter a ordem de ins@gdos elementos, como indicado no Prog. 6.5.

Programa 6.5Pré-ordem com pilha explita araloga ao percurso em largura

procedure PreOrdentp: ArvBin);
var f: Pilha;
begin
InicializaPilha(f);
Empilhaf,p);
repeat
Desempilhéf,p);
if p=#£nil then with pT do
begin
Visita(p);
Empilhaf ,dir)
Empilhaf,esq;
end
until PilhaVazigf)
end;

Uma ardlise destas vebes mostra queshmuitos empilhamentos seguidos imediatamente de desempi-
lhamentos, &@m do empilhamento de apontadores nulos. Aaedo Prog. 6.6, um pouco mais elaborada,
elimina esta inefi@ncia.

No caso dos outros percursos em profundidade, éamtiodemos aproveitar as suas peculiaridades para
diminuir mais ainda os coeficientes de proporcionalidade. Por exemplosaaagbs-ordemeé necesrio
distinguir quando o algoritmo éstvoltando depois de percorrer a ammre esquerda ou direita d@ n
corrente. Esta distidp pode ser feita comparando-se o apontador a uma destagaa@s com o apontador
aolltimo nb visitado, como mostrado no Prog. 6.7.
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Programa 6.6Pré-ordem mais eficiente com pilha ebgita

procedure PreOrdentp: ArvBin);
var f: Pilha; fim: boolean

begin

InicializaPilha(f); fim:= false

repeat

if p£nil
then with p7 do

begin
Visita(p);
if dir#£nil then Empilhgf,dir);
p:=esq
end

else ifPilhaVazigf)
then fim:= true
else Desempilh&f ,p)
until fim
end;
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Programa 6.7 P6s-ordem com pilha exjalita

procedure PosOrdenip: ArvBin);
var f: Pilha; ultimo. ApReg sobe boolean
begin
InicializaPilha(f);
repeat
while p#nil do
begin
Empilhaf,p); p:= pT.esq
end;
sobe:= true; ultimo := nil;
while sobeand (not PilhaVazigf)) do
begin
Desempilhéf ,p);
if pT.dir#£ultimo

then begin
Empilhgf,p); p:= pl.dir; sobe:= false
end

else begin
Visita(p); ultimo:=p
end

end
until PilhaVazigf)

end;

Uma outra i@ia interessante pode ser aplicada para reduzir o espaco utilizadgqranzos de percurso
em profundidade. Ao ires de manter a pilha como uma estrutura de dados separada, pode-sdambuti-
dentro da pbpriaarvore, a um custo que em certos casos pode ser desgre2 algoritmo do Prog. 6.8,
conhecido com o nome de Deutsch, Schorr e Waite (veja por exemplo Kfutinjplementa esta &la
ao inverter os apontadores qued@sho caminho desde a raiz devore ak o rb corrente. O ratodo exige,
entretanto, a exighcia nos s de um campo adicional para distinguir entre as possibilidades dedavers
do apontador esquerdo ou direito. Esta m& taplementada possivelmente aproveitando-se algum espaco
nao utilizado do poprio nd (umbit & suficiente). O Exefcio 18 sugere uma outra soRgem que as marcas
formam uma pilha externaarvore, mas ocupam um espa¢o bem menor do que a pilha de apostadiore
versao do Prog. 6.8 indicamos de manedtavia onde devem ser colocados os comandos de visita para a
obten@o dos tés percursos em profundidade. Os tipos foram redefinidos par& imcampomarca

Deve-se notar como, durante o percurso, aavalit aponta para uma lista ligada desque constituem
a pilha (as ligages entre os elementos da lista usam os careggsu dir conforme amarcg); a variavelp
aponta sempre para @ corrente.

Uma observa@o importante sobre o algoritmo de Deutsch, Schorr e \eaitee ele modifica temporari-
amente a estrutura de dados percorrida, mas deixa-a finalmente intaeta,pogsivelmente pelos campos
de marca. Este fato pode tornar impratiel o uso do algoritmo em certas sitas, como por exemplo
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numa base de dados compartilhada panos processos concorrentes. Por outro lado, caso sejivgloss
incluir as marcas nosas, o algoritmo realiza o percurso utilizando neia auxiliar constante (apenas as
variaveis do programa).
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Programa 6.8Algoritmo de Deutsch, Schorr e Waite

type
Marcas= (MarcaEsq MarcaDir);
ApReg= TReg
Reg=
record
info: M;
marca Marcas
esq dir: ApReg
end;
ArvBin= ApReg

procedure DeutschSchorrWaitg: ArvBin);
var t,g: ApReg sobe boolean
begin
t:=nil;
repeat
while p#£nil do with pT do { desce ‘a esquerda
begin
PreVisitap); marca:= MarcaEsq
q:=esq esq:=t;
t:=p; p:=¢q
end;
sobe:= true;
while sobeand (t+#nil) do with t7 do
begin
casemarcaof
MarcaEsq begin { desce ‘a direitg
InVisita(t); sobe:= false

marca:= MarcaDir; q:= p; p := dir;

dir := esqesqg:=q

end;

MarcaDir: begin { sobe}
PosVisitdt);
g :=dir; dir := p;
p:=t; t:=q
end

end

until t=nil

end;
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6.4 Exemplo de aplicago: arvores de busca

Arvores birarias 8m muitas aplicdaies, e algumas delas 8ewvistas mais adiante. Nestadegmostraremos
uma aplicago simples que sarexplorada de maneira mais completa noiCép 8.

Suponhamos que, nunaavore birria, os campos de informag coném objetos que podem ser classi-
ficados de acordo com alguma ordem total. Como exemplos jpoaies tomar ameros inteiros (ordenados
de maneirdbvia) ou cadeias de caracteres (em ordem affed ou lexicogafica?). Dizemos, eriio, que
a arvoreé umaarvore biraria de buscase em cadaddaarvore vale a propriedade de que, usando a or-
dem especificada, o valor contido no seu campo de infdosggueiodos os valores contidos noésnda
sularvore esquerdagecedaodos os valores contidos nodsda subrvore direita.

A Fig. 6.9 mostra um exemplo @evore biraria de busca que cdrh os limeros inteiro$, 8, 10, 15, 16, 21, 25, 27;
na Fig. 6.10 temos um exemplo éevore bir@ria que cortm os nomes abreviados dos meses, em ordem
alfabética.

Figura 6.9 Arvore biraria de busca contenddimeros

Arvores birairias de busca podem ser utilizadas para manter de maneira eficientedalstanentoss
muito simples, por exemplo, a verifiGgda presenca o@o de um elemento na tabela. O Prog. 6.9 mostra
0 exemplo de um procedimento que verifica se um elementh contido naarvore de busca apontada por
p, € caso conério o insere; o valor final da vavel pertenceindica se o element@jpertencia arvore.
Supusemos neste exemplo a implemeitata Sego 6.2. Utilizamos neste caso a form@agecursiva que
torna a elaborap mais simples. O uso da recans neste casoan & estritamente neceso, pois a busca
pode ser realizada com uma simples malha repetitiva (veja o IExeRS).

Deve-se notar que dimero de operdigs executado pelo procedimeBiascalnser& proporcional, no
pior casoa profundidade darvore. De acordo com as propriedades d&a8&¢1, a profundidade de uma
arvore biraria comn nbs esh entre[log,(n + 1)| e n. Dizemos que umarvore biraria esh balanceada

20rdem lexicogaficaé uma generalizé@p da ordem alfsitica que inclui tamém outros caracteres quaanletras.
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Figura 6.10 Arvore biraria de busca contendo nomes dos meses

se ela tem profundidadeinima, ou sejdlog,(n + 1)]. Na pitica, procura-se manter as/ores de busca
balanceadagle tal maneira que suas profundidades sejamipras da rmima (veja Sego 8.1). Pode-se
mostrar tambm quearvores de busca obtidas por inger@m ordem aleatia ©m profundidades adias
bastante gximas desta profundidadeimma.

A remo@o de um elemento de undavore biraria de busc& ligeiramente mais complicada. Caso o
elemento esteja nunbrgueé uma folha daarvore, basta substitlb por uma subrvore vazia; no caso de
um nb com apenas uma satvore vazia, a rem@p aindaé simples, substituindo-se o apontador a eéte n
por um apontadoa sualnica sufarvore. Finalmente, quando o elemento a ser removidorasnh o de
grau dois e, portanto, com duas ammres &o vazias, podemos substituir o valor a ser removido pelo maior
valor que o precede (ou 0 menor valor que o segue) e remover o dutEdfacil verificar que este outradn
tem o grau zero ou um, recaindo-se no caso anterior (vejeg@notExerecio 24).
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Programa 6.9Busca e inse@o numaarvore biraria de busca

procedure Buscalnsergvar p: ArvBin; x: T; var pertenceboolear);
begin
if p=nil
then begin
pertence= false new(p);
with pt do
begin
esq:= nil; dir := nil; info:=x
end
end
else withpT do
if x=info
then pertence= true
else ifx<info
then Buscalnsergesqx,pertence
else Buscalnsergdir x,pertence
end;
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6.5 Exercicios

1. Demonstre as Propriedades 1 a 4 d&aSe;1 (fag. 55).

2. Dizemos que umarvoreg estritamente biaria se todos os seu$a &m graus 0 ou 2. Quélarelago
entre o imero total de ros de umaarvore biraria estrita e osimerosng e no (veja a Propriedade
4 da Se&o 6.1).

3. Caracterize a@rvores biArias para as quais agordem e a inordem produzem os mesmos resultados.

4. Caracterize a@rvores biArias para as quais agpordem e o percurso em largura produzem 0s mesmos
resultados.

5. Mostre que nenhuma dagsrordens de percurso em profundidade determina soziaee bi-
naria da qual ela resulta. Mostre que &ardem junto com ags-ordem tamém rio é suficiente.
Sugestéao: Exiba contra-exemplos para cada caso.

6. Mostre que a @-ordem e a inordem (ou a@g-ordem e a inordem$e suficientes para determinar
umaarvore biraria. Sugestao: Descreva os algoritmos de reconstrag mostrando que em cada
passo A somente uma escolha.

7. Dada umarvore birarial’, define-se mumero de StrahleS(T") por:

seT évaziaerdaoS(T) = 0;
seT naoé vazia, €, e T; sao as duas s@#ovores del’, enfio:

[ max{S(T.),S(Ty)} seS(T.) + S(Ty)
S(T) = { S(T.) +1 ’ caso contrio ‘

(a) Escreva um procedimento que calcula Gmaros de Strahler para todas as&subres de uma
arvore bir@ria, armazenando-0s nas suas respectivassa

(b) Enumere aérvores bi@rias com o imero mnimo de s, tal que o seulnmero de Strahlet 3?

(c) Escreva um procedimento de percurso em profundidadeaees biarias que, utilizando os
nimeros precalculados de Strahler, minimiza a altui@ima da pilha escolhendo conveniente-
mente em cada passo a ammre esquerda ou direita para ser percorrida em primeiro lugar.

8. Suponha qué dada uma col@p de s para representar de maneira padumaarvore biraria. Os
camposesqdestes os formam uma lista ligada que representa&qgndem de umarvore bir@ria;
os campodglir formam a lista (dos mesmo®$) que representa a inordem da mesmvare. As duas
listas 0 dadas por apontadores aos seus primeirss Bscreva um procedimento que recanisr
arvore bir@ria correspondente, sem gerasradicionais.

9. Escreva procedimentos para a ob&ngde descriges lineares (vejagy. 61) dearvores biarias com
representaio padao, de acordo com osaxios percursos em profundidade.
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Programa 6.10Pre-ordem com pilha exjita

type
ProxTarefa= (FazVisita FazPercursg;
RegPilha=record info: ApReg tarefa ProxTarefaend,

procedure PreOrdentp: ArvBin);
var f: Pilha; g: ApRegt: ProxTarefa
begin
InicializaPilha(f); Empilhaf,p,FazPercursy;
repeat
Desempilh&f ,qt);
caset of
FazVisita Visita(q);
FazPercursoif g nil
begin
Empilhgf,dir,FazPercursg;
Empilhgf,esqFazPercurs;
Empilhgf,q,FazVisitg
end
end
until PilhaVazigf)
end;

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Escreva procedimentos para reconstamiores bi@rias a partir das suas desoeg lineares (veja
pagina 61).

Escreva procedimentos para realizar 8s prercursos em profundidade @wwores biarias comple-
tas e quase completas, representada8eseiplmente. Bo use recuB® nem estruturas de dados
auxiliares.

Note que o procedimenRreOrdemdo Prog. 6.2 executa chamadas recursivas mesmo paraas sub
vores vazias. Reescreva o procedimento para evitar estas chamastata B economia de tempo e
espaco obtida.

Uma outra maneira elegante de realizar o percurso érorgdem est indicada no Prog. 6.10, onde
est includa a declarap do tipoRegPilhada informao que deve estar guardada na pilha. Escreva
procedimentos a@iogos para realizar os outros dois percursos em profundidade.

O que se pode afirmar sobre o tamanlkdaimo alcancado pela fila do procedimeR&cursoEmLar-
gurado Prog. 6.3?

Reescreva o procedimer®ercursoEmLargurado Prog. 6.3 de maneira a eliminar a ingerge
apontadores nulos na fila.

Escreva procedimentos para inordendg-prdem, aalogos ao procedimenfreOrdendo Prog. 6.4.
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Programa 6.11Algoritmo de Lindstrom e Dwyer

procedure LindstromDwye(p: ArvBin);
var vaziaq,t: ApReg
begin
newvazia); t:= vazia
repeat
if p=nil
then beging:=p; p:=t;t:=gend
else begin
Visita(p);
q:=t t:=p; p:=pl.esq
t7.esq:= t].dir; t7.dir :=q
end
until p=vazia
disposévazia
end;

17.

18.

19.

20.

Escreva um procedimento para inorder@lego ao procedimentereOrdemdo Prog. 6.6.

Implemente o algoritmo de Deutsch, Schorr e Waite do Prog. 6.8, utilizandogar das marcas
em cada 6, uma pilha externa de marcas que indica os campos invertidos no camirdie da
corrente.

Considere o procedimento do Prog. 6.11, proposto por LindstPbe Dwyer [?], para percorrer
arvores biarias utilizando a representagligada comum. Explique o resultado do percurso realizado
pelo procedimentdE posével fazer com que o procedimento realize um dds frercursos cénicos

em profundidade?

Considere uma represer@taglearvores biarias proposta por Siissy em P] em que o campesq
de cada ©in coném o resultado da expréss

pai(n) ® filho_esq(n)

e analogamente para o camgio. Nestas expredgs,pai(n), filho_esq(n) e filho_dir(n) deno-

tam osenderecogios respectivosas, e® denota a oper@p deou-exclusivoentre os @jitos na
representaio biraria do endereco. Quando algum dés rio existe, utiliza-se o valor nulo. Note-se
que, para quaisquer valoreg y, valemz @y dr = y ex Gy Py = x. Suponha tamm que cadam
coném um campo de marca que indica se eété o filho esquerdo ou direito do seu pai. (Suponha
que o 10 raizé o filho esquerdo do seu pai, quiorexiste). Escreva os procedimentos de percursos
carbnicos em profundidade devores representadas desta maneira. Os procediméitiatenem
modificar aarvore durante o percurso, nem utilizar estruturas de dados auxdigossamanho possa
depender da pipriaarvore.
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21. Ache exemplos de ordens em que poderiam ter sido inseridos os wlemagarvores bi@rias de
busca das Figs. 6.9 e 6.10. Existe alguma maneira sisigade achar estas ordens?

22. O exertio anterior apresentavias soluges; ache uma caracterizacde todas elas.
23. Reescreva o procedimento do Prog. 6.9 sem usar &cnesn pilha.

24. Escreva um procedimento que remove um elemento dado démnor@ biraria de busca; @3 a
remo@o aarvore deve manter a propriedade de ser de busca.

25. O conceito dérvores bi@rias pode ser generalizddgara nilltiplas sutarvores, adotando-se a
definicdo: dado um inteiro positiva, umaarvoren-ariaT € um conjunto finito de objetosi§s
ou vérticeg tais que:

ou (a) T & vazio,

ou (b) T consiste de umadistinto, chamadaaiz de T', e den arvoresn-arias disjuntas
T1,T5,...,T,, chamadaprimeira segunda. . ., n-ésima subirvoresde (ou da raiz
deT), respectivamente.

Note que uma representag;padéo dearvoresn-arias poderia utilizar @s declarados por:

type
ApReg= TReg
Reg=record
info: M;
filhos array[ 1..n] of ApReg
end;
ArvNaria= ApReg

Estenda, sempre que posd as noges e os algoritmos estudados nestétoppara o caso darvo-
resn-arias.

13Um outro tipo de generalizag sea visto no cafiulo seguinte.



Capitulo 7

Arvores gerais

O captulo anterior foi dedicado a um estudo bastante completretres biarias, uma estrutura que apa-
rece com frefiéncia nas aplicdigs. Entretanto existem situlss nas quais unévore biraria rio constitui
uma descrigo natural das relégs entre os objetos a serem manipulados; um exemplo dest@siaza:
rece na Fig. 6.2 referentefanilia de linguas indo-eurdpas. Cada @ desta figura poderia ter untimero
variavel e, em prinipio, ilimitado de descendentes diretos. Outros exemploasarvores dos descendentes
de um indivduo, da organizap hiearquica de uma empresa e da classificegiobgica de esgcies.

Nas sefes deste cafulo estudaremos as defidigs, propriedades, represeidasg eficientes e os al-
goritmos apli@veis a essaarvores gerai$,fazendo refeégncias fregentes aos conceitos correspondentes
relativosasarvores biarias.

7.1 Definigoes e terminologia

Uma arvore geral(ou simplesmente umarvore) T € um conjunto finito e &0 vazio de objetosfs ou
vérticeg, tais queT consiste de umdistinto, chamado de raiz dg, e dem > 0 arvores disjuntas
T, Ts, ..., Ty, chamadasukarvoresde T (ou da raiz dd).

Note-se que esta defidig rio admite o conceito darvore vazia; por outro lado, umbrpode @o
ter sularvores fn = 0). Est implicita nesta defingo umaordemdas subrvoresTy, Ty, . .., T,,; alguns
autores preferem usar neste caso o teimvores ordenadas

E interessante, neste contexto, introduzir mais um conceitofloreata(ou umaarbores@ncia & uma
sediéncia finita dearvores. Dada uma floresté podemos escrever, portanto,= (71,7, ..., T,,) onde
m > 0 e caddl; representa umarvore da florest&'. Deve-se notar que a defidig de florestas tanéim é
recursiva, pois umarvore pode ser vista como a sua raiz juntamente com a floresta daslsras®s. A
Fig. 7.1 mostra um exemplo @evore; retirando-se a rai4, obem-se uma floresta de quaaiovores, com
asrazesB,C,DekFL.

Os conceitos dgrau, folha, nd interng pai, filho, irmao, antepassadodescendentenivel e altura
definidos na Se&p 6.1 podem ser adaptados de maneira nalgatvores gerais e s@o deixados para
exergcios.

!Esta generalizép deve ser contrastada coméagoresn-arias introduzidas no Exdmio 25 do Cap. 6.

75
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Figura 7.1 Exemplo deéarvore

) © GG
& ® 00

7.2 Representago dearvores

Por analogia conarvores biarias, poddamos representarvores gerais por meio dé@s que inclissem
vetores de apontadores, prevendo algimero naximograuMaxde filhos:

type
ApReg= TReg
Reg=record
info: M;
grau: 0..grauMax
filhos array[ 1..grauMaX of ApReg
end;
Arvore= ApReg

onde o camparau indica o rumero de filhos realmente existentes. Esta represiemt&gia dois incon-
venientes. Em primeiro lugag necesario prever um limite raximo para o grau de cad®&,no que pode
ser dificil em algumas aplicdies. Em segundo lugar, pode haver um grande ddspede mendria se o
grau de cadafor, em geral, muito menor do que essaximo. Em alguns sistemas (inclusive algumas
implementades de RscAL), & posével obter-se o efeito de uma declaiagomo

type
ApReg= TReg
Reg=record
info: M;
grau: 0..grauMax
filhos array[]] of ApReg
end;
Arvore= ApReg

onde o imero de componentes do vefidhos € indicado quand@ alocada uma vavel diramica do
tipo Reg Com esta facilidade ficariam resolvidos os dois problemas citados. Emdretarnam-se mais
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Figura 7.2 Uma floresta com &sarvores
Figura 7.3 Representaip biraria de uma floresta conmésgarvores

complicadas as operdgs sobrérvores que possivelmente modificam o grau de Gnptomo a insedo e
a remogo.

Uma outra alternativa para represeréarores geraig a utiliza@o dearvores biarias para representar
florestas deéirvores. Considere a floresta destarvores indicada na Fig. 7.2. Suponha agora que cada
nd da forestee ligado por uma aresta horizontal ao seudonseguinte, quando existir, e por uma aresta
descendente ao seu primeiro filho, taambquando este existir. Ao mesmo tempo eliminadas as arestas
originais. O resultado desta opeaagparece na Fig. 7.3. (Note que dgeaA, B e C' das tésarvores 80
consideradas irés.)

Se considerarmos as arestas descendentes como sendo as que pponfdhos esquerdos e as hori-
zontais como as que apontam para filhos direitos, a Fig 7.3 pode ser itddgocemo umarvore biraria, a
partir da qual pode-se reconstruir facilmente a floresta original (vejeodEio 2). A fim de enfatizar esta
utilizagao dearvores bidarias, poddamos utilizar s declarados por:
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type
ApReg= TReg
Reg= record
info: M;
irmao, filhos ApReg
end;
Arvore= ApReg

A transformado indicada neste exemplo pode ser definida de maneira mais precisagdsegpibpria
estrutura recursiva dos objetos envolvidos. Seja (11,75, ..., T,,) uma floresta comn > 0. A arvore
binariaB(F') que represent&’ & definida por:

(a) arvore biraria vazia s’ € uma floresta vaziar{ = 0);

(b) arvore biraria cuja raiz corm a mesma informag da raiz d€7; cuja sularvore esquerda
é dada poB((T11,T12,...,Tim,)) onde(T11, 1o, ..., Tim, ) € a floresta das sabvores
deT}; e cuja subrvore direiteé dada poB((73, ..., Ty)).

Pode-se definir de maneiradaga uma transformag inversa que associa a caaore birariaT uma
florestaF(T") por ela representada (veja o ExXero 2).

A representa@o biréria assim definida resolve os problemas das outras repre@esitsiggeridas no
inicio desta seéfp. Como veremos na S&t seguinte, existe taraln uma corresporghcia natural entre
percursos de florestas e os percursos em profundida@leroiess biarias. Note-se tan@m que umarvore
geral pode ser tratada como uma florestaauiat ou seja constitda de umainicaarvore.

Deve-se notar, tan@m, que a representag de florestas por meio éevores bidrias pode ser interpre-
tada como uma lista de listas, semelhargdistas generalizadas a serem vistas no Cap. 9.

7.3 Percursos de florestas

Analogamenteas arvores biarias, \arias aplica@es dearvores gerais e de florestas exigem um exame
sistenatico do contado de todos os@s. Costuma-se definir, portanto, algumas ordens de percurso naturais
SejaF = (11, Ts,...,T,,) uma floresta &o vazia, ondd’; = (711,712, ...,T1mn,) € afloresta das sab
vores del; teremos er#o:

e Pré-ordem de florestas:

Visitar a raiz del}
Percorrer a florestd; em pe-ordem de florestas
Percorrer a florestgls, . . ., 7,,) em pe-ordem de florestas

e POs-ordem de florestas:

Percorrer a floresta; em ps-ordem de florestas
Percorrer a florest@ly, . . ., T,,) em ps-ordem de florestas
Visitar a raiz dely
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e Inordem de florestas:

Percorrer a florest} em inordem de florestas
Visitar a raiz deq}
Percorrer a florestély, . . ., T,,,) em inordem de florestas

No caso da Fig. 7.2 obte&mos os seguintes resultados:

Pre-ordem: A,D,J,E,K,L,F,G,M,B,C,H,I,N,0,Q,P
Pbs-ordem:J,L,K ,M ,G ,F ,E,D,Q,P,O,N,I,H,C,B,A
Inordem: J,D,K,L,E,F,M ,G,A,B,H,N,Q,0,P,1,C

Deve-se notar que os mesmos resultados seriam obtidos aplicandoeseursgs correspondentes para
arvores biariasa arvore da Fig. 7.3 que representa a floresta da Fig. 7.2 é&ste propriedade geral que
resulta das defin@es das transforméaesB e F (veja o Exerecio 7).

Uma outra observap importante refere-seinterpretago intuitiva dos percursos de florestas. E-pr
ordem, a raiz de umarvore gerak visitada imediatamentntesda visita a todos os seus descendentes;
em inordem de florestas, uma rdizvisitada imediatamentapds a visita a todos os seus descendentes;
finalmente em ps-ordem de florestasaa fa uma interpreta&p &o natural. Deve-se notar, portanto, que
a pré-ordem de florestaem uma interpreta&p intuitiva semelhanta pré-ordem dearvores birarias, en-
guanto que inordem de florestaem uma interpret&@p semelhanta pds-ordem dérvores birdrias! Este
fato leva alguns autores a chamareim@demde florestas dpos-ordeme a rao definirem a terceira ordem
de percurso.

Aimplementaéo dos percursos depende da represantatilizada para florestas. No caso da represantac
binaria, podemos utilizar todos os variantes estudados r@S®8. No caso de outras represedés; a
implementagoé bastantébvia e se deixada para exdo.

O percurso em largurale florestas e darvores gerais pode ser definido de maneira semellzente
arvores biarias. A sua implementag sea deixada para exdmios.

7.4 Exerdcios

1. Redefina os conceitos definidos na&e6.1 relativos arvores bi@rias para aérvores gerais.
Defina a transform&@p F(7") mencionada na S&Q 7.2.
Mostre qud=(B(F')) = F eB(F(T)) = T para qualquer florest&l e qualqueérvore birariaT".
Transforme para represeréiachiraria aarvore geral da Fig 6.2 refererds inguas indo-eurdpas.

Por que, no caso davores gerais, foi conveniente introduzir-se o conceito de floresta?

o g ~ w N

Suponha qué& & umaarvore biraria completa de altura O que se pode afirmar sobre a forma geral
da floresteé(7")?

7. Demonstre que osés percursos em profundidade definidos para floreameguivalentes aos per-
cursos correspondentes @eores biArias quando aplicad@s suas represents birarias.
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10.
11.
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Escreva os procedimentos de percurso em profundidadeapanaes gerais representadas pos n
declarados naggina 76.

Escreva os procedimentos de percurso em larguaavibees gerais representadas pos declarados
na pagina 76.

Escreva os procedimentos de percurso em largura de florestasme@sentap biraria.

Proponha uma represeréiage florestas utilizando o conceito de listas generalizadas a ser visto no
Cap. 9.



Capitulo 8

Arvores de busca

O objetivo deste Capulo &€ o estudo de aplicaes dearvores no armazenamento e recup&oagficiente
de informa@o. Na primeira sép veremos como podemos manipuarores de busca kanias, de modo a
garantir um comportamento logemico. Na sego seguinte, veremos como estruturar infordoago caso
de utilizagio de dispositivos de mdiria de massa, tipicamente disctgidos. Finalmente, veremos 0 uso
dearvores bidrias quase completas para resolver um problema de prioridades.

8.1 Arvores de altura balanceada

Ja vimos na Sefp 6.4 quearvores biarias podem ser usadas para guardar e recuperar infées)agom
namero de operdigs proporcionah altura daarvore, ou seja variando aproximadamente, eotren e n.
Veremos nesta s&Q, como esta manipulag pode ser realizada de maneira a garantir a altura da ordem de
O(logyn).t

Figura 8.1 Exemplos dérvores AVL
0 —
SECRNNNCES
oficlke

Dizemos que umarvore biraria de buscé de altura balanceadau do tipoAVL? se para todos 0s seus
nos vale a propriedade de que a diferenca de alturas entre @vergs esquerda e direigano naximo 1,

Escreveremos com ft@nciaO(log n), poislog, n = log, blog, n = O(log, n) para qualquer base> 1.
’Dos nomes dos seus inventores: G. M. Adel'son-Vel'skE. M. Landis.

81
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Figura 8.2 Arvores de Fibonacci

W O O/Q /(%\\ /Q\
o PR K P

O /Q [OX O

em valor absoluto. A diferenca entre as alturas direita e esqéesttlamaddator de balanceamentdNos
exemplos da Fig. 8.1, oésbolos —',* 0’ e *+' denotam os fatores 1, 0 e +1.

A fim de calcular a altura Gxima de umaarvore AVL, consideremos a fdha de arvoresFj, com
nimero nmnimo de rds N (h), fixada a alturah. Sem perda de generalidade, suporemos que ansuie
esquerda@ sempre a mais alta. Esta fdiande arvores, chamadas devores de Fibonaccies exibida na
Fig. 8.2.

E facil concluir que o imero de Bs de umarvore de Fibonacci de altuteé dado por:

N(h)=Nh—-1)+NMh-2)+1, h>2

de onde resultaV(h) = frio — 1, onde f; &€ oi-ésimo rumero de Fibonacci. Lembrando qyig ~
(1 ++/(5))/2)!//(5), demonstra-se que urdavore de Fibonacci com nos tem a altura aproximada de
1,44 1ogs(n + 2), queé o pior caso pararvores AVL.

Explicaremos a seguir o algoritmo de busca e irss@mumaarvore AVL, de maneira a preservar esta
propriedade. Suporemos um algoritmo recursivo cae o logo a altura darvore o muda, afs a
inser@o:

Caso 1: Inser@o emarvore vazia
nil

h=0
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A altura final aumenta.

Caso 2: Inser@o do lado mais baixo
+

AN e P
8 Al 4

A altura final permanece inalterada (o processo de iasq@ra).

Caso 3: Inser@o quando as duas alturggdguais
0 —

= N
A A

O

A altura final aumenta.

Caso 4: Inser@o do lado mais alto

Deixa de ser AVL. H dois subcasos:

(4a): Caminho LL (esquerdo, esquerdo) — r@agimples
- 0

/@ /o
/.\ h-2 " = (A) h
ki)

Q T T3

T1
A altura final permanece inalterada (o processo de iasq@ra).
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-/0 /©\ 0/+
T. T.

RV

O nb inserido pode ser X ou Y. Quando h=2,&asoresT; e T3 SA0 vazias, e ominseridoé o
proprio nb C; neste caso a@svoresly; e Ty, SA0 vazias.

A altura final permanece inalterada (0 processo de iasq@ra)

(4b): Caminho LR (esquerdo, direito) — rofadupla

T

Existem tamBm os casos siatricos2’, 3' e 4’ quando a inse#p é realizada do lado direito da raiz. O
Prog. 8.1 mostra o esboco da rotina recursiva.

E simples verificar que o(mero de operdips necessias para inserir um valor nun@vore AVL é
proporcionala sua altura. De acordo com o0 que vimos, o valor da altcapassa de aproximadamente
1,44 1og, n, 0 que garante a efancia do algoritmo.

O algoritmo de remdgo de um valor, preservando-se as propriedadéswbees AVL,& um pouco mais
complexo e compe-se de duas partes. Em primeiro lugar, a rémate um 6 arbitario & substitida pela
remo@o de uma folha. Para tanto, existe@stcasos posgeis:

1. orbtem grau zero e, portant@é uma folha;

2. o b tem grau um — pela propriedade AVL, a dudca sularvoreé necessariamente consiita por
uma folha, cujo valoé copiado para otpai; o rb a ser eliminad@ a folha da sudrvore;

3. 0 tem grau dois — o seu valérsubstitdo pelo maior valor contido na sua $urfeore esquerda (ou
0 menor valor contido na sua sarvore direita); o @ que continha o0 menor (ou maior) valor copiado
tem necessariamente grau zero ou um, recaindo num dos casos asteriore

A segunda parte do algoritmo consiste, portanto, na ramde uma folha. O procesgosemelhante
a inser@o e ilustrado a seguir de maneireaboga. Supe-se, em cada caso, que o algoritmo retorna da
remo@o de um B numa subrvore esquerda, com dimingig de altura, & analisado o efeito para a raiz
corrente. Se houver novamente dimirddgde altura, o algoritmo continua retornando pelo caminho de
descida; caso corério, o algoritmo Aara.

Caso 1: Remo@o de uma folha
nil
°O —=
h=1 h=0
A altura diminui (o0 processo continua).
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+
hil — f 7\ h+1

A altura permanece inalterada (o0 procesamj.

0
hi — f T h+1

A altura diminui (o processo continua).

Caso 2: Alturas iguais

Caso 3: Remo@o do lado mais alto

Caso 4: Remogo do lado mais baixo

h+2

Ha trés subcasos, dependendo do fator de balanceamento do filho direin:da r
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Programa 8.1Esboco da rotina de busca e ingergmarvore AVL

procedure Buscalnserévar p: ArvAVL k: TipoChave
inf: Tipolnfo var h: boolean var q: Arvore);
{ O paémetroh indica se a altura daarvore cresceu;
g apontaa para o b que corém a chavé:.}
var plp2 ArvAVL

begin
if p=nil then {Nao achoy
begin
new(p); h:=true
with pT do
begin

bal := zerq chave:= k; info := inf;
esqg:= nil; dir := nil
end
end
else
if k<p?.chavethen {Descea esquerdp
begin Buscalnseré?.esqgk,inf,h,q);
if hthen {Sutarvore esquerda ficou mais glta
casept.bal do
mais beginpl.bal := zerqg h := falseend;
zera pT.bal := menos
menos {Rebalancegr
begin
pl:=pt.esq
if p17.bal=menoghen {Rotago simples — LL
begin... end
else {Rotago dupla-LR
begin ... end;
pT.bal:= zerq h := false
end
end {casé
end
else ifk>pT.chavethen {Descea direita;
begin {Analogo ao caso de desceesquerdpend
else h:= false {Achou!}
end
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(4a): Fator “0” (rotago simples RR)
+

~_0

A altura permanece inalterada (o procesamjp.
(4b): Fator “+” (rotagio simples RR)

+

g

A altura diminui (o processo continua).

(4c): Fator “-” (rotagdo dupla RL)

+

h+2 ;
T1© h- 1

A altura diminui (o processo continua).

0/+
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8.2 Arvores de tipo B

Vimos na sego anterior quee posével utilizar arvores bidrias para armazenar e recuperar inforfac
garantindo que o tempo de exe@ogdas rotinas sarda ordenO(logen). Entretanto, quando se trata de
dados arquivados em dispositivos de ndeia externa, como discoggidos, mesmo este desempenkdo n
é satisfabrio. A Fig. 8.3 indica, esquematicamente, o funcionamento de um discoétiage ajuda a
entender a disparidade entre tempos de acesso.

O tempo total de um acesso ao digcoonstitido pela soma deés parcelas:

e tempo de buséaA S
e tempo de l&nciaAL
e tempo de transféncia de dadoAT

Os temposAS e AL variam aleatoriamente, conforme a local@agos dados no disco e a p@sicdo
mecanismo de acesso nddio da operago; AT depende basicamente da quantidade de dados a serem
transferidos. A soma destagsrparcelas costuma ser ordens de grandeza maior do que os tempeEssde ac
a menoria principal.

Por outro lado, note-se, por exemplo, que alturaima de umarvore biraria que corém 1.024 Bs
€ 10; para umarvore com 1 milfo de s, esta altura sarde 20. O aimero de acessas estrutura
nos algoritmos de busca e ins&o@ proporcional a esta altura. Esténmero de acessdsaceifvel para
estruturas residentes na m@nia principal, mas torna-se proibitivo para mamas externas. Nestes casos,
0 tempo de exec@p de algoritmo® dominado pelo tempo de acesso, assim a preoaopgagncipalé
diminuir o nimero deles. Uma sol&g 6bvia para este probleng&diminuir a altura dérvore, aumentando
significativamente o grau dos seuasn Alem disto, deve-se garantir que a altuéorcrescexr aém de
um certo limite. Uma das estruturas mais utilizadas neste éasasarvores do tipo B(ou arvores B,
semelhanteasarvoren-arias definidas no Cap. 6.

T é umaarvore B de ordemh > 2 se
1. todas as folhas de tém o mesmo ivel;

2. cada 0 interno tem um amero varavelr de registros e + 1 de filhos, onde
|b/2] <r<b serd+raiz
1<r<b se rb = raiz

3. cada folha tem umimero varavelr de registros obedecendomesma restrép do item
anterior;

4. os campos de informdg contidos nos registros obedecarpropriedade darvores de
busca.

3Em inglesseek
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Figura 8.3 Funcionamento esquextico de discos mag@ticos

mecanismo de acesso
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Figura 8.4 Exemplo dearvore B de ordem 3

125

17{ 50| 83 203

3|15 20| 35| 48 | 51| 80 8912( 15( 20

A Fig. 8.4 apresenta um exemplo éevore B de ordem 3. Note que, neste caso, cadédaarvore
coném de 1 a 3egistrosde dados. Na jtica, as ordensi® muito maiores, sendo tipicamente 255 ou 511.
A tabela seguinte indica oimeros nmimos e ndximos de registros de dados que podem estar contidos
em riveis 1 a 4 de umarvore B de ordem 255.

minimo maximo
nivel nos registros nos registros
1 1 1 1 1x 255
2 2 2 x 127 256 256 x 255
3| 2x128| 2x128x 127 2567 256" x 255
4| 2x128 | 2x 128 x 127 256° 256° x 255
Total 33.027 4,194.303| 16.843.009| 4.294.967.295

Os rumeros desta tabela mostram que, n@mere de ordem 255, de altura 4, podemos guardar entre
4 % 10% e4 x 10° registros de dados. Isto certamente cobre a maior parte de &glicagote-se que para
umaarvore de altura 5, o mimo seria da ordem d& x 107. Conclui-se que o imero de acessos para
encontrar um dado nun@vore B fpica riio passa, na ftica, de 4. Se supusermos que a raiz reside sempre
na mendria principal, este immero reduz-se a 3. Note-se que uamgore biraria de altura fimima que
contivessel x 10° registros teria a altura aproximada de 22.

A implementago dearvores B pode utilizar agtnicas & vistas nos Caps. 6 e 7. Por exemplo, wn n
de umaarvore B de ordem 255 poderia seguir as declaag

constordem= 255;

type
ApReg- TReg
Reg= record
numregsO0..ordem
filhos array[ 0..ordenj of ApReg
info: array[ 1..ordenj of M;
end;
ArvB = ApReg
Sue-se que os elementos db seguem a represengaxgnatural indicada na Fig. 8.4. Assim, a infori@ac
contida eminfo[ 1] & maior do que as informées contidas na sabvorefilhoq 0] e menor do que as con-
tidas na suérvorefilnod 1] . Os campos de informag dentro de umiesto em ordem crescente. Deve-se

4Alguns autores utilizam um conceito diferente de ordem.
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observar que simplificamos a discasssupondo que arvore est sendo manipulada na méria, pois uti-
liza ainda o conceito de apontadores. Numa implemé@ntagal, com arvore em disco, utiliz&amos os
enderecos no disco, alogos aos apontadores.

O algoritmo de busca e@rvore Bé bastante elementar,@agoasarvores de busca do Cap. 6 &n
seil apresentado aqui. Note-se apenas que, feito acesso @, anbusca do valor dado no vetofo pode
ser feita utilizando-se @tnica debusca biria uma vez que os dados astordenados.

O algoritmo de insed@o & um pouco mais complexo e aaxpresentado atrés de uma rotina auxiliar
recursivalnsereRecArvB(p,s,x,lesbocada no Prog. 8.3 e alguns diagramas que esclarec@massoasos
gue ocorrem neste processo. Osjpaetrosp e x denotam aarvore e o valor a ser inserido. Ao retornar,
a variavel h indicaia se houve necessidade de quebra@em dois Bs; neste caso, a variel z contea o
valor que deve ficar entre os valores contidos nos noiesena vaével s apontaa para o B que deve ficar
a direita der; por construgo, o ro anterior ficafa esquerda. O valor devolvido pela fa@acsea falso se o
valor x fornecido p ocorre narvore. O Prog. 8.2 indica a chamada inicial da rotina de iaser¢

Programa 8.2Rotina de busca e insé&g emarvoreB

function InsereArvBvar p: ArvB; var x: M): Boolean
{ Devolve'fals€ se’x’ ja ocorre narvore’p'. }
var h: Boolean g,s: ArvB;
begin
InsereArvB:= InsereRecArvB,s,xh);
if h
then begin
new(q);
with g7 do
begin
numregs= 1;
filhod 0] :=p; filhod 1] :=s;
info[ 1] := X
end
p:=q
end
end;
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Programa 8.3Esboco da rotina auxiliar de busca e inS@remarvoreB

function InsereRecArvBrar p,s: ArvB; var x: M; var h: Boolear): Boolean
var i: 0..ordem

begin
if p=nil
then begin
h :=true,
s:=nil;
InsereRecArvB= true
end
else withp{ do
begin

i := {menorindice’j’ tal que’x<info[j]’; serdo,’j=(numregs+)’};
if (i<ordem) and (x=info[ i] )

then begin
h .= false
InsereRecArvB= false
end
else begin
InsereRecArvB= InsereRecArvBilhog i—1] ,sxh);
if h
then begin
{Insere/x’ e’s na posi@o’i’ dos vetoresinfo’
e’filhos’; se neceswio, sude que existe uma
posigo adicional em cada vetor
inc(numregs;
if numregs<ordem
then h := false
else begin
{Quebra o 6'p’; a primeira metade
permanece enp’; o valor do meice
atribuido a’x’; a segunda metade
copiada para um novadrelocado ens'};
h .= true
end
end
end
end

end;
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Caso 1: Arvore vazia

h: verdadeiro s : nil

Caso2: r<b

i i+1

(chamada recursiva)

1 i i+1 r

i i+1

A VANNVANVANRENVAN
x:@ SA h: verdadeiro

T

h: falso
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Caso3: r=b

(chamada recursiva)

1 i i+1 b

p: i | X
A AAA a2
X3® sé h: verdadeiro

o x| X x, i

A AAANA A
equivale a

A A D A

ondek = [b/2] + 1.

(continua)
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b+1

h: verdadeiro
A seguir, o algoritmo de inse@igé apresentado atras de exemplos.

Caso 1: Inser@o do elemento 81 — a folha tem espaco para mais um elemento:

125

17( 50| 83 203

3|5 20| 35| 48 | 51| 80 8912( 15( 20

129

17( 50| 83 204

3|5 20| 35| 48| | 51 80| 81| 8912( 15( 20

E facil ver gue neste caso hasieno naximo,h + 1 acessos ao disca (eituras €l grava@o) ondeh
€ a altura darvore.
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Caso 2: Inser@o do elemento 33 — Estouro da folha provoca subida da mediana-gddsregistros e
divisdo dos restantes em doi8s) com[b/2] e |b/2] registros, respectivamente:

125
TTtees
17( 50| 83
3|15 20| 35| 48(| 51| 80 8512(
50125
-------- =
17| 35 83
3|5 20( 33 | 461 51| 80 85(120

Neste caso, havar no néximo h leituras e2h + 1 grava@es, supondo queahestouro em todos 0s
niveis.

Note-se que estas opedas podem envolver uma movimerdagaz@vel de dados dentro doésy mas
elas seflo realizadas na ménia principal, assim que em termos de éfiwia o fator dominante seainda
o nimero de acessos ao disco que claramemntz ordenO(%), ou sejal(logyn).

O algoritmo de remdip segue a mesma filosofia de manter as propriedadeavale B. Uma remd@p
sempre pode ser reduzidaemo@o de um elemento de uma folha; caso éle asteja na folha, ele pode
ser trocado com o primeiro elemento que o segue (@liimo que o precede) narvore — este elemento
estaa numa folha. Por exemplo, se quisermos remover o elemento 83 da Fig. @edempos colocar em
seu lugar o elemento 85 (ou 80), caindo assim no caso de énuecuma folha. O algoritmo de rengag
sei apresentado somente afravle exemplos.
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Caso 1: Remo@o do elemento 51 — a folha ainda temisrmero mnimo [b/2] de registros:

125

17( 50| 83 204

3|5 20| 35| 48 | 51| 80 8912( 15( 20

125

17( 50| 83 203

3|5 20| 35| 48| (80 85[120 15( 20

Neste caso, havarh leituras el grava@o.

Caso 2: Remo@o do elemento 85 — dimero de elementos cai abaixo daimo [b/2 |, mas um dos ds
irmaos tem mais do que oinimo de elementos, permitindo um “erégtimo” atraes do @ pai; no
caso seio movidos 80 e 83:

125

17( 50| 83 203

3( 5 20| 35| 48| | 51 80 85 15( 20

129

171 50(80 204

3|5 20| 35| 48 | 51| 83 15( 20

Neste caso, havayno pior casoh + 2 leituras €3 grava@es.

Caso 3: Remo@o do elemento 150 — aimero de elementos cai abaixo danimo |b/2] e réo ha possi-
bilidade de “empgstimo”; neste caso existe urb iTmao que tem|b/2] registros, e juntando estén
com a folha em queab e incluindo o elemento ddrpai que separa os dois, ébt-se um novo @



98 CAPITULO 8. ARVORES DE BUSCA

cheio; este processo pode ser propagad@a ahiz:

125
17{ 50| 83 203
3|15 20| 35| 48 | 51| 80 8& 15( 20
¢
83
17{ 50 125
3|15 20| 35| 48| | 51 80 85 203201

Neste caso, hav@yno pior casa3h — 2 leituras e2h — 1 grava@es.

Conclui-se que a remag tami@m pode ser realizada corimero de acessos da ord€x).
Deve-se notar, finalmente, que existem variantearderes B, como B e B* descritos na literatura —
veja, por exemplo,T].

8.3 Arvores digitais

Conjuntos de cadeias de caracteres podem ser representadovyqres digitaisem que as arestade
rotuladas com caracteres consecutivos das cadeias. Por exempijymmie das palavras inglesas:

a an and are as at be
but by for from had have he
her his i in is it no

not of on or

pode ser representado pélaore da Fig 8.5. Nesta represefdagos 1ds da formae indicam o fim de uma
cadeia.

Uma represent@p possrel paraarvores digitai€ utilizararvoresn-arias de grau do tamanho do alfa-
beto utilizado (por exemplo, 26) com uma marca booleana para indicad @m n

a b c

y z
QAN NN
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Figura 8.5 Exemplo dearvore digital

8.
a 0
b— 1 ,
n
(] @ ()
n a
rl g t e \ o/ \r I n t 0 f r
@, @
d e t r d VY S t
e

Com esta representag, o apontador pode ser selecionado utilizando-séprior caractere commndice;
desta maneira, o tempo de busca torna-se proporcional ao comprimenatteia ¢4, entretanto, um grande
desperitio de mendria: dos39 x 26 = 1014 campos apontadores do exemplo, ape¥dasao rao nulos.
Este despeiidio de mendria pode ser reduzido em parte utilizando um formato especial parthas,feem
0 vetor; no caso do exemplo, haveria re@iiparal9 x 26 = 494 campos apontadores, dos quais &8 n
nulos. Pode-se taréim modificar a represenfag, com folhas especiais, juntando cadeias quaadomia
Unica possibilidade de continuar aevore; no caso do exemplo, restaria2nbds comuns cori12 campos
apontadores, dos quai$ nao nulos, como mostra a Fig. 8.6.

Figura 8.6 Representap modificada darvore digital

t e y

IS
% elut]y]

Arvores digitais &0 eficientes na fatorag de prefixos comuns das cadeias representadas. Em casos
em que A tami&m muito compartilhamento de sufixos comunfteressante utilizar-se éamatos finitos
adclicos minimais. Por exemplo, as 15 formas dos verbos ingldsg®do e undo seriam representadas
pelo aubmato da Fig. 8.7.

Supondo a utilizago de folhas especiais (sem vetores), est@maaito terial 1 x 26 = 286 campos apon-
tadores, dos quaiks nao nulos; arvore digital correspondente tefié x 26 = 676 campos apontadores,
dos quaiss7 nao nulos. Deve-se notar, entretanto, que a corstrde um awltmato como este muito mais
complicada e demorada do que de uameore digital.
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Figura 8.7 Exemplo de auwtmato

8.4 Filas de prioridade

Uma outra aplicago dearvores biariasé exemplificada pdfilas de prioridadeusadas para selecionar ou
remover eficientemente o maior (ou 0 menor) elemento de umadmole¢
Umafila de prioridadeé umaarvore biraria que tem as seguintes propriedades:

1. aarvoreé completaou quase completa

2. em cada @ daarvore, o valor da chave maior do que os valores das chaves dos filhos.

Figura 8.8 Exemplo de fila de prioridade

A Fig. 8.8 mostra um exemplo desta estrutura. Conforme foi visto nadS&@ ,arvores quase comple-
tas podem ser implementadas eficientemenete utilizando vetores; neste lzade pribridade costuma ser
chamada déeap Ela pode ser percorrida facilmente utilizando-setamfilas vistas nagg. 57. No caso
do nosso exemplo, texmos:

'95|88| 7530|4540/ 38] 15/ 10| 23]
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
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A determina&o do maior elemento da fiaobviamente trivial e muito eficiente p@wo elemento que
esh na raiz daarvore, istoé, na primeira pos#p doheap Verificaremos que as opef@s de insedp e
remo@o de elementos dweaptamlem podem ser realizadas com dintia, mantendo-se a propriedade da
estrutura. Primeiramente, veremos ade exemplos duas opebas tasicas desubidae dedescidade
elementos narvore.

Suponhamos que na primeira p@agdispoivel (istoé, 11) do nosso exemplo foi colocado um novo
elemento cujo valoe 90. Este elemento pode ser deslocado, por meio de trocas sucessivestido da
raiz daarvore, aé encontrar a posip em que sérsatisfeita a defineip deheap A Fig. 8.9 ilustra os estados
inicial e final desta operag.

Figura 8.9 Opera@o de subida de um elemento meap

Analogamente, suponhamos que temosh&apno qual apenas um elementamsatisfaz a defingp
por rao ser maior do que os elementos contidos nos seus filhos. Podemosrdegkmetemento na dirag
das folhas 4 que ele encontre uma paigvalida. Fig. 8.10 ilustra esta opetas;

A programa@o destas operaesé simples, adotando-se, por exemplo, as dedasc
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Figura 8.10Opera@o de descida de um elementoheap

constnMax=...;

type
Indice=0 .. nMax
Heap=record
vetor. array [ 1..nMaXq of T;
n: Indice { Comprimento correntg
end

As rotinas fasicas e8io indicadas no Prog. 8.E facil verificar que cada uma das rotinas realiza da ordem
deO(log n) opera@es, proporciona altura daarvore.

Utilizando estas rotinas podemos programar as opegsage constrdp inicial, insergo e remogo de
umheap conforme mostra o Prog. 8.5. Note-se que a rérnégempre feita na raiz, devolvendo o elemento
maximo. No caso de constrag, indicamos duas veres diferentes. Pode-se mostrar que o procedimento
ConstroiHeapealizaO(n log n) opera@es enquanto que o procedime@totroConstroiHeapealizaO(n)

operaes. Veremos na Sag 13.3 como estas rotinas podem ser usadas para obter um algoritmdeeficien
de ordenago.
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Programa 8.4O0pera@es lasicas paraeap

procedure Sobévar a: Heap m: Indice);
var j: Indice x: T;
begin
with ado
begin
X :=vetof m] ;
j :=mdiv 2;
while (j>1) and (vetor j] <x) do
begin
vetof m] :=vetoq j] ;
m:=j; j:=jdiv2
end;
vetof m| : =X
end
end;

procedure Descégvar a: Heap m: Indice);
var k: Indice continua boolean x: T;
begin
with ado
begin
x:=vetof m| ; k:= 2xm;
continua:= true,
while continuaand (k<n) do
begin
if k<nthen
if vetorl k] <vetor k+1]
then k:=k+1;
if x<vetol K]
then
begin
vetof m] := vetof K] ;
m:=k;
k:=2xk
end
elsecontinua:= false
end;
vetof m| =X
end
end
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Programa 8.5Rotinas de manipul&@p deheaps

procedure ConstroiHeagvar a: Heap);
var m: Indice
begin
with a do
for m=2 to n do Sobga,m)
end;

procedure InsereHeagvar a: Heap x: T);
begin
with ado
begin
n:=n+1;
vetol n] := x;
Sobéa,n)
end
end;

procedure OutroConstroiHeafvar a: Heap);
var m: Indice,
begin
with ado
for m=ndiv 2 downto 1 do Descga,m)
end;

function RemoveHegar a: Heap): T;
begin
with ado
begin
RemoveHeap= veto( 1] ;
vetol 1] := vetof n] ;
n:=n—1; Descéa,l)
end
end;
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8.5

1.

Exerdcios

Demonstre que oimero de Bs de umaarvore de Fibonacci de altutadescrita na Sép 8.1€é dado
porN(h) = fryo — 1.
Complete a rotina exibida no Prog. 8.1.

Escreva uma fudp que verifica se um@avore dada tem alturas balanceadas. Suponha gueee
nao coném os fatores de balanceamenfugestao: A funcdo deve devolver tan@m a altura da
arvore.

Implemente o algoritmo de renfog dearvores AVL seguindo a explicag da Sego 8.1.

Podemos generalizar o conceitoateores de altura balanceada, impondo que o fator de balancea-
mento seja no @ximok, em valor absoluto, sendo este um valor prefixado.
e Calcule a altura iaxima de umarvore deste tipo, em fug dek e do mtimero de Bsn.

e Desenvolva os algoritmos de ins@oce de remdip aralogos aos discutidos para as/ores
AVL.

. Descreva numa notag mais precisa os algoritmos de ing&re de remdip emarvores B, sem entrar

em muitos pormenores de progrardag

. Justifique as concléies obtidas sobre osimeros de acesso ao disco para 0s algoritmos de @werc

e de remogo emarvores B.
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Capitulo 9

Listas Gerais

Este cajtulo cobrita uma generaliz&p dos conceitos de estruturas lineares vistas no Cap. 4.

9.1 Conceitos e implementago

Dizemos que umbsta generalizad@ uma se@éncia linear em que cada elementcéaumatomqg oué uma
lista generalizada. O conceito deomo depende da apliGg mas podérser um inteiro, um nome, um
registro de informafes ou outra estrutura qualquer q@®rseja tratada como lista neste contexto. Note-se
que o conceito de lista generalizada foi definido de maneira recursiva.

Utilizaremos as vezes, uma notag parergética para descrever listas generalizadas. Nestadamtegda
lista teé a forma

(041,042, .. .,an)

onde«; denota umatomo ou uma lista generalizada, conforme a deimigcima. Indicaremos alguns
exemplos destas listas, dando um nome a cada uma:

: ((4,7).(4,7,(8)
: ((1,4),(7.8))
: (3,B,B)
: (5,8,D)
20
As listasA, B, C, D e E tém, respectivamente, 2, 2, 3, 3 e 0 elementos.
As listasC e D podem ser expandidas com as defieig correspondentes:

C: (3,((1,4).(7,8)).((1.,4).(7.8)))
D: (5,8,(5,8,(5,8,(-..))))

Note-se que a list®, apesar de terés elementos, inclui umimero infinito de inteiros. Este fato deve-se
obviamentex defini@o recursiva desta lista.

Para representar na méria as listas generalizadas, podemos usaiadas écnicas vistas no Cap. 3.
Por exemplo, usando as listas ligadas simples, jpaa@s representar os exemplos acima como indicado
na Fig. 9.1. Neste caso, utilizamos a represé&aapmpartilhadaem que as &rias listas repetidasie
representadas unfimica vez come o caso da list®. Uma outra opgo, neceswia em algumas aplicaes,

moQOwW>

107
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Figura 9.1 Implementag@o compartilhada de listas

A:

4 F=7 5 A
4l =7/

vy 1
D: [s[F=8[ = 1]

E: nil

seria expandir as defirbes das listas; neste casdaenos a representag da Fig. 9.2. Come natural, neste
caso, ko poderemos representar adquadamente allistidote-se que nos dois casos h@eecessidade
de incluir em cada@®da estrutura uma marca que indique se o elem@otoatomo ou uma lista.

A implementago destas igias e a formulao de algoritmos que manipulam estas listas resulta natural-
mente da discué® acima. Indicamos no Prog. 9.1 a implemeatade uma furigo que conta oatomos
de uma lista. Esta vedie rio funciona para listas quénh alguma circularidade con#oo caso da listd.
Além disto, a contagem dasomos<e realizada como se a represeatafpsse feita comapia. Por exemplo,
o resultado seria 9 para a listaqualquer que fosse a represe@iacO Prog. 9.2 traz uma outra sdegque
funciona para qualquer lista e cujo resultado indica exatameriteneno deatomos usado na represeritag
Esta verdo sujde que todos os campesitadoda estruturaém inicialmente o valofalse estes campos
tém o seu valor modificado pataie durante a exec@p.
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Figura 9.2 Implementago de listas comapia

A:

4 F=7 5 A

B: [ [ 1]
[7[ T8l

1 =4l

C: B A 154

4l =7/

F-[T (17
HEEO% HEEO%

1 =4l 1 =4l
D: \SH%SH%¢M
\SH%SH%¢M

E: nil

\SH%8H%$M
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Programa 9.1Contagem dé&tomos de uma lista

type
ApReg= TReg
ListaGen= ApReg
Reg=record
prox ApReg
caseElementoAtomdiooleanof
true: (atoma integen);
false (lista: ListaGen)
end;

function ContaAtomogp: ListaGen: integer:
var s.integer,

begin
s:=0;
while p#£nil do with pT do
begin
caseElementoAtomof
true: s:=s+1;
false s:= s+ContaAtomodista)
end;
p := prox
end;

ContaAtomos= s
end;
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Programa 9.2Contagem d@tomos de uma lista — veérs mais geral

type
ApReg= TReg
ListaGen= ApReg
Reg=record
visitada boolean
prox ApReg
caseElementoAtomdiooleanof
true: (atoma integer);
false (lista: ListaGer)
end;

function ContaAtomofp: ListaGen: integer:
var s. integer.
begin
s:=0;
while p#£nil do with pT do
begin
if not visitadothen
begin
visitado:= true,
caseElementoAtomof
true: s:=s+1;
false s:= s+ContaAtomodista)
end
end;
p := prox
end;
ContaAtomos= s
end;
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9.2 Exemplo: polindbmios em multiplas vari aveis

Uma aplicado interessante de listas generalizaglasmanipulago de polidmios em naltiplas varaveis
gue estende o0 exemplo da Se@.4. Consideremos um exemplo de patimo em varaveisz, y e z:

P(x,y,2) = 210322 + 2289222 + 3289222 + 2ty 2 — 623y 2 + 292

Uma primeira i@ia de representag poderia adotar para cada termo uirda forma:

[ [T T1d—

coef x y z

Entretanto, esta represeréia€ muito inflexivel, fixando o fimero de vaéveis. Uma segunda represeidagc
utiliza as ickias da sefo anterior. O polidmio emk > 1 variaveis sea transformado em um pobmio em
uma varavel, com coeficientes quaspolirbmios emk — 1 variaveis, e assim por diante. O nosso exemplo
pode ser reescrito como:

P(z,y,z) = (2" +22%)y° + 32%9%)2° + (2" — 62°)y"* + 22"y)2

Esta transformaio sugere as represeritas indicadas na Fig. 9.3. A alternativa (a) utiliza mais o
masé mais uniforme e, portanto, facilita a progra@aglas rotinas de manipubag. A implementago
destas representaes poderia utilizar@s do tipo:

type
ApTermo= 1Termq
Polinomio= ApTermo
Termo=record
prox: Polinomiq
caseMarcaCabecabooleanof
true: (variavet char);
false
(expoenteinteger;
caseCoeflnteira booleanof
true: (Coefint integen);
false (CoefPolin Polinomio

)

end;

Utilizando esta representag, pode-se elaborar as rotinas usuais de manigulde polidmios: soma,
multiplicacdo, divifio etc. \arias delas s@o semelhantes ao caso de pdiinios de uma vaavel, mas
utilizarao recurdo para operar sobre os coeficientes que por sua vez, polémios.
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Figura 9.3 Representaip dos polidmios em niltiplas varaveis

(2] 3+ \Z\ﬂ%wlw
T a3 1]
(X[ F={2[0]/]
[x] F={1]4] F=r6[3]]
Wy F= sl == [2)]
(x| F={3[8l]
[x] F={1l10] F={2[8 ]

(@)
(2] - \Z\ﬂ%wlw
Y= el F=2]1 ]

X[ FH1Ta FFeE))
A BEE T2
K36

X[ 310 F-{2[6]]
(b)

9.3

Exercicios
Transforme os programas 9.1 e 9.2 eliminando os comamlits e introduzindo recuém dupla.

Escreva uma furd@ que verifica se uma lista generalizada tem compartilhamento ou circularidade
na sua representag.

Escreva uma furdp que calcula oimero de bs utilizado na represenfag de uma lista generalizada
e que funciona em qualquer caso.

Escreva procedimentos que copiam listas generalizadas represectatb na S&p 9.1. Considere
duas verBes: uma que faz umd@pia exata e outra que ao copiar expande todas as sublistas.

Escreva as rotinas de soma e multiplamapara polibmios em niiltiplas varaveis, conforme indicado
na Se@o 9.2.
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Capitulo 10

Espalhamento

A técnica deespalhamentopermite constriio eficiente de tabelas em que deseja-se armazenar inflmag
constitida de chaves, chamadas neste contextoaitees e deatributos correspondentes, sem utilizar
estruturas emarvore, mas baseadas na repres@aags poprias chaves.

Como em outros casos de impleme@dagle tabelas (veja Cap. 8), as opées;fundamentaisas a
busca, inse@o e remogo de informages.

10.1 Conceitos lhsicos

Umatabela de espalhamenéouma matriz comh > 1 linhas es > 1 colunas, como esquematizado a seguir.
Dado um nomer, a linha desta matrie selecionada calculando-se imdice f(x), ondef & afun¢do de
espalhamentoNo caso do exempld (= 7 e s = 3) temosf('jo ao’ ) = 3. As coluna e 3 sao usadas
guando & mais de um nome mapeado pela fm¢ num mesmo valor. Em muitos casos utilizam-se tabelas
coms = 1, ou seja apenas uma coluna.

f(jo a0 ) — jo ao

OO W NP O

Suponhamaos, attlo de exemplo, que a fuaQ f calcula oindice baseado na poaig da primeira letra
do alfabeto no nome, ist®, 0 para a letrad’, 1 para b’, etc. A tabela seguinteh(= 26 e s = 2) indica o
resultado de inse@p de \arios nomes (foram ignorados os acentos):

1Em ingléshashingou scattering
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1 2
0| ant dnio atila
1
2 carlos celio
3| douglas
4 | ernesto est evao
5
24
25 | zoroastro

Dependendo da localizag de espacos livres na tabela, podemos continuar inserindo mais womegyor
exemplo, tiogo ' que entraria na pos&p [3,2] e francisco ' que entraria na posip [5,1]. Entretanto,
nao seria possel inserir ‘eduardo ’ pois as duas posigs da linha 4§ eséio ocupadas. Neste caso, temos
umacolisio.

Por outro ladog claro que a furiip de espalhamento escolhida para o exem@phoito inggnua. Mesmo
gue o valor des fosse muito maior, podemos imaginar que linhas da tabela correspondgigéasa’ ou
‘m seriam esgotadas muito antes daquelas correspondertesia’ X'

Podemos concluir que a utilizag de tabelas de espalhamento apresenta dois problemas fundamentais:

e escolha da furip de espalhamento

e tratamento das colies

Estes dois aspectos erdiscutidos nas seées seguintes.

10.2 Fung@es de espalhamento
A escolha de uma fudp de espalhamento deve satisfazer a duas propriedades:

¢ eficiéncia

e bom espalhamento
Estadlltima significa que os valores produzidos pela imgdevem ter um comportamento aparentemente
aleabrio, independentemente do valor do nome, diminuindo a probabilidade dedwnfttos enquanto
houver espaco raaoel na tabela.

Citaremos, sem muita disc@ss apenas alguns exemplos de fies; de espalhamento. Na realidade,

os metodos indicados podem ser combinados, resolvendo alguns problemnadalum. Outros @todos
podem ser encontrados na literatura especializada.

1. Divisdo: o nome, tratado como uniumero na base 2& dividido por um amerop relativamente
primo f(z) = x mod p. Por exemplo, para = 51 teiamos:

f(carlos ) = (((((2x2640)x26+17) x 26+ 11) x 26 + 14) x 26 + 18 ) mod 51
= 24.069.362 mod 51 = 14
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ou seja, o nomecarlos ' deveria ser inserido na linha 14 da tabela, se houver espaco. dlgiges
a utilizagio deste tipo de fuidp implica em adotar tandn o valorp como o rumero de linhas da
tabela. Uma outra obsenggé que o alculo da fun@o pode ser otimizado, utilizando-se aiétiica
modular o que evitaria operdgs com muitosigitos.

2. Sele@o de algarismosbp nomeé tratado como uma sé@ncia de algarismos ou dgtesou debits,
e uma subsd@nciaé selecionada para representandice. Por exemplo, suponhamos que todos o0s
nomes &0 representados como a géncia de thitosz = dyd; - - - d;1 em alguma base conveniente;
uma escolha serif(z) = dsdsdy.

Retomemos o exemplo do non@aflos . A sua represent@p poderia sed20017111418. Supu-
semos que cada let&aindicada por doisiditos que indicam a posaQ no alfabeto, ou seji) para
‘a’, 01 para b’, etc. Tefiamos eréio f(carlos ) = 074.

Este nétodo deveria ser combinado com outros para resolver o problema deircemios vaveis
dos nomes.

3. Dobramento: novamente, 0 nomé tratado como uma sé@ncia de algarismos ou ds/tesou de
bits, e algumas subségncias 8o combinadas por opef#gs convenientes para produzir imdice.
Por exemplo, suponhamos que todos os noraegepresentados como a séqcia de thitosz =
dod; - - - d11 em alguma base conveniente; uma escolha §&na = dsdsdy @ dgdrdip, onde®
denota a oper@p deou exclusivo bit a bit

10.3 Enderecamento aberto

Um dos nétodos de tratar o problema de cdbsé oenderegcamento abertdleste caso, o algoritmo procura
uma outra posio dispoiivel na tabela para guardar o dado, de maneira que ele possa s&ragcupem
muito problema quando necés®.

Veremos tés variantes dest&dnica. Nos &s casos, utilizaremos o0 mesmo exemplo que consis-
tira da insergo dos nomesant dnio , carlos , douglas , célio , armando, zoroastro , atila ,
alfredo , nesta ordem, ainda utilizando a f@uagde espalhamento baseada na primeira letra. A tabala ter
0s paametross = 1 eb = 26.

e Reespalhamento linease houver colido, procura-se a prima posi@o consecutiva livre da tabela,
ou seja, 8o utilizados osndices(f(x) + i) modb, (i = 0,1,---). A aritmética modulag utilizada
para tornar a tabela “circular”, recomec¢ando a busca desdeio,ise necessio.

Os resultados do exemplo astindicados na coluna (a) da Fig. 10.1.
Um dos problema criados por este tipo de trataméraaparecimento de aglomedas de entradas
em partes da tabela.

e Reespalhamento quaitico: a busca de uma pogig livre segue adrmula(f(z) + %) mod b, (i =
0,1,--+).
Os resultados do exemplo astindicados na coluna (b) da Fig. 10.1.
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¢ Reespalhamento dupla:busca de uma po$ig livre segue adrmula(f(z) +i x g(z)) mod b, (i =
0,1,---), ondeg(x) & uma segunda fu@ de espalhamento conveniente.

Usando, por exemplo, uma fulxgg(z) = (cmod 3) + 1, ondec &€ o ddigo nunérico da segunda
letra do nomex, obtefamos para 0 mesmo exemplo a coluna (c) da Fig. 10.1.

Figura 10.1 Resultados dagtnicas de enderecamento aberto

0| ant dnio 0| ant dnio 0| ant dnio

1| armando 1| armando 1

2 carlos 2 carlos 2 carlos

3| douglas 3| douglas 3| douglas

4 celio 4 atila 4 celio

5 atila 5 5

6 | alfredo 6 celio 6 | armando

7 7 7

8 8 8 atila

9 9| alfredo 9| alfredo
25 | zoroastro 25 | zoroastro 25 | zoroastro

(@) (b) (©)

Note-se que os algoritmos de busca utilizados no caso de tabelas wassttasta maneirém que
seguir o mesmoatculo para verificar se um nome perte@dabela. Por exemplo, no caso do espalhamento
quadatico, se o nome procurado fadrolina  ’, o algoritmo calculaa osindices:2, 2+12 = 3,2+2% = 6
e2+ 3% = 11, verificando que o nomeao aparece em nenhuma pdsice parando a busca quando aparece
uma posigo livre.

Um problema importante no caso de utiliaagde enderecamento abegto de remogo de entradas da
tabela. Por exemplo, se removermos da tabela (b) da Fig. 10.1 o aom&ndo ', a busca descrita acima
nao podea encontrar mais o nomatila . Uma maneira de resolver o problema seria substituir um nome
eliminado por uma marca especial, denominasl@ezes ‘dpide”, que indica que a posig esé livre mas
gue rao para a busca. Assim, a ren@xde armando ' que foi mencionada produziria:
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ant dnio
+++++++
carlos
douglas
atila

celio

O ONO|U A WN PO

alfredo

25 \ zoroastro

Finalmente, deve-se mencionar que estalica pode ser bastante eficiente, eadia, mas depende de
uma boa escolha da fuag de espalhamento e do tamanho da tabela enaetagiimero de entradas ocu-
padas. A aalise precisa desta efaériciaé bastante complexa, mas pode-se mostrar que satisfeitas algumas
condi@®es, o timero nédio de compardies de homes numa busca de um elemento gaenestabele
(2 —a)/(2 — 2a), ondea denota dator de cargaqueé a fra@o de posiges da tabela ocupadas. Supondo
uma tabela com 1000 posigs, telamos 0s seguintes resultados para alguns valores:

100 | 1,06
200 | 1,13
300 1,21
400 | 1,33
500 | 1,50
600 | 1,75
700 | 2,17
800 | 3,00
900 | 5,50
950 | 10,5

Como era de se esperar omero nédio de compardigs comeca a crescer rapidamente quando o fator de
carga comeca a ser apr@egl. Por outro lado, a ef@nciaé muito boa para fatores de carga iazs, aé

60% ou 70%. Note-se que nunaavore biraria de busca com 508 e de altura imima, o tuimero de
comparades poderia chegar a 9.

10.4 Encadeamento

Uma outra écnica para tratar de calissé o encadeamentgque consiste em utilizar listas ligadas para
manter numainica posi@o da tabela todas as entradas que produzem o mesmo valor da fienespalha-
mento. Utilizando ainda o mesmo exemplo dos noamsbnio |, carlos , douglas ,célio ,armando,
zoroastro , atila , alfredo , inseridos nesta ordem, ainda utilizando a imde espalhamento base-
ada na primeira letra, obfemos a tabela:



120

[ alfredo | —| atila

| celio | —[ carlos

0
1
2
3 | douglas
4
5

25 |zoroastro |

CAPITULO 10. ESPALHAMENTO

| —[ armando | -] ant ®nio

Neste caso, as entradas da tabalasa realidade apontadores para os primeiéssde cada lista. A
implementago das listas pode utilizar adnas €cnicas descritas no Cap. 3.

A eficiencia desta implementag de encadeamento taémb depende do tamaniioda tabela e do
numero de entradas existentesTomandox = n/b, pode-se mostrar que dimero nédio de compardies
de nomes numa busca de um elemento querstabel® 1 + /2. Usando o mesmo exemplo da de¢
anterior, podemos apresentar a seguinte tabela (note que podemas 18r

100
200
400
500
1000
2000

1,05
1,10
1,20
1,25
1,50
2,00

Podemos ver que a degradage eficdncia com o crescimento do fator de cakgaais lenta do que no
caso de enderecamento abertoérldisto, @o existe o problema de a tabela ficar totalmente preenchida.
A remo@o de entradas pode usar @srticas§ conhecidas em relag a listas ligadas.

10.5 Exerdcios



Capitulo 11

Gerenciamento de Menoria

Linguagens e sistemas apresentam duas maneiras distintas de tratarlesgsate gerenciamento da
mendria dirfimica: expicita e implicita. Um exemplo de gerenciamento exjitb € a linguagem BSCAL

em que os pseudo-procedimentdew e Disposesao utilizados pelo fprio programador para requisitar
e devolver ao sistema blocos de ni@ia diramica de tamanho conveniente. O sisteraa werifica se
as varaveis apontadoras, quando usadas, referem-se a blocos coritetaitoeados atrés deNew, nem

se os blocos liberados atés deDisposesao realmente desnecas®s; toda a responsabilidade cabe ao
programador. Mesmo nestes sistemas, deve existir um mecanismo que perngteamnariormages sobre

a mendria ja alocada e aquela disgeal para aloca&o.

Em sistemas com gerenciamento auatioo ou impicito, o programador requisita blocos de ntgra
atra\es de construies apropriadas. O sisterdaesponavel pela manute@p de todas as informaes e
pela liberago de eventuais blocos de mana que @o podem ser mais utilizados pelo programa por serem
inacesir/eis. Nestdlltimo caso.é realizada a tarefa de identifiace coleta de blocos de ména que &
foram utilizados mas tornaram-se inadess ao programa. Linguagens comesk e PROLOG utilizam
este tipo de implementag. Algumasécnicas séro vistas nas sées seguintes.

11.1 Gerenciamento elementar

Uma exemplo elementar de gerenciamento de am@rexpicito feito pelo pbprio programador eatin-
dicado no Prog. 11.1. Sdp-se, para fins deste exemplo, que um programa a&scAL utiliza nos de
somente um tipo que cdh pelo menos um campo apontador, no gass. O programador utiliza os pro-
cedimento®locae Desaloca O primeiro, chama o pseudo-procedimeN@mvsomente quando necés®.
Ao invés de desalocar a ménia atraes deDispose! o programador chama o procedimeMesalocaque
“coleta” os ros a serem descartados numa lista ligada globabdelispoiiveis, apontada pela vaxeldisp.
O valor desta vagivel deve ser inicializado no comeco da ex@ougo programa atrég do procedimento
InicializaAloca

A abordagem deste exemplo pode ser estendida d@varios tipos diferentes, mas a sua implemegac
em RASCAL apresenta alguns problemas, como a necessidade de ma@wutienérias listas dispdueis e
conjuntos de procedimentos, correspondentes a cada tipm dikto, o aproveitamento de meria pode
tornar-se ineficiente quandaldisponibilidade deds de um tipo masao de outro.

'Em alguns sistemas mais antigos, o procedimBigposeno fazia nada!
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Veremos, nas sées seguintes, algumas maneiras de resolver este tipo de problemasrégsamp@o
é feita, em geral, fora do sistema de exémuda linguagemASCAL pad@o que Ao rao permite acesso ao
seu sistema de gerenciamento de rogaa Mesmo assim, atulo de clareza, os algoritmos &erapresen-
tados em notd&@p mais pbxima posével desta linguagem.

Programa 11.1Gerenciamento elementar de nimm

type procedure Aloca(var p: ApReg;
ApReg= TReg begin
Reg=record if disp#nil
then begin p := disp disp:= dispf.proxend
prox ApReg else New(p)
end,
end procedure Desalocdp: ApReg;
var begin
disp ApReg pT.prox:= disp disp:=p
procedure InicializaAloca end;
begin
disp:= nil
end;

11.2 Contagem de refegncias

Uma maneira aparentemente simples de implementar o gerenciament@tedaie meraria diramicaé

a utilizagio decontadores de reféncias?® Esta &cnica supe que cada bloco dimico possui um campo
adicional no quaé mantido um contador ddimero de apontadores (redecias) a este bloco. Quando o
bloco é alocado, este campo recebe o valor um. O bloco pode ser desaloesio guvalor do contador
atinge o valor zero.

Neste caso, a implementagde operdies que envolvem vaveis apontadoras deve ser revista. Consi-
deremos o comando de atribagzda formap := ¢’, ondep e ¢ sAo duas vaéveis apontadoras do mesmo
tipo; suponhamos que as duas foram inicializadas e apontam para dais B&meraria validos. Neste
caso, o compilador deABcAL deveria traduzir este comando para a seguintéésenga:

2Em inglesreference counts
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if g£nil
then qf.refs:= qf.refs+1;
if p#£nil then
begin
pt.refs:= p1.refs—1;
if pT.refs=0
then DesalocaRefp)
end;
p:=q
ondeDesalocaRef§é uma rotina que trata de desalocar um bloco de onemSe o bloco a ser desalocado
coném apontadores, os contadores correspondentesmarén que ser atualizados, e podem aparecer
outros blocos para desalo@ag O Prog. 11.2 mostra como poderia ser implementada esta rotina. Note-se
gue ela precisa conhecer, de alguma maneira, gBai®s campos apontadores existentes dentro de cada
bloco. Para simplificar a expo&ig, suporemos que cada registro apontado tem um vetor de apontadores
descrito de maneir@bvia. Suporemos tanéin que a mefria liberadaé coletada numa lista dispel

como indicado na s@g anterior, atrags do primeiro apontador.

Programa 11.2Rotina de desalocag para contagem de regéercias

type
ApReg= TReg
Reg=
record
refs Integer:

numApsInteger:
aponts array [ 1..MaxAp$ of ApReg

end;

procedure DesalocaRefp: ApReg;
var g: ApReg i: Integer
begin
with p7 do
for i:=1 to numApsdo
begin
g:=apont$ i] ;
if g#nil then
begin
qr.refs:= qf.refs—1;
if q7.refs=0 then DesalocaRefs))
end
end;
pT.apont$ 1] := disp,
disp:=p
end;

Os repetidos testes de apontadores nulos poderiam ser eliminadés diawm truque de prograndag
utilizando-se ao in@s denil um nb especial com valor do contador muito alto, gue nunca atingisse o valor
zero. Mesmo assim, o custo destarticaé relativamente alto, pois transformou uma simples operde
atribuicdo numa sdigncia de operdes bastante complexas, de d@@gmprevi$vel, pois o procedimento

DesalocaRefé recursivo.

Entretanto, o problema mais grave destanica reside no fato déin ser apliavel no caso de estruturas
de dados quedtn circularidades. Por exemplo, numa lista ligada circular, os contadereseincias dos
seus Bs nunca atingé&o o valor zero, mesmo quém haja vadveis apontando para algurd da lista.
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Este fato torna aécnica utiliavel somente em situaes especiais. Em situags em que o problema de
chamadas recursivagimé muito frediente, estaécnica tem a vantagem de distribuir o tempo adicional de
gerenciamento de meria de maneira mais uniforme ao longo da ex@ougos programas.

11.3 Coleta de lixo

Uma outra &cnica de implementag de gerenciamento autatico de meraria @ comumente chamada de
coleta de lixo® Ela sufde que a mefria diramicaé alocada de acordo com as necessidades do programa at
que ela seja esgotada. No momento em que esta&itwaprre, 0 sistema executa unésis de operaies

gue &m por finalidade identificar todos os blocos de raamainda ace$geis ao programa e liberar a
menbria dos outros blocos.

A coleta de lixo padio envolve duas fases principais: matzados blocos acesgis e compacta&#p
ou coleta dos blocos queéio esho em uso. Nestaltima fase, a escolha entre a compaétae a coleta
depende de alguns fatores queadsecomentados mais adiante. Para fins de exposguporemos que a
menbria dirfimica pode ser tratada de duas maneiras diferentes. Na primeira fagsso aos blocos
de menbdria se& aquele normalmente usado emsBAL. Na segunda fase, suporemos que a Gréan
dindmicaé constitida por um vetoMemDinde registros consecutivos. A fim de simplificar a expasic
inicial, suporemos tan@m que cada registro tem um cerfmmero de campos apontadores, conhecidos pelo
programa e representado por um vetor, analogangfasma utilizada na s@p anterior. Aém disto, cada
registro tea um campo booleanmarca com valor inicial falso, para indicar se o correspondente bloco de
menria ja foi marcado.

A fase de marcap corresponde, basicamente, a um simples percurso&prgem das estruturas de
dados ace$geis a partir das vaaveis do programa. O problema de visitas repetidas a aumenidas a
compartilhamento e circularidades &aesolvido utilizando-se o pprio campomarca analogamenta
técnica usada no Prog. 9.2. O procedimevtocar est apresentado no Prog. 11.3. Ele deve ser executado
para cada valor apontador armazenado em algumavedriio programaFE bastante&cil verificar que o
numero total de chamadas do procedimeévitocar seia igual ao imero de campos apontadores abess
a serem percorridos. A efaicia da fase de mar@pode ser melhorada atésvda eliminago da recui®o
como ilustrado para percursos eneqardem na S&p 6.3. Caso seja necas® minimizar o espaco para a
pilha, pode-se adaptar o algoritmo de Deutsch, Schorr e Waite de Proljaar8alidade, este algoritmo foi
desenvolvido originalmente neste contexto.

Terminada a fase de maréax; trataremos a meéria diramica como um vetor conveniente, descrito
anteriormente, a fim de recuperar a nigia que o foi marcada. A sua declaégpoderia ter a forma

var MemDin array[ 1..MemDinMa} of Reg

Uma €cnica muito simples seria fazer a coleta numa lista dispgncomo a foi feito nas seges
anteriores, atrads do primeiro campo apontador. Esta alternativa&stesentada no Prog. 11.4. Utilizamos
neste programa o operad@r que rdo existe em RSCAL, masé arélogo ao da linguagem C, e devolve o
endereco da vavel correspondente, ists um apontador. Note-se que o procedimedbdeta atribui
novamento valores falsos a todas as marcas, para que, norimarcoleta de lixo, todas elas tenham o
valor esperaddE simples verificar que esta fase de gerenciamento tem um tempo dezxpcoigorcional

3Em inglésgarbage collection
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Programa 11.3Algoritmo de marcago de uma estrutura

type procedure Marcar(p: ApReg;
ApReg= TReg var i: Integer;
Reg= begin
record if p#£nil then
marca Boolean with pT do
if not marcathen
numApsInteger begin
aponts array[ 1..MaxAp$ of ApReg marca:= true,
for i:=1 to numApsdo Marcar(apontg i] )
end; end
end;

ao tamanho total da méria diramica, que pode ser muito maior do que o tamanho daériamealmente
em uso.

Programa 11.4Coleta de Bbs marcados

procedure Coleta
var i: Integer:
begin
disp:= nil
for i:=1 to MemDinMaxdo
with MemDir i] do
if marca
then marca:= false
else begin
apontg 1] := disp,
disp:= &(MemDir i] )
end
end;

Esta &cnica de coleta funciona bem em caso de registros de tipo uniformelcomeeos, de mesmo
comprimento. Ela pode ser adaptada para registros de tamanhweladontanto que o sistema saiba
identificar os campos apontadores de cada registiemAlisto, cada registro degeconter uma indic&p
relativa ao seu comprimento para viabilizar o percurséiergjal do procedimeniBoleta Por outro lado, a
coleta de blocos de méia de tamanho vaavel traz \arios problemas de gerenciamento a serem discutidos
na Se@o 11.4.

Uma alternativa conveniente para estanica de colet& acompactado de mendria. Ela consiste,
basicamente, em deslocar todos os blocos marcados paczoq@u o fim) da meraria diramica, deixando
0 espaco dispdwel sob a forma de uranico bloco. Novamente, a fim de simplificar a expasi¢gsuporemos
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inicialmente que trata-se de registros de tipo uniforme, como no caso da ¢oiplass A extendo para o
caso de registros de tamanho &gl sed deixado para um exéoio (vide Exerdcio 1).

Suporemos que, para fins de compa&tagada registro possuiéah dos outros campos, um campo
apontador auxiliar que denominaremaestinopois conted 0 endreco para o qual o registro déveer
movido. A compactaio sead implementada emés passos. No primeiro passo,&epreenchidos os
campogdestinode cada registro marcado. No segundo passapsandificados 0os campos apontadores de
cada registro para refletir a podc;final dos registros correspondentes. Finalmente, no terceiro, [@&8sso
registros s&to movidos para a sua paagfinal. O Prog. 11.5 mostra os procedimentos correspondentes aos
trés passos. Deve-se notar que falta indicar ainda a atisdizics vaéveis apontadoras do programa para
o valor indicado pelos campalestinocorrespondentes. Desta vez, a &aeldispapontaa para o primeiro
bloco dispoivel; outros blocos podao ser alocados sgencialmente. Boé dificil, novamente, verificar
que a compact@p tem um tempo de exe@g proporcional ao tamanho total da ntera dirimica, que
pode ser muito maior do que o tamanho da roganrealmente em uso.

Programa 11.5Rotinas de compactag

type
ApReg= TReg
Reg=
record
marca Boolean
destino ApReg

numApsIinteger.
aponts array| 1..MaxAp§$ of ApReg

end;
var disp ApReg

procedure Atualiza
var i,k: Integer:
begin
for i:=1 to MemDinMaxdo
with MemDir i] do
if marcathen
for k:=1 to numApgdo
apont$ k] := apont$ k] 7.desting
end,

procedure CalculaDesting
var i j: Integer
begin
j=1
for i:=1 to MemDinMaxdo
with MemDir i] do
if marcathen

begin
destino:= &(MembDir j] ;)
ji=]+1
end,

disp:= &(MemDiH j] )

end

procedure Move

var i: Integer.
begin

for i:=1 to MemDinMaxdo
with MemDir i] do
if marcathen

begin
marca:= false
desting := MemDif i] ;
end

end;
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11.4 Aloca@o de blocos de meidria vari aveis

Conforme foi visto nas ségs anteriores, o resultado da coleta de Gréandispoiivel pode ser uma lista
ligada de blocos queam esio em uso, ou edb um bloco compactadmico de meraria cujo tamanhé& o
maximo posé#vel, pois inclui toda a mefria dispofivel naquele momento.

A obten@o de uma lista ligadé mais simples e eficiente, &uma solugo muito boa no caso de
blocos de tamanho fixb.No caso de blocos de tamanho %al, pode-se chegar a uma sitia@m que
o total de meraria dispofivel seria suficiente para uma dada reqdisicmas nenhum bloco existeréie
suficientemenete grande.

Mesmo que 8o ocorra este caso extremo, pode serifeade a situggo em que o bloco encontrado na
lista dispotivel € maior do que necemso. Se ele for alocado nategra, haveéx um despefidio de menaria.

Se a pditica de alocago for a de quebrar o bloco em dois, alocando o tamanho exato e rewiboaa
sobra do bloco na lista dispwmel, havea a ten&ncia defragmentagéo de mendria, istoé, forma@o de
blocos muito pequenos com pouca probabilidade de reufii@aEsta tenéhcia podex ser especialmente
acentuada se o cgitio de alocago for o demelhor candidatg® isto &, de procurar o bloco de tamanho
minimo, mas maior ou igual ao necass. Além disto, a busca deste candidato pode levar um tempo
excessivo.

Na patica, observa-se que o éiito deprimeiro candidatd® em que procura-se o primeiro bloco da lista
de tamanho maior ou igual ao necass, funciona melhor. Para prevenir a prolifékagle blocos pequenos
ele pode ser complementado com &igdde @&o quebrar mais blocos que deixariam sobras menores do
que um valor pe-determinado. Uma outra modifi€agneste esquema consiste em tornar a lista digglon
circular e iniciar a busca de um novo bloco sempre na possgguinte na listaquela utilizada numa
aloca@o anterior, evitando a acumu#ar;de blocos pequenos nddio da lista. Este tipo de estégfia
recebe o nome de segdoproximo candidatd Mesmo assim, ele pode acabar com uma lista disgbn
contendo um amero grande de blocos pequenos.

Este esquema de lista dispesl pode ser melhorado significativamente juntando-se, sempre qiegboss
blocos corfiguos que &o f0 reconhecidos como ufmico bloco. Entretanto, a identificag de blocos
confguos pode ser bastante ineficiente. Uma @asitas propostas para resolver o problé&aademarcas
de fronteira® Neste caso, blocos de méria em uso e dispdveis €0 representados como indicado na
Fig. 11.1.

Nesta representag, os camposamanhce livrel ocorrem no iiicio, e o campdivre2 no fim de qualquer
bloco, dispoivel ou rio. Os campossqe dir ocorrem aps o campdivrel somente em blocos quéa
esfio em uso ed usados para formar uma lista duplamente ligada de blocos disfgrO campanicio
ocorre no fim de bloco dispivel, precedendo imediatamente o canlipee2, e aponta para o icio do
proprio bloco. As letrag et denotam, respectivamente, os valores boolefalese true. Note que 0s
valores dos campadsrrel e livre2 sao sempre iguais. Esta dispdgicdos campos permite que, dado o
endereco (apontador) a um bloco, s&gailfverificar o estado e oicio dos dois blocos coiguos.

As operaes de alocdp e desaloc@p 0 bastante eficientes. Para alocar um bloco novo, basta
percorrer a lista dispdwvel a procura de um bloco de tamanho suficiente. Se a diferenca de tamanhos
for abaixo de um limite @-determinado, o blocé alocado ndntegra. Caso corério, a mendria em

“Mesmo neste caso pode ser praferrealizar compactép para diminuir a moviment&o de faginas da me#ria virtual.
SEm inglesbest fit

SEm inglsfirst fit.

"Em inglesnext fit

8Em inglésboundary tags
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Figura 11.1Blocos em uso e dispovel (marcas de fronteira)
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excesso constitui um novo bloco gaeeinserido na lista disporel e marcado de maneira apropriada. Na
opera@o de desalocap de um bloco, a exishcia das marcas de fronteira permite verificar rapidamente se
um ou ambos dos seus dois blocos aqunds tambm eséio dispoiveis. Conforme o caso, um ou ambos
sa0 juntados ao bloco que astendo liberado. A exiihcia da lista duplamente ligada permite opéesc
eficientes de inse@p e remogo na lista. Os detalhes de implemefiageao deixados para um exérm

(vide Exerécio 2).

11.5 Aloca@o controlada

As idéias sugeridas na s&g anterior 80, em geral, bastante eficientes, mas garantem a eliminag da
fragmentag@o, e podem gastar um tempo excessivo na buscabdémm candidata alocago. Uma outra
idéia de aloca@o controlada de mebnia & o sistema de blocos conjugados &iiws.® Para simplificar a
exposi@o, suporemos que a ména € constitida de um certo timero de blocos de tamanhdmmo,
numerados d@ a 2™ — 1, ou seja, b 2™ blocos. Suporemaos taraém que 2, 4, 8, ..., blocos cagtios
podem ser combinados em blocos maiores, seguiadeose birdria indicada na Fig. 11.2 (casode= 4).
Nestaarvore conceitual, as folhas indicam os blocos de tamarihivma e os Bs internos correspondem a
blocos obtidos pela jud® de 2, 4, 8 e 16 blocosimimos. Os valores de sao os liveis daarvore; em cada
nivel, o bloco tem o tamanh2®. Dizemos que dois blocos de mesmo tamarfimcsnjugadosse 0s BS
correspondentes davore §0 irnaos.

Verifica-se que facil reconhecer se doisdicesi e j denotam duadreas conjugadas de tamartfio E
suficiente para isto tomar a represeatabiraria dos fimerosi e j: elas devem diferir apenas weésimo
bit, contado da direita para a esquerda, comecando com zero. No exediphalo na figura, tomemos
i =8,j =10 ek = 1; neste casoi = 1000 e jj = 1010.1° As duas representaes diferem apenas
no bit nimero 1. Conclui-se que os blocos apontados por 8 e 10, de tamartm @rgugados, podendo
ser juntados nurfinico bloco de tamanho 4, fato este confirmado pela figura. Tomemos unegatnplo,

°Em inglsbinary buddy system
10n notag@on ) indica aqui a representag do rimeron em base 2.
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comi =4, j =8 ek = 2. Neste casayy = 0100 e jp = 1000, e as duas representess diferem em mais
de umbit, ndo correspondendo a blocos conjugados. A figura confirma que osstdoe 8 de tamanho 4
nao correspondem a ifdws naarvore.

Figura 11.2 Arvore para o sistema de blocos conjugados com 4

AN AWAWAWAN AN AT AT

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

A alocag@o e desaloc@p de blocos segue um esquema relativamente simples. Somente podem ser
alocados os blocos que fazem parteati@ore. Os blocos disporeis esho arranjados em + 1 listas
duplamente ligadas; /&ésima lista cor@m os blocos dispdveis de tamanh@*. Os apontadores para 0s
nos cabeca das listas formam um vetor numeradd ae:. Numa opera@o de aloca@o que necessita de
tamanhan, aloca-se um bloco de tamanhe= [log, n]. Se r&o existir um bloco deste tamanho, procura-se
um bloco de tamanh2*+! queé quebrado em dois blocos conjugados de tamahh@€aso este tang@m
nao exista, aplica-se uma opedacsemelhante a um bloco de tamaght?, etc. Para inicializar o sistema,

e formado unminico bloco de tamanh®™.

Numa operado de desalocép de um bloco de tamanis, verifica-se se o seu bloco conjugaddaest
disporivel; se estiver, os dois blocoasjuntados, formando um bloco de tamagho!. Caso o bloco con-
jugado deste novo bloco tamim esteja dispdwel, € formado um novo bloco de tamanklo™2, e o processo
é repetido. O bloco fina inserido na lista correspondente ao seu tamanho. Para que estes atgooismo
sam ser executados, cada bloco, em uso ou digplpxlevea conter certas informaes conforme indicado
na Fig. 11.3. Os detalhes de implemeftage@o deixados para um ex&io (vide Exerécio 3). Note-se
gue aarvore da Fig. 11.2 apenas conceitual &o existe fisicamente na ména durante a execag dos
algoritmos.
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Figura 11.3Blocos em uso e dispovel (sistema conjugado)
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11.6 Exerdcios

1. Esboce a implementag de compact@p de meraria para blocos de tamanho \@arel, conforme
sugerido na Sé&p 11.3.

2. Esboce a implementag do esquema de alo@axe desaloca@p de blocos utilizando marcas de fron-
teira, conforme explicado na Ser11.4.

3. Escreva as rotinas para implementar a al@caga desalocag de meraria utilizando o sistema de
blocos conjugados explicado na Se¢1.5.

4. O sistema de blocos conjugadosdrins como explicado na S&g11.5 supe que a mewdria diramica
tem tamanh@™ para algumn. Sugira como implementar o sistema quando i§io aconteceSu-
gestao: Adote uma maneira diferente de inicializar as listas dos blocos diggienlembre que todo
nimero positivo pode ser expresso como uma soma @mgiass distintas de 2.

5. O esquema de blocos conjugados utiliza o fato de que dois blocégumsitle tamanh2® podem ser
juntados num bloco de tamanp®t!. Uma outra i@ia seria utilizar oséimeros de Fibonacci quérn
a propriedadé’, = F,,_; + F,,_».1! Nesta ver&o do esquema, um bloco divel . seria obtido pela
juncao de dois blocos, um déueln — 1 e outro de ivel n — 2. Complete os detalhes deste esquema
e esboce as rotinas correspondentes. A Fig. 11.4 ilustraéest@ed para mebria disporivel de 13
blocos @ = 7).

"L embre queFy =0eF; = 1.
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Figura 11.4 Arvore para blocos conjugados de Fibonacci dBm= 13
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Capitulo 13

Algoritmos de Ordenagao

Neste cafiulo seBo cobertos &rios algoritmos de ordenag. A ordena&o & um dos problemas funda-
mentais em Computag e existem &rios algoritmos para res@vo. Pode-se demonstrar que um algoritmo
baseado apenas em compées;de chaves exige da ordem@e: log n) operades de compar@g, no pior
caso.

A fim de uniformizar e simplificar a apresend&g suporemos em todo este itajp que deseja-se orde-
nar um vetor de dados especificado pelo tifptore utilizaremos o procedimento auxiliéiroca

constnMax=...;

type
Indice=0 .. nMax;
Vetor=record
dadosarray[ 1..nMaxq of T;
n: Indice { Comprimento correntg
end;

procedure Troca(var X, y: T);
var t. T;
begin t:=x; x:=Vy; y:=t end,

Deve-se observar que cobriremostodos de ordenag apli@veis a seggncias representadas na nigia
principal (ordenago interna). A orden&p de arquivos mantidos em dispositivos externos (ordenex-
terna) requer @todos especiais. Notaremos quando&iado pode ser adaptado para esta afficac

13.1 Ordena@o por transposi@o

Algoritmos de ordend@ por transposip baseiam-se em trocas repetidas de elementos e fesh
de ordem. O algoritmo muito simples conhecido cdmibblesortest apresentado no Prog. 13.1 — veja
tamkem a Sego 1.1. & sabemos que este algoritmo realiza da ordei®@@é) operades, ou seja,ao é
muito adequado, exceto para sé@ucias de poucas dezenas de elementos.

Um outro algoritmo de ordenag por transposéip € conhecido comauicksort A analise de sua
eficienciaé bastante complexa, mas pode-se demonstrar qusnern nedio de operdies realizadasé da
ordem deO(nlogn) enquanto que no pior caso estemeroé O(n?). Apesar distog um dos rétodos

135



136 CAPITULO 13. ALGORITMOS DE ORDENA@O

Programa 13.1Algoritmo bubblesort

procedure BubbleSortvar v: Vetor);
var i,j: Indice
begin
with vdo
begin
for i:=n downto 2 do
begin
{ Troca vizinhos fora de ordem e deixa, em definitivo, &rdos[i] }
{ 0 maximo dedados|1..i] }
for j;=1toi—1do
if dadog j] >dado$ j+1] then Troca(dadog j] ,dado$ j+1] );
end
end
end;

muito usados na gtica, por ter o coeficiente de proporcionalidade relativamente peqQealgoritmo esd
apresentado no Prog. 13.2.

13.2 Ordena@o por inserao

Os algoritmos por inse&p sufem que uma parte da d€opcia de dadosajesh ordenada, e inserem mais
um elemento no lugar apropriado. O Prog 13.3 apresenta um exemplo deste &lgoritmo, denominado
inser@o simples Pode-se demonstrar que este algoritmo executa da ord€d¢ de operages, sendo
portanto pouco recomeadel sob o ponto de vistaico.

13.3 Ordena@o por sele@o

Os algoritmos por selép suem que os menores elementos daigegia de dadoshjeséio ordenados,
buscando a seguir o menor elemento d@igagia restante para in¢io. O Prog 13.4 apresenta um exemplo
deste tipo de algoritmo, denominadele@o simples Pode-se demonstrar que este algoritmo executa da
ordem deO(n?) de operages, sendo tan@m pouco recomerdael sob o ponto de vistagtico.

Um outro algoritmo por sel@p é conhecido combeapsort- veja Prog. 13.5 — e utiliza asé@is da
Se@o 8.4. Demonstra-se que o algoritmo realiza da or@¥mlogn) opera@es o que o torna um dos
algoritmosobtimos para esta aplicag.
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Programa 13.2Algoritmo quicksort

procedure QuickSortAugvar v: Vetor, esq dir: Indice);
var i,j: Indice pivot T;
begin { Supeesq < dir }

with vdo
begin
i :=esq j:=dir; pivot:= dado$ (esgtdir) div 2] ;
repeat
while dado$ i] <pivotdoi :=i+1;
while dado$ j] >pivotdoj :=j—1;

if i<j then begin
Troca(dado$ i] ,dado$ j] );
i=i+1; j:=j—1
end
until i>j;
if escgkj then QuickSortAuxv,esqj);
if dir>i then QuickSortAukv,i,dir)

end

end;

procedure QuickSortvar v: Vetor);
var i: Indice

begin

QuickSortAuxv,1,v.n)

end;

13.4 Ordena@o por intercalacdo

Os algoritmos desta classe fazem a inter@dage se@éncias & ordenadas de comprimentos crescentes.
Demonstra-se que os algoritmos realizam da or@¥mlog n) opera@es o que os torna algoritmésmos

para esta aplicép. Apresentaremos duas \@s de orden@p por intercala®o: a iterativa e a recursiva.
Para aplicaies na meidria, a primeiraé certamente mais adequada. Entretanto, a segunda pode ser refor-
mulada facilmente para ordergaxde arquivos externos. Os algoritmosiesipresentados nos Progs. 13.6

e 13.7

13.5 Ordena@o por distribuicao



138 CAPITULO 13. ALGORITMOS DE ORDENA@O

Programa 13.30rdena@o por insergo simples

procedure Insercadgvar v: Vetor);
var i,j:integer p: T;
begin
with vdo
begin
for i:=1ton—1do
begin
{ inseredados[i + 1] emdados|1..i] }
:=dadog i+1] ; j:=1i;
while (j>1) and (p<dadog j] ) do
begindado$ j+1] :=dado$j]; j:=j—1 end,
dadog j+1] :=p
end
end
end;

13.6 Exerdcios
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Programa 13.40rdenado por selego simples

procedure Selecagvar v: Vetor);
var i, p: integer
begin
with vdo
begin
for i:=1ton—1do
begin
{ coloca emiados[i] 0 minimo dedados|i..n — 1] }
p:=1
for j:=i+1to ndo
if dado$ j] <dadog$ p] thenp:=j;
Troca(dado$ i] ,dado$ p] )
end
end
end;
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Programa 13.5Algoritmo heapsort

procedure DesceRaigvar v: Vetor, raiz,ultimo: Indice);
{ Sue que sulérvores da raiz constituem ‘heaps
var x: T;i,j: Indice continua boolean

begin
with vdo
begin
X := dado$ raiz] ; continua:= true,
j:=raiz; i := 2xj;
while continuaand (i<ultimo) do
begin
if (i<ultimo) and (dado$ i] <dadog i+1] )
then i:=i+1;
if x<dado$ i]
then begindado$ j] :=dado$i] ;j:=1i;i:= 2xi end
elsecontinua:= false
end;
dadog j] :=x
end
end;
procedure HeapSortvar v: Vetor);
var i: Indice
begin
with vdo
begin

for i:= ndiv 2 downto 1 do DesceRaif,i,n);
for i:= ndownto 2 do
begin Troca(dado$ 1] ,dadog i] ); DesceRai@,1,i—1) end
end
end;
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Programa 13.60rdenado iterativa por intercal&p

procedure IntercalalteAuxvar v,w: Vetor, esq dir, Id: Indice);
var i,j,k: Indice
begin
{ Intercala os vetores.dados|esq..dir — 1] ev.dados[dir..ld — 1] }
{ emw.dados[esq..ld — 1] }
i :=esqj:=dir; k:=esq
while (i<dir) and (j<Id) do begin
if v.dadog i] <v.dado$ j]

then beginw.dadog$ k] :=v.dado$i] ;i:=i+1end
else beginw.dado$ k] :=v.dado$j] ;j:=j+1 end;
K:=k+1
end
while (i<dir) do
beginw.dado$ K] :=v.dado$ i] ;i:=i+1; k:=k+1 end,
while (j<Id) do
beginw.dado$ K] :=v.dado$ ] ;j:=j+1; k:=k+1 end,
end;

procedure Intercalalterativqvar v: Vetor);

var d, esqdir, Id: integer. par: boolean w: Vetor,
begin
{ Ordena d& em2, de4 em4, ..., usando intercal@p }
with v do begin

d:=1; par:=false w.n:=v.n;

while d<n do begin

esqg:= 1; par:= not par;

repeat
dir := esqgtd; Id := dir+d;
if dir>n

then begindir := n+1; Id := nend{ direito vazio}
else ifld>(n+1) thenld := n+1;
if par
then IntercalalteAuxv,w,esqdir,Id)
else IntercalalteAuxw,v,esqdir,Id);
esq:= dir+d;
until esg>n;
d:=2x«d
end;
if par then dados:= w.dados
end
end;
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Programa 13.70rdenago recursiva por intercalag

procedure IntercalaRecAugvar u,v,w: Vetor);

var ij,k: Indice
begin
{ Intercala os vetores u e v, deixando resultados efn w
with w do begin

i:=1; j:=1;n:=untv.n;

for k:=1to ndo begin

if (i<u.n) and (j<v.n)
then if u.dadog i] <v.dadog j]

then begindado$ K] := u.dado$i] ;i:=i+1end
else begindadog k] :=v.dado$j] ;j:=j+1end
else ifi<u.n
then begindado$ k] := u.dado$i] ;i:=i+1end
else begindado$ k] := v.dado$j] ;j:=j+1end
end
end

end;

procedure IntercalaRecursivivar v: Vetor);
var i: Indice vl,v2: Vetor:
begin
with v do begin
if n>1 then begin
vln:=ndiv 2; v2n:= n—vln;
for i:=1tovlndovldadogi] :=dado$i] ;
for i:=1tov2ndov2dado$i] := dado$i+vln];
IntercalaRecursivpvl); IntercalaRecursivpr2);
IntercalaRecAufv1,v2,v)
end,
end
end;




Capitulo 14

Programacao Orientada a Objetos

14.1 Conceitos hsicos

O Prog. 14.1 (com continudag em 14.2) traz um exemplo de utiliZacdo paradigma de orientag a
objetos, no contexto da linguagdmrboPascal O exemplo ilustra, de maneira bastante elementar, conceitos
deherancae demétodos virtuais

14.2 Implementa@o

14.3 Exerdcios

143
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Programa 14.1Exemplo de utilizago de objetogcontinua)

program Figuras

type

TFigura= class

posxposy Real

function Area Real virtual; abstract

procedure Desenhéescala Real); virtual; abstract
end;

TRetangulc= clasg TFigura)

larg,alt: Real

function Area Real override

procedure Desenhéescala Real); override
end;

TCirculo = clasg TFigura)

raio: Real

function Area Real override

procedure Desenhéescala Real; override
end;

procedure TRetanguldesenhéescala Real);

begin

{Este procedimento e&stncompletd

Writeln('Desenho de um rahgulo de larguralarg:5:2,
"e alturd ,alt:5:2);

Writeln("Posi@o:’,posx5:2,, ,posy5:2)

end;

function TRetangulArea Real
begin

Area:= larg=alt

end;

function TCirculo.Area Real
begin

Area:= Pixsgr(raio)

end
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Programa 14.2Exemplo de utilizago de objetogcontinua@o)

procedure TCirculo.Desenh&escala Real);

begin

{Este procedimento &stncompletg
Writeln(’'Desenho de umicculo de raid,raio:5:2);
Writeln(’Posi@o:’,posx5:2,, ,posy5:2)

end;

procedure DesenhalmprimeArd&: TFigura);
begin

Writeln,

f.Desenh&2.0);

Writeln(’Area:’ f.Area6:2)

end

procedure Translacadf : TFigura; dx,dy: Real;
begin
with f do
begin
posx:= posxt+dx;
posy:= posy-dy
end
end;

var
figl,fig2 TFigura;
ret: TRetangulo
circ: TCirculo;

begin
ret := TRetangulcCreate
ret.posx:= 0.0; ret.posy:= 0.0;
retlarg := 5.0; retalt := 10.0;
circ := TCirculo.Create
circ.posx:= 3.0; circ.posy:= 10.0;
circ.raio := 5.0;
figl:=ret;
fig2 :=circ;
Translacadret,2.0,3.0);
Translacadfig2,3.0,1.0);
DesenhalmprimeArgégl);
DesenhalmprimeAréég2)

end.




