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Pref�acioDesenvolver teorias para o grande volume de dados biol�ogicos dispon��vel na �area deBiologia Molecular constitui-se num dos problemas mais desa�adores existentes atu-almente. Laborat�orios com tecnologia cada vez mais so�sticada fornecem detalhesprecisos das estruturas moleculares estudadas. Assim, a �area de Biologia Computa-cional tem por objetivo o estudo e aplica�c~ao de t�ecnicas e ferramentas computacionaisaos problemas de Biologia Molecular. Dentre os problemas pesquisados encontra-seo de evolu�c~ao molecular, onde s~ao estudados m�etodos de comparar genomas de orga-nismos de esp�ecies distintas, baseados em prov�aveis eventos que levaram a muta�c~oes.Estes m�etodos geram medidas de distância. Uma t�ecnica de computar distância �ecomparar blocos, formados por um ou mais genes, de genomas de dois organismos.Esta tese situa-se na �area de Rearranjo de Genomas, que visa resolver um pro-blema combinatorial de encontrar uma s�erie m��nima de eventos de rearranjo quetransforma um genoma em outro. De forma gen�erica, estudos de evolu�c~ao baseadosem rearranjos de genomas levam ao problema da distância de rearranjo, que �ecomputar o n�umero m��nimo e encontrar a menor seq�uência de eventos de rearranjonecess�arios para transformar um genoma em outro.Especi�camente, nesta tese estudamos dois eventos de rearranjo, revers~ao e trans-posi�c~ao, os problemas de distância relacionados a eles e os diâmetros (maior distânciaentre dois cromossomos quaisquer) para os problemas de distância investigados. Ini-cialmente, apresentamos de forma cuidadosa uma equivalência entre os problemasde distância de revers~ao de cromossomos com sinais lineares e circulares, que im-plica imediatamente num algoritmo polinomial para o problema da distância de re-vers~ao de cromossomos circulares com sinais, baseado num algoritmo polinomial parao problema equivalente de cromossomos lineares. Mostramos tamb�em o diâmetro derevers~ao (a maior distância de revers~ao entre quaisquer dois cromossomos) de cro-mossomos lineares e circulares. A prova do diâmetro linear foi baseada no c�alculo dedistâncias de revers~ao entre determinadas permuta�c~oes e a permuta�c~ao identidade.Em seguida apresentamos um algoritmo de aproxima�c~ao e um algoritmo exato paraviii



o problema da distância de transposi�c~ao de cromossomos lineares sem sinais, basea-dos numa estrutura denominada diagrama de pontos-de-quebra. Embora este algo-ritmo tenha uma raz~ao te�orica elevada (2:25), quando comparado ao melhor algoritmoconhecido (1:5), mostrou uma raz~ao bem melhor nos experimentos realizados, sug-erindo que ele possa ser �util na pr�atica. Mostramos tamb�em um limite inferior para odiâmetro de transposi�c~ao (a maior distância de transposi�c~ao entre quaisquer dois cro-mossomos) de cromossomos lineares. Esta prova foi baseada no c�alculo da distânciade transposi�c~ao entre uma permuta�c~ao e sua inversa.Finalmente, apresentamos algoritmos de aproxima�c~ao para o problema da distânciade revers~ao e transposi�c~ao de cromossomos lineares, sem e com sinais, que emborasimples, levaram a um resultado bastante mais complexo, que foi o de estabelecerum limite inferior para o diâmetro de revers~ao e transposi�c~ao. Esta prova utilizou oc�alculo da distância de revers~ao e transposi�c~ao entre uma particular permuta�c~ao e apermuta�c~ao identidade, cuja prova, por sua vez, foi baseada na an�alise de todas aspossibilidades de aplicar revers~oes e transposi�c~oes (opera�c~oes) na permuta�c~ao inicial,nos dois primeiros passos, em qualquer seq�uência de opera�c~oes que transforma apermuta�c~ao inicial na permuta�c~ao identidade.
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Cap��tulo 1Introdu�c~aoPesquisas em Biologia Molecular est~ao basicamente voltadas para o entendimentoda estrutura e fun�c~ao de prote��nas e �acidos nucleicos. Existem dois tipos de �acidosnucleicos em organismos vivos, o RNA - �acido ribonucleico e o DNA - �acido desoxir-ribonucleico.O DNA �e uma mol�ecula muito grande (macromol�ecula) formada por uma cadeiadupla de mol�eculas menores. Cada uma destas cadeias (chamadas de �tas) consistede uma espinha dorsal com repeti�c~oes das mesmas unidades b�asicas. Uma unidadeb�asica �e composta por a�c�ucar (desoxirribose), fosfato e por uma das quatro bases:adenina (A), guanina (G), citosina (C) e timina (T). As duas �tas do DNA, queformam uma estrutura helicoidal, encontram-se ligadas por causa do pareamento dabase A com a base T, e da C com a G (Figura 1.1). Os pares de bases (pb) fornecemuma unidade de comprimento para o DNA.A estrutura qu��mica das liga�c~oes das bases imp~oe para cada uma das �tas uma ori-enta�c~ao, que �e indicada denominando-se as extremidades de cada �ta por 50 e 30. Asduas �tas s~ao orientadas de forma contr�aria, de modo que a extremidade 50 de umacorresponde �a extremidade 30 da outra (Figura 1.2).Denota-se o DNA por uma seq�uência de letras, onde cada letra representa uma base.A cadeia dupla �e representada colocando uma �ta acima da outra (Figura 1.2).Cada c�elula do organismo tem poucas cadeias de mol�eculas de DNA bastante longas.Estas mol�eculas podem ser lineares (quando as extremidades das �tas s~ao livres) oucirculares (quando as duas extremidades encontram-se ligadas). Existem certos v��rusconstitu��dos apenas por DNA circular [27] (Figura 1.3).A importância das mol�eculas de DNA �e que nelas s~ao codi�cadas todas as in-1
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Figura 1.1: O esquema das liga�c~oes das bases e a estrutura espacial do DNA. (a) Opareamento das bases liga as duas �tas do DNA. (b) As duas �tas formam uma duplah�elice.
5’   ...   TACTGAA   ...   3’

3’   ...   ATGACTT   ...   5’Figura 1.2: O DNA pode ser representado por uma seq�uência de letras, onde cadaletra representa uma base. A orienta�c~ao de cada �ta �e indicada por 50 e 30, e as duas�tas s~ao orientadas de forma contr�aria. Observe ainda o pareamento das bases.
Figura 1.3: Exemplos das estruturas do DNA. (a) DNA representado como mol�eculalinear. (b) DNA formando c��rculo.
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cromossomo cromossomo cromossomo

genoma

gene gene gene genegene gene gene gene gene geneFigura 1.4: Esta �gura mostra uma vis~ao esquem�atica dos genes dentro dos cromos-somos e dos cromossomos dentro do genoma.forma�c~oes necess�arias para construir cada prote��na ou RNA encontrado no organismo,garantindo assim a sobrevivência do indiv��duo e a perpetua�c~ao da esp�ecie.Cada uma das mol�eculas de DNA �e chamada de um cromossomo. Um fato impor-tante sobre um cromossomo �e que a cada tipo diferente de prote��na num organismousualmente corresponde um e apenas um trecho cont��guo ao longo do cromossomo,chamado de gene. Comprimentos de genes variam, mas no caso de seres humanos,um gene tem aproximadamente 10.000 pb. Certos mecanismos celulares s~ao capazesde reconhecer no DNA os pontos precisos onde um gene come�ca e onde termina.Denomina-se de genoma a um conjunto completo de cromossomos dentro de umac�elula. A Figura 1.4 mostra o esquema dos genes dentro dos cromossomos e doscromossomos dentro do genoma. O n�umero de cromossomos num genoma �e carac-ter��stico da esp�ecie. Por exemplo, cada c�elula humana tem 46 cromossomos, sendoque o tamanho do genoma �e de aproximadamente 3� 109 pb, enquanto a da bact�eriaEscherichia coli tem apenas um cromossomo, sendo o tamanho do genoma 5 � 106pb.A Ciência Moderna mostrou que todas as esp�ecies de organismos vivos na Terrapassaram por um lento processo de transforma�c~ao atrav�es do tempo, ou seja, so-freram evolu�c~ao. Portanto, uma �area bastante interessante em Biologia �e modelarprocessos evolucion�arios das esp�ecies existentes atualmente. Isto �e feito normalmenteconstruindo-se �arvores, chamadas de �arvores �logen�eticas, cujas folhas representamesp�ecies atuais e cujos n�os internos representam ancestrais hipot�eticos. Uma carac-ter��stica importante destas �arvores �e a distância entre pares de n�os, que fornece umaestimativa da distância evolucion�aria entre estes n�os. Usar seq�uências hom�ologasde genes para inferir distância evolucion�aria continua a ter grande interesse paraos pesquisadores de Biologia Molecular, uma vez que prote��nas e �acidos nucleicostamb�em evoluem. Assim, novas t�ecnicas de medir distâncias continuam a ser investi-gadas nesta �area, visando a reconstru�c~ao das �arvores �logen�eticas.



4Por outro lado, desenvolver teorias para o grande volume de dados dispon��vel hojena �area de Biologia Molecular �e um dos problemas mais desa�adores existentes atu-almente. Laborat�orios com tecnologia cada vez mais so�sticada fornecem detalhesprecisos das estruturas moleculares estudadas. Esses dados necessitam de t�ecnicase�cientes de manipula�c~ao, para que possam ser utilizados de forma mais efetiva pelosbi�ologos.Neste contexto, surge uma nova �area em Ciência da Computa�c~ao. Biologia Mole-cular Computacional pode ser de�nida como a �area que tem por objetivo o estudoe aplica�c~ao de t�ecnicas e ferramentas computacionais aos problemas de Biologia Mo-lecular. Esta �area vem mostrando not�avel crescimento nos �ultimos anos [28, 41].Em Biologia Molecular Computacional, dentre os problemas pesquisados, encontra-se o de evolu�c~ao molecular. Mais especi�camente, estudam-se m�etodos para com-parar genomas de organismos de esp�ecies distintas, baseados em prov�aveis eventosque levaram a muta�c~oes. Estes m�etodos geram medidas de distância, que podemser empregadas para reconstru�c~ao de �arvores �logen�eticas, ou ainda para veri�caro relacionamento funcional entre dois organismos. Assim, neste trabalho, de formagen�erica, visamos estudar formas de computar distância entre genomas de organismosde esp�ecies diferentes.Em Biologia Molecular Computacional, para computar distância entre genomas,tradicionalmente utiliza-se a t�ecnica de alinhamento de seq�uências. De formagen�erica, alinhar duas seq�uências �e encontrar uma correspondência entre bases si-milares. Para o alinhamento s~ao utilizadas muta�c~oes puntuais nos genes tais comosubstitui�c~oes, remo�c~oes e inser�c~oes de bases. A distância �e computada associandocustos a estas opera�c~oes, e procurando pela composi�c~ao menos cara dentre as quetransformam uma seq�uência na outra.Entretanto, existem organismos (como os v��rus da herpes) para os quais o alinhamentode seq�uências produz uma similaridade t~ao ruim que n~ao fornece nenhuma evidêncian~ao amb��gua de que tenham tido uma origem evolucion�aria comum. Como resultado,os m�etodos cl�assicos de compara�c~ao de seq�uências n~ao s~ao muito �uteis para genomascom similaridade ruim, e utiliz�a-los pode levar at�e mesmo a contradi�c~oes, pois genesdiferentes podem originar �arvores evolucion�arias diferentes.Em vista disso, os pesquisadores tentaram encontrar uma maneira diferente paracomputar distância, comparando por�c~oes maiores dos genomas, em lugar de compararbases. Esta alternativa foi baseada em in�umeros trabalhos realizados em BiologiaMolecular, destacando-se os trabalhos pioneiros de Nadeau e Taylor [31] e de Palmer eHerbon [32], que descobriram genomas de duas esp�ecies, quase idênticos em seq�uênciasde genes, mas muito diferentes na ordem destes genes (Figura 1.5). Estes trabalhos
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B.oleracea

B. campestris

(nabo)

(repolho)Figura 1.5: Os genomas de duas esp�ecies de plantas, onde cada n�umero denota umbloco de um ou mais genes, e as setas indicam as orienta�c~oes relativas dos blocos deuma esp�ecie em rela�c~ao �a outra.provaram de forma convincente que rearranjo em por�c~oes grandes dos genomas �e ummodo comum de evolu�c~ao molecular.Todo o estudo realizado em rearranjo de genomas visa resolver um quebra-cabe�cacombinatorial para encontrar uma s�erie m��nima de rearranjos, ocorridos em por�c~oesgrandes do genoma, que transforma um genoma no outro. Assim, emBiologia Molecu-lar Computacional, estudos de evolu�c~ao baseados em rearranjos levam ao problemade distância de rearranjo, que, de forma gen�erica, �e computar o n�umero m��nimoe encontrar a menor seq�uência de eventos de rearranjo necess�arios para transformarum genoma em outro.A raz~ao para encontrar uma serie m��nima de eventos de rearranjo �e justi�cada pelahip�otese da parsimônia, na qual assume-se que a Natureza sempre encontra caminhosque necessitam de um m��nimo de mudan�cas, e portanto, se desejarmos investigarcomo um organismo de uma esp�ecie pode ter sido transformado num organismo deoutra esp�ecie (ou vice-versa), devemos tentar encontrar uma s�erie m��nima de eventosde rearranjo que possivelmente tenham realizado esta transforma�c~ao.Um enfoque computacional baseado em compara�c~ao da ordem de genes em vez dacompara�c~ao tradicional das bases dos genes foi introduzido pioneiramente por Sanko�[35, 37, 36, 38]. Kececioglu e Sanko� [25], e Pevzner e Waterman [34] fazem umarevis~ao de problemas combinatoriais motivados por rearranjo de genomas.Existem duas t�ecnicas em Biologia Molecular para obter dados sobre a ordem dosgenes num genoma: mapeamento f��sico e seq�uenciamento. Mapeamento f��sicofornece a ordem e a distância relativa dos genes. Seq�uenciamento, al�em da ordem,fornece as orienta�c~oes relativas dos genes. O seq�uenciamento de genomas inteirosest�a se tornando cada vez mais comum, estando hoje dispon��veis cerca de 25 geno-



1.1. Modelos computacionais 6mas completos de microorganismos, al�em de in�umeros genomas completos de v��rus eorganelas. No Brasil h�a dois projetos em andamento para seq�uenciar totalmente geno-mas de bact�erias. Contudo, para genomas muito grandes como os de plantas, aindagrande parte dos dados experimentais baseia-se em mapeamento f��sico, e portanton~ao contêm as orienta�c~oes dos genes. Notamos ainda que a disponibilidade destesdados gera novos problemas de compara�c~ao de genomas em diferentes �areas, comoem DNA mitocondrial de plantas [32], DNA mitocondrial de animais [38], virologia[17], ou gen�etica de Drosophila [43].Na Se�c~ao 1.1 ser~ao apresentados modelos computacionais que formalizam determina-dos eventos de rearranjo. Na Se�c~ao 1.2 apontamos poss��veis dire�c~oes de pesquisa na�area de Rearranjo de Genomas, e fazemos coment�arios espec���cos em cada um dosproblemas relacionados. Finalmente, na Se�c~ao 1.3 apresentamos os objetivos destatese.1.1 Modelos computacionaisExaminaremos agora modelos para formalizar determinados eventos de rearranjo degenomas. Os eventos que ser~ao modelados s~ao: revers~ao, que tem o efeito de in-verter a ordem e a orienta�c~ao dos genes na por�c~ao do genoma que sofreu a muta�c~ao,transposi�c~ao, que move uma por�c~ao de uma regi~ao para outra dentro do genoma,transvers~ao, que move os blocos de genes de um local para outro dentro do genoma,mas reverte a ordem e a orienta�c~ao dos genes, e transloca�c~ao, que troca por�c~oesentre dois cromossomos diferentes dentro do genoma (Figura 1.6). Na �gura, cadan�umero denota um bloco do cromossomo contendo um ou mais genes, e a seta denotao fato de que estes blocos têm uma orienta�c~ao conhecida. O sentido da seta est�aassociado �as orienta�c~oes relativas dos blocos de genes de uma esp�ecie em rela�c~ao �aoutra. Dois blocos de genes em genomas diferentes têm o mesmo n�umero se contêmexatamente os mesmos genes.Inicialmente, vamos modelar um cromossomo linear que, conforme visto na se�c~aoanterior, �e uma mol�ecula de DNA cujas pontas est~ao soltas.Um cromossomo linear, possuindo n blocos de genes, ser�a modelado por uma per-muta�c~ao � = (�1�2 : : : �n), sendo cada �i, 1 � i � n, um bloco de genes, e todos elesdistintos entre si. Se as orienta�c~oes relativas dos blocos de genes n~ao s~ao conhecidas,cada �i �e um n�umero inteiro sem sinais (Figura 1.7 (a)). Se estas orienta�c~oes relativass~ao conhecidas, o cromossomo �e modelado por uma permuta�c~ao com sinais, idênticaao caso anterior, exceto que cada �i possui um sinal + ou �, indicando a orienta�c~ao
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C   =  (  1   11   12   13  )    C   =  (  10   2   3   9   )’Figura 1.6: Exemplos dos eventos de rearranjo que ser~ao modelados. (a) Revers~aoinverte a ordem e a orienta�c~ao dos blocos de genes do cromossomo indicados pelotra�co. (b) Transposi�c~ao move os blocos de genes do cromossomo indicados pelo tra�copara o local indicado pela seta. (c) Transvers~ao move os blocos de genes do cromos-somo indicados pelo tra�co para o local indicado pela seta, mas invertendo a ordeme orienta�c~ao dos blocos de genes. (d) Transloca�c~ao troca os blocos de genes dos doiscromossomos indicados pela barra horizontal e pelo tra�co.
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cloroplasto de Lobelia fervens

outros genomas equivalentes:

(a)

(b)

(c)

(-4 -6 +1 +7 -2 -3 +5 +8) cromossomo X humano

Figura 1.7: Exemplos de representa�c~ao de cromossomos e genomas, considerandoapenas DNA linear. (a) O cromossomo linear sem sinais. (b) O cromossomo linearcom sinais. (c) Como o genoma �e um conjunto de cromossomos, n~ao h�a uma ordementre estes cromossomos.do bloco (Figura 1.7 (b)). Observamos ainda que o sinal \+" representa a seta paraa direita da Figura 1.6 (a), e o sinal \�" denota a seta para a esquerda.O genoma, tamb�em visto na se�c~ao anterior, �e um conjunto de cromossomos e ser�arepresentado por um conjunto de permuta�c~oes (Figura 1.7 (c)).Estes diferentes eventos de rearranjo levam a diversos problemas combinatoriais, cujacomplexidade em alguns casos ainda n~ao �e conhecida. Apresentaremos oito modelos:distância de revers~ao, distância de transposi�c~ao, distância de transvers~ao, distânciade transloca�c~ao, distância de revers~ao e transposi�c~ao, distância de revers~ao, trans-posi�c~ao e transvers~ao, distância de revers~ao e transloca�c~ao e distância de transposi�c~aoe transloca�c~ao.De forma gen�erica, os formalismos modelam eventos de rearranjo ocorrendo interna-mente a um �unico cromossomo (revers~oes, transposi�c~oes e transvers~oes) e ocorrendoentre diferentes cromossomos (transloca�c~oes). Em cada uma das se�c~oes a seguir, ini-cialmente caracterizaremos cada evento de rearranjo e em seguida enunciaremos oproblema relacionado a cada um destes eventos.1.1.1 Distância de revers~aoRearranjos em DNA mitocondrial, de cloroplasto, viral e bacterial s~ao basicamenteconstitu��dos por revers~oes [18]. A formula�c~ao combinatorial do problema de distância



1.1. Modelos computacionais 9de revers~ao �e descrita em seguida.J�a sabemos que uma revers~ao �e um evento de rearranjo de genomas que transformaum cromossomo em outro, \invertendo" a seq�uência de blocos de genes de um deter-minado trecho do cromossomo.De�nimos uma revers~ao r do intervalo [i; j], denotado por r(i; j), atuando numapermuta�c~ao linear com sinais � = (�1 : : : �i�1�i�i+1 : : : �j�1�j�j+1 : : : �n) porr(i; j) � � = (�1 : : : �i�1�j�j�1 : : : �i+1�i�j+1 : : : �n)onde �k indica a invers~ao do sinal de �k (Figura 1.8 (a)).O problema da distância de revers~ao de cromossomos lineares, com orienta�c~oes co-nhecidas, �e formalizado como se segue. Dadas duas permuta�c~oes lineares com sinais� e �, modelando dois cromossomos lineares com orienta�c~oes relativas conhecidas, oproblema da distância de revers~ao de � e � �e encontrar uma s�erie de revers~oesr1; r2; : : : ; r% tais que r% � r%�1 � : : : � r2 � r1 � � = � e % �e m��nimo. Chamamos % dedistância de revers~ao de � e �, denotada por dr(�; �).Quando n~ao temos informa�c~oes sobre a orienta�c~ao dos blocos de genes, isto �e, apermuta�c~ao � n~ao cont�em sinais, a revers~ao r inverter�a apenas a ordem dos blocosde genes (Figura 1.8 (b)).Podemos supor que � �e a permuta�c~ao identidade � = (+1 +2 : : : +n), e consideraro problema equivalente de transformar � em �. O problema de ordenar � porrevers~oes �e encontrar a distância de revers~ao, dr(�; �).Para permuta�c~oes sem sinais, o enunciado do problema �e inteiramente an�alogo, apenaslembrando que as revers~oes invertem apenas a ordem de �i : : : �j.1.1.2 Distância de transposi�c~aoAn�alises dos genomas do v��rus Epstein-Barr EBV e do v��rus simples da Herpes HSV-1 revelaram que a evolu�c~ao destes v��rus envolvia um certo n�umero de revers~oes etransposi�c~oes de partes grandes dos genomas [4]. A formula�c~ao combinatorial para oproblema de distância de transposi�c~ao �e descrita a seguir.Uma transposi�c~ao �e um evento de rearranjo de genomas que transforma um cromos-somo em outro, \cortando" uma certa por�c~ao do cromossomo e \colando" esta por�c~aoem um outro local no mesmo cromossomo.Formalmente, uma transposi�c~ao t(i; j; k) �e de�nida por três inteiros i; j e k tais que1 � i < j � n + 1, 1 � k � n + 1, e k 62 [i; j], da seguinte forma. Ela \corta" a
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Figura 1.8: Exemplos de revers~ao atuando em permuta�c~ao linear. O trecho sublinhadoindica os elementos afetados pela revers~ao. (a) Revers~ao atuando em permuta�c~ao comsinais. (b) Revers~ao atuando em permuta�c~ao sem sinais.
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π π ιFigura 1.9: Exemplo de transposi�c~ao atuando em permuta�c~ao linear. Conhecer asorienta�c~oes dos blocos de genes n~ao altera a transposi�c~ao, pois este evento envolveapenas mudan�cas de local no cromossomo.por�c~ao entre as posi�c~oes i e j � 1, incluindo os extremos, e \cola" estes elementosexatamente antes da posi�c~ao k. Portanto, podemos escrevert(i; j; k) � (�1�2 : : : �i�1�i : : : �j�1�j : : : �k�1�k : : : �n) =(�1�2 : : : �i�1�j : : : �k�1�i : : : �j�1�k : : : �n);se i < j < k, e t(i; j; k) � (�1�2 : : : �k�1�k : : : �i�1�i : : : �j�1�j : : : �n) =(�1�2 : : : �k�1�i : : : �j�1�k : : : �i�1�j : : : �n);se k < i < j. Observe que t(i; j; k) = t(j; k; i) quando i < j < k (Figura 1.9).O problema da distância de transposi�c~ao de dois cromossomos lineares �e formalizadocomo se segue. Dadas duas permuta�c~oes � e �, modelando dois cromossomos, oproblema da distância de transposi�c~ao de � e � �e encontrar uma s�erie de trans-posi�c~oes t1; t2; : : : ; t� tais que t� � t��1 � : : : � t2 � t1 � � = � e � �e m��nimo. Chamamos �de distância de transposi�c~ao de � e �, denotado por dt(�; �).Novamente, supondo que � seja a permuta�c~ao identidade � = ( 1 2 : : : n ), oproblema de ordenar � por transposi�c~oes �e encontrar a distância de transposi�c~ao,dt(�; �).Observamos que no caso de transposi�c~oes, o conhecimento das orienta�c~oes dos blocosde genes n~ao altera as de�ni�c~oes anteriores, pois este evento de rearranjo envolveapenas mudan�cas de locais, n~ao afetando portanto as orienta�c~oes dos blocos de genes.



1.1. Modelos computacionais 121.1.3 Distância de transvers~aoPodemos conceber tamb�em um evento que \corta" certos blocos de genes do cro-mossomo e \cola" estes blocos de genes em um outro local no mesmo cromossomo,mas com a ordem e as orienta�c~oes dos genes invertidas. Chamaremos este evento detransvers~ao.De�nimos uma transvers~ao t(i; j; k) por três inteiros i; j e k tais que 1 � i < j � n+1,1 � k � n+1, e k 62 [i; j], da seguinte forma. Ela \corta" a por�c~ao entre as posi�c~oes ie j � 1, incluindo os extremos, e \cola" estes elementos exatamente antes da posi�c~aok, invertendo a ordem e a orienta�c~ao dos genes. Portanto, podemos escrevert(i; j; k) � (�1�2 : : : �i�1�i : : : �j�1�j : : : �k�1�k : : : �n) =(�1�2 : : : �i�1�j : : : �k�1�j�1 : : : �i�k : : : �n);se i < j < k, onde �l indica a invers~ao do sinal de �l, et(i; j; k) � (�1�2 : : : �k�1�k : : : �i�1�i : : : �j�1�j : : : �n) =(�1�2 : : : �k�1�j�1 : : : �i�k : : : �i�1�j : : : �n);se k < i < j.O problema da distância de transvers~ao de dois cromossomos lineares �e formalizadocomo se segue. Dadas duas permuta�c~oes � e �, modelando dois cromossomos, o pro-blema da distância de transvers~ao de � e � �e encontrar uma s�erie de transvers~oest1; t2; : : : ; t� tais que t� �t��1 � : : :�t2 �t1 �� = � e � �e m��nimo. Chamamos � de distânciade transvers~ao de � e �, denotado por dt(�; �).Novamente, assumindo que � seja a permuta�c~ao identidade � = ( 1 2 : : : n ), oproblema de ordenar � por transvers~oes �e encontrar a distância de transvers~ao,dt(�; �).Para permuta�c~oes sem sinais, o enunciado do problema �e inteiramente an�alogo, apenaslembrando que as revers~oes apenas invertem a ordem de �i : : : �j�1.1.1.4 Distância de transloca�c~aoTransloca�c~oes podem ocorrer na forma�c~ao dos cromossomos sexuais de um indiv��duoda esp�ecie humana, podendo resultar em indiv��duos normais ou n~ao [39]. A for-mula�c~ao combinatorial para o problema de rearranjo por transloca�c~oes �e apresentadaem seguida.
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Figura 1.10: Exemplo de transforma�c~ao de um genoma � num genoma alvo �, pormeio de transloca�c~oes rec��procas entre dois cromossomos dos genomas.De forma simpli�cada, para de�nir este modelo vamos supor que os dois genomascontêm o mesmo n�umero N de cromossomos, e que cada bloco de genes aparece emcada genoma exatamente uma vez. Temos ent~ao:� = ( (�11�12 : : : �1m1); (�21�22 : : : �2m2); : : : ; (�N1�N2 : : : �NmN ) )e � = ( (
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NnN ) )Os genomas � e � s~ao ditos idênticos (� = �) se e somente se �e poss��vel fazer umacorrespondência entre os cromossomos de � e � de modo que contenham os mesmosblocos de genes.Para dois cromossomos � = (�1�2 : : : �m) e 
 = (
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n] de 
 s~ao trocadas, transformando � e 
 em dois novos cromossomos:�1 = (�1 : : : �i�1
j : : : 
n) e 
1 = (
1 : : : 
j�1�i : : : �m). Ser�a modelado apenas o tipomais comum de transloca�c~ao, a transloca�c~ao rec��proca, onde cada uma das quatropor�c~oes [�1; �i�1]; [�i; �m]; [
1; 
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n] �e n~ao-vazia.Para um genoma � e uma transloca�c~ao Tr atuando num par de cromossomos �e � de �, denotamos o genoma resultante como Tr(�; �; i; j) � �. Se Tr for umatransloca�c~ao rec��proca ent~ao o n�umero de cromossomos em � e Tr(�; �; i; j) � � �e omesmo (Figura 1.10).Dados os genomas � e �, o problema da distância de transloca�c~ao �e encontrar
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4Figura 1.11: Exemplo de transforma�c~ao de um cromossomo em outro por meio derevers~oes e transposi�c~oes.uma s�erie de transloca�c~oes Tr1; T r2; : : : ; T r� tal que Tr� : : : T r2 � Tr1 � � = � e � �em��nimo. Chamamos � de distância de transloca�c~ao entre � e �, dTr(�;�).Observamos que tamb�em no caso das transloca�c~oes, o conhecimento das orienta�c~oesdos blocos de genes n~ao altera as de�ni�c~oes anteriores, pois a muta�c~ao envolve apenasmudan�cas de locais, n~ao afetando as orienta�c~oes dos blocos de genes.1.1.5 Distância de revers~ao e transposi�c~aoPodemos estudar a transforma�c~ao de um genoma em outro por revers~oes e trans-posi�c~oes (Figura 1.11). Utilizando as de�ni�c~oes das se�c~oes anteriores, enunciamosdois problemas que modelam os eventos de revers~ao e transposi�c~ao agindo em cro-mossomos lineares.Dadas as permuta�c~oes com sinais � e 
, o problema da distância de revers~aoe transposi�c~ao �e encontrar uma s�erie de eventos e1; : : : ; e%�, sendo cada um desteseventos uma revers~ao ou transposi�c~ao, tal que e%� � : : : � e1 � � = 
 e %� �e m��nimo.Chamamos %� de distância de revers~ao/transposi�c~ao entre � e 
, drt(�; 
).Novamente, supondo que � seja a permuta�c~ao identidade � = ( +1 +2 : : : +n ), oproblema de ordenar � por revers~oes e transposi�c~oes �e encontrar a distância derevers~ao/transposi�c~ao, drt(�; �).



1.1. Modelos computacionais 15Para permuta�c~oes sem sinais, o enunciado do problema �e inteiramente an�alogo, lem-brando que as revers~oes invertem apenas a ordem dos elementos, �cando as trans-posi�c~oes de�nidas exatamente da mesma forma.1.1.6 Distância de revers~ao, transposi�c~ao e transvers~aoPodemos estudar a transforma�c~ao de um genoma em outro por revers~oes, trans-posi�c~oes e transvers~oes. Utilizando as de�ni�c~oes das se�c~oes anteriores, enunciamosdois problemas que modelam os eventos de revers~ao, transposi�c~ao e transvers~ao agindoem cromossomos lineares.Dadas as permuta�c~oes com sinais � e 
, o problema da distância de revers~ao,transposi�c~ao e transvers~ao �e encontrar uma s�erie de eventos e1; : : : ; e%��, sendocada um destes eventos uma revers~ao, uma transposi�c~ao ou uma transvers~ao, talque e%�� � : : : � e1 � � = 
 e %�� �e m��nimo. Chamamos %�� de distância de re-vers~ao/transposi�c~ao/transvers~ao entre � e 
, drtt(�; 
).Novamente, supondo que � seja a permuta�c~ao identidade � = ( +1 +2 : : : +n ), oproblema de ordenar � por revers~oes, transposi�c~oes e transvers~oes �e encontrara distância de revers~ao/transposi�c~ao/transvers~ao, drtt(�; �).Para permuta�c~oes sem sinais, o enunciado do problema �e inteiramente an�alogo, lem-brando apenas que as revers~oes e transvers~oes invertemapenas a ordem dos elementos,�cando as transposi�c~oes de�nidas exatamente da mesma forma.1.1.7 Distância de revers~ao e transloca�c~aoConforme pesquisas em Biologia Molecular, homens e camundongos possuem muitassemelhan�cas na organiza�c~ao geral de seus genomas [11, 31]. O mapeamento f��sicocomparativo homem-camundongo come�cou h�a cerca de vinte anos atr�as e atualmenteexistem mais de 1300 pares de genes hom�ologos mapeados entre estas esp�ecies. Comoresultado, os bi�ologos acreditam que genes relacionados entre homens e camundongosn~ao est~ao caoticamente distribu��dos pelos genomas mas formam \blocos conservados"(grupos sintênicos).Dados fornecidos por mapeamento f��sico indicam que os genomas humanos e do ca-mundongo combinam em aproximadamente 150 blocos de genes, mas encontram-seembaralhados em humanos quando comparados aos do camundongo. Rearranjos dosblocos acontecemmuito raramente (cerca de uma vez em um milh~ao de anos). Torna-se poss��vel portanto reconstruir um cen�ario de rearranjo para a evolu�c~ao humana e a



1.1. Modelos computacionais 16do camundongo a partir de um ancestral comum.Nadeau e Taylor [31] realizaram a primeira tentativa computacional para analisareventos de rearranjo em genomas de mam��feros, utilizando exatamente cromossomoshumanos e do camundongo. Estes pesquisadores estimaram que aproximadamente178�39 eventos de rearranjo aconteceram desde que a separa�c~ao das linhagens levandoaos homens e aos camundongos aconteceu h�a 80 milh~oes de anos atr�as. Esta estimativafoi con�rmada por Copeland e co-autores [11], com base nummapa de liga�c~ao gen�eticade resolu�c~ao muito melhor quando comparado �aquele dispon��vel h�a dez anos atr�as. Deacordo com estes trabalhos, sabe-se que transloca�c~oes e revers~oes s~ao eventos comunsde rearranjo em evolu�c~ao de mam��feros.Em seguida �e apresentada a formula�c~ao combinatorial do problema que modela oseventos de revers~ao e transloca�c~ao para cromossomos lineares.Dados dois genomas � e � com o mesmo n�umero de cromossomos, queremos obter amenor seq�uência de revers~oes e transloca�c~oes que transforma � em �.Seja um genoma � = (�(1); : : : ; �(N)) consistindo de N cromossomos e seja o k-�esimo cromossomo �(k) = (�(k)1 : : : �(k)nk), onde nk �e o n�umero de genes do k-�esimocromossomo. Para simpli�car a nota�c~ao, consideraremos � e � como �(k) e �(l) parak 6= l. Seja � = (�1 : : : �i�1�i : : : �j�j+1 : : : �n) um cromossomo com 1 � i � j � n.Uma revers~ao r(�; i; j) num cromossomo � rearranja os blocos de genes de �,transformando � em (�1 : : : �i�1�j : : : �i�j+1 : : : �n). Sejam � = (�1 : : : �i�1�i : : : �n) e� = (�1 : : : �j�1�j : : : �m) dois cromossomos. Uma transloca�c~ao Tr(�; �; i; j), com1 � i � n + 1; 1 � j � m + 1, troca blocos de genes entre os dois cromosso-mos � e � e os transforma em dois cromossomos diferentes (�1 : : : �i�1�j : : : �m) e(�1 : : : �j�1�i : : : �n) com (i� 1) + (m� j + 1) e (j � 1) + (n� i+ 1) blocos de genesrespectivamente. Denotamos e �� como o genoma obtido de � como resultado de umevento de rearranjo e, onde e �e uma revers~ao ou uma transloca�c~ao.Distinguimos entre revers~oes internas que n~ao envolvemos limites dos cromossomos(isto �e as revers~oes r(�; i; j) de um cromossomo com n genes com 1 < i < j < n)e revers~oes pre�xadas envolvendo limites dos cromossomos (isto �e, i = 1 ou j =n). Notemos que uma transloca�c~ao Tr(�; �; n+ 1; 1) concatena os cromossomos � e�, resultando num cromossomo �1 : : : �n�1 : : : �m e num cromossomo vazio ;. Estatransloca�c~ao especial levando a uma redu�c~ao no n�umero de cromossomos n~ao-vazios�e conhecida em Biologia Molecular como fus~ao. A transloca�c~ao %(�; ;; i; 1) para1 < i � n \quebra" um cromossomo � em dois cromossomos (�1 : : : �i�1) e (�i : : : �n).Esta transloca�c~ao levando a um aumento no n�umero de cromossomos n~ao-vazios �echamada de �ss~ao. Uma transloca�c~ao �e rec��proca ou interna se n~ao �e fus~ao nem�ss~ao. Fus~oes e �ss~oes s~ao comuns em evolu�c~ao de mam��feros. Por exemplo, a �unica
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=   rFigura 1.12: Exemplo de transforma�c~ao de um genoma em outro por meio de dife-rentes eventos de rearranjo.diferen�ca na organiza�c~ao geral dos genomas de homens e chimpanz�es �e a fus~ao doscromossomos 12 e 13 do chimpanz�e no cromossomo 2 do homem.A Figura 1.12 ilustra quatro eventos de rearranjo transformando um genoma emoutro.Dados dois genomas � e �, o problema da distância de revers~ao e transloca�c~ao �eencontrar uma s�erie de eventos e1; : : : ; e%� , sendo cada um destes eventos uma revers~aoou transloca�c~ao, tal que e%� � : : : � e2 � e1 � � = � e %� �e m��nimo. Chamamos %� dedistância de revers~ao/transloca�c~ao entre � e �, drTr(�;�).1.1.8 Distância de transposi�c~ao e transloca�c~aoPodemos estudar a transforma�c~ao de um genoma em outro por transposi�c~oes etransloca�c~oes. Utilizando as de�ni�c~oes das se�c~oes anteriores, podemos enunciar oproblema que modela os eventos de transposi�c~ao e transloca�c~ao para cromossomoslineares.Dados dois genomas � e � com o mesmo n�umero de cromossomos, queremos obter amenor seq�uência de transposi�c~oes e transloca�c~oes que transforma � em �.



1.2. Dire�c~oes de pesquisa 18Seja um genoma � = (�(1); : : : ; �(N)) consistindo de N cromossomos e seja o k-�esimo cromossomo �(k) = (�(k)1 : : : �(k)nk), onde nk �e o n�umero de genes do k-�esimo cromossomo. Para simpli�car a nota�c~ao, consideraremos � e � como �(k)e �(l) para k 6= l. Seja � = (�1 : : : �i�1�i : : : �j�j+1 : : : �n) um cromossomo com1 � i � j � n. Uma transposi�c~ao t(�; i; j; k), com 1 � i < j < k � n + 1, trocablocos de genes de �, transformando � em (�1 : : : �i�1�j : : : �k�1�i : : : �j�1�k : : : �n).Sejam � = (�1 : : : �i�1�i : : : �n) e � = (�1 : : : �j�1�j : : : �m) dois cromossomos. Umatransloca�c~ao Tr(�; �; i; j), com 1 � i � n+ 1; 1 � j � m+ 1, troca blocos de genesentre os dois cromossomos � e � e os transforma em dois cromossomos diferentes(�1 : : : �i�1�j : : : �m) e (�1 : : : �j�1�i : : : �n) com (i�1)+(m�j+1) e (j�1)+(n�i+1)blocos de genes respectivamente. Denotamos e � � como o genoma obtido de �como resultado de um evento de rearranjo e, onde e �e uma transposi�c~ao ou umatransloca�c~ao.Dados dois genomas � e �, o problema da distância de transposi�c~ao etransloca�c~ao �e encontrar uma s�erie de eventos e1; : : : ; e�� , sendo cada um desteseventos uma transposi�c~ao ou transloca�c~ao, tal que e�� � : : : � e2 � e1 � � = � e �� �em��nimo. Chamamos �� de distância de transposi�c~ao/transloca�c~ao entre � e �,dtT r(�;�).1.2 Dire�c~oes de pesquisaAs tabelas abaixo apresentam uma s��ntese dos resultados e algoritmos encontradosna literatura para resolver alguns dos problemas enunciados na se�c~ao anterior. Paracada um destes problemas, indicamos primeiro a sua complexidade, e em seguida umalista dos trabalhos relacionados e coment�arios espec���cos. As posi�c~oes da tabela queest~ao em negrito indicam que contribui�c~oes ao problema foram dadas nesta tese.



1.2. Dire�c~oes de pesquisa 19eventos sem sinais com sinaisrevers~ao NP-dif��cil (1) P (2)transposi�c~ao complexidade em aberto,casos particulares e algorit-mos de aproxima�c~ao (3) complexidade em aberto(4)transvers~ao complexidade em aberto(15) complexidade em aberto(15)revers~ao etransposi�c~ao complexidade em aberto, al-goritmo de aproxima�c~ao(5) complexidade em aberto,aplica�c~oes e algoritmode aproxima�c~ao (6)revers~ao, transposi�c~aoe transvers~ao complexidade em aberto(15) complexidade em aberto(7)Tabela 1.1: Genomas com um cromossomo lineareventos sem sinais com sinaisrevers~ao NP-dif��cil (8) P (9)transposi�c~ao complexidade em aberto,casos particulares (10) complexidade em aberto(4)transvers~ao complexidade em aberto(15) complexidade em aberto(15)transposi�c~ao erevers~ao complexidade em aberto(15) complexidade em aberto(15)revers~ao, transposi�c~aoe transvers~ao complexidade em aberto(15) complexidade em aberto(15)Tabela 1.2: Genomas com um cromossomo circulareventos sem sinais com sinaistransloca�c~ao complexidade em aberto,algoritmo de aproxima�c~ao(11) P (12)revers~ao e transloca�c~ao complexidade em aberto,algoritmo de aproxima�c~ao(13) P (14)transposi�c~ao e transloca�c~ao complexidade em aberto(15) complexidade em aberto(15)Tabela 1.3: Genomas multi-cromossomais, onde cada cromossomo �e linear1. Sob o enfoque de teoria dos grupos, Even e Goldreich [12], e Jerrum [22] apre-sentaram resultados considerando que revers~oes geram o grupo sim�etrico Sn.



1.2. Dire�c~oes de pesquisa 20Admitindo revers~oes com certas restri�c~oes, citamos os trabalhos de Gates e Pa-padimitriou [13], e Aigner e West [1]. Para revers~oes sem restri�c~oes, Kececioglue Sanko� [25], Bafna e Pevzner [2], Hannenhalli e Pevzner [21] e Christie [9] de-senvolveram algoritmos de aproxima�c~ao para o problema. Kececioglu e Sanko�[25] e Caprara, Lancia e Ng [7] desenvolveram algoritmos exatos branch-and-bound para este problema.Caprara [6] apresentou a prova de que este problema �e NP-dif��cil.M�etodos para reconstru�c~ao de �arvores �logen�eticas considerando evolu�c~ao deorganismos por revers~oes foram propostos por Sanko� [35], Bafna e Pevzner [3],e Sanko� e co-autores [38].2. Bafna e Pevzner [2] apresentaram um algoritmo de aproxima�c~ao para este pro-blema. Hannenhalli e Pevzner [19] apresentaram o primeiro algoritmo poli-nomial para o problema com complexidade de tempo O(n4). Baseados nestealgoritmo, Berman e Hannenhalli [5] apresentaram um algoritmo com complex-idade de tempo O(n2�(n)), onde �(n) �e a inversa da fun�c~ao de Ackerman.Kaplan e co-autores [23] propuseram um algoritmo com a menor complexidadede tempo at�e este momento O(n2), tamb�em com base na teoria desenvolvidapor Hannenhalli e Pevzner [19], e indicaram a possibilidade de existir algoritmomais e�ciente para este problema.Hannenhalli e co-autores [17] propuseram um m�etodo para reconstru�c~ao de�arvores �logen�eticas, utilizando a distância de revers~ao computada pelo algo-ritmo de Hannenhalli e Pevzner [19].3. Aigner e West [1], e Jerrum [22] apresentaram variantes deste problema que po-dem ser resolvidas em tempo polinomial, respectivamente, transposi�c~ao restrita�a reinser�c~ao do primeiro elemento r(1; 2; i), e transposi�c~ao restrita a elementosadjacentes r(i; i+1; i+2). Meidanis, Walter e Dias [30], e de forma independenteChristie [10], calcularam a distância de transposi�c~ao entre uma permuta�c~ao esua inversa.Sem restringir a forma das transposi�c~oes, Bafna e Pevzner [4] e Christie [10]apresentaram algoritmos de aproxima�c~ao para o problema. Nesta tese, apre-sentamos um novo algoritmo de aproxima�c~ao para o problema.A complexidade deste problema ainda �e desconhecida.4. Para que o problema possa ser de�nido, os blocos de genes correspondentes nasduas permuta�c~oes devem ter a mesma orienta�c~ao. Se este for o caso, notamosque os algoritmos desenvolvidos para o problema da distância de transposi�c~aode permuta�c~oes sem sinais aplicam-se a este problema sem modi�ca�c~oes.



1.2. Dire�c~oes de pesquisa 215. Nesta tese apresentamos um algoritmo de aproxima�c~ao de raz~ao 3 para esteproblema.6. Hannenhalli e co-autores [17] propuseram um m�etodo para reconstru�c~ao de�arvores �logen�eticas para este problema, utilizando a distância de revers~ao com-putada pelo algoritmo de Hannenhalli e Pevzner [19], e a distância de trans-posi�c~ao computada pelo algoritmo de Bafna e Pevzner [4].Nesta tese, apresentamos um algoritmo de aproxima�c~ao para este problema,notando-se que parte deste trabalho j�a foi publicado [40].7. Gu, Peng e Sudborough [14] apresentaram um algoritmo de aproxima�c~ao paraeste problema.8. Para este problema, Watterson e co-autores [42] propuseram dois algoritmos:um de aproxima�c~ao e outro baseado num modelo estoc�astico, e Sanko� e co-autores [37] apresentaram um modelo probabil��stico.Bafna e Pevzner [3], em trabalho j�a citado no ��tem anterior, propuseramum m�etodo para reconstruir �arvores �logen�eticas considerando tamb�em per-muta�c~oes circulares.A prova de Caprara [6], de que ordena�c~ao por revers~oes de permuta�c~oes linearessem sinais �e NP-dif��cil, estende-se tamb�em para permuta�c~oes circulares semsinais.9. Kececioglu e Sanko� [26] apresentaram um algoritmo exato branch-and-boundpara este problema, que levou a limites bastante precisos.Nesta tese, mostramos que o problema da distância de revers~ao de cromossomocom sinais lineares e circulares s~ao equivalentes. Portanto, utilizando um algo-ritmo polinomial para o problema linear, temos imediatamente um algoritmopolinomial para o problema circular. Parte deste estudo j�a foi publicado [29].10. Jerrum [22] apresentou um algoritmo polinomial para transposi�c~ao restrita aelementos adjacentes.11. Para tentar obter uma solu�c~ao aproximada para este problema, Hannenhalli [16]propôs uma maneira de utilizar o algoritmo polinomial para resolver o problemada distância de transloca�c~ao de permuta�c~oes lineares com sinais apresentadoneste mesmo artigo. A complexidade deste problema ainda n~ao �e conhecida.12. Para este problema, Hannenhalli [16] apresentou um algoritmo polinomial comcomplexidade de tempo O(n3), utilizando basicamente os conceitos desenvolvi-dos por Hannenhalli e Pevzner [19], para resolver o problema de ordenar por



1.3. Objetivos da tese 22revers~oes permuta�c~oes lineares com sinais. Pode-se investigar se �e poss��vel en-contrar algoritmo mais e�ciente para este problema.13. Kececioglu e Ravi [24] apresentaram um algoritmo de aproxima�c~ao para esteproblema, mas a sua complexidade ainda n~ao �e conhecida.14. Kececioglu e Ravi [24] apresentaram um algoritmo de aproxima�c~ao para esteproblema. Hannenhalli e Pevzner [20] apresentaram um algoritmo polinomialcom complexidade de tempo O(n4), que utiliza o algoritmo de ordena�c~ao porrevers~oes de permuta�c~oes lineares com sinais de Hannenhalli e Pevzner [19].Pode-se investigar se �e poss��vel encontrar algoritmo mais e�ciente para esteproblema.15. N~ao encontramos referências de trabalhos desenvolvidos para este problema.Encontramos ainda na literatura trabalhos na �area de rearranjo de genomas, quede�nem outras opera�c~oes diferentes daquelas encontradas na �area de Biologia Mo-lecular. Citamos o artigo de Christie [8], que estuda o problema da ordena�c~ao depermuta�c~oes por uma opera�c~ao chamada por ele de \troca de blocos", que trocablocos n~ao necessariamente adjacentes de elementos da permuta�c~ao.1.3 Objetivos da teseOs objetivos gerais desta tese s~ao propor algoritmos para os problemas de distânciarelacionados aos eventos de revers~ao e transposi�c~ao agindo num �unico cromossomo, ecomputar os diâmetros (maior distância entre dois cromossomos quaisquer) para osproblemas de distância investigados.Para estes problemas de distância de rearranjo de genomas, nossa inten�c~ao �e desen-volver algoritmos, que possam ter utilidade para os bi�ologos moleculares. Calcular odiâmetro visa obter a informa�c~ao de, dado um valor de distância entre dois genomas,quanto estes dois organismos est~ao \pr�oximos" em termos de evolu�c~ao, no sentido deque quanto mais pr�oximo o valor da distância estiver do valor do diâmetro menor oseu relacionamento em termos evolutivos.Para isto, inicialmente, no Cap��tulo 2 apresentamos estruturas e conceitos b�asicos quevêm sendo utilizados na literatura que trata destes dois eventos e que ser~ao utilizadosnos outros cap��tulos.No Cap��tulo 3 mostramos uma equivalência entre os problemas de distância de re-vers~ao de permuta�c~oes circulares e de permuta�c~oes lineares. Como conseq�uência



1.3. Objetivos da tese 23temos um algoritmo polinomial para o caso circular, bastando apenas fornecer de-terminadas permuta�c~oes de entrada para um algoritmo polinomial que resolve o pro-blema linear. Al�em disto, mostramos o valor exato do diâmetro de revers~ao de per-muta�c~oes lineares e circulares.No Cap��tulo 4 apresentamos um algoritmo de aproxima�c~ao com raz~ao 2:25 para oproblema da distância de transposi�c~ao de permuta�c~oes lineares sem sinais, que emboratendo uma raz~ao elevada em compara�c~ao ao melhor conhecido, que tem raz~ao 1:5,�e simples de implementar e mostrou uma raz~ao bem mais baixa quando utilizadoem experimentos, sugerindo que possa ser �util na pr�atica. Ainda, mostramos umlimite inferior para o diâmetro de transposi�c~ao de permuta�c~oes lineares sem sinais,calculando a distância de transposi�c~ao entre uma permuta�c~ao e sua inversa.No Cap��tulo 5 mostramos algoritmos de aproxima�c~ao para o problema da distânciade revers~ao e transposi�c~ao de permuta�c~oes sem e com sinais. Mostramos tamb�em umlimite inferior para o diâmetro de revers~ao e transposi�c~ao de permuta�c~oes linearescom sinais, por meio do c�alculo da distância entre duas particulares permuta�c~oes.Finalmente, no Cap��tulo 6 apresentamos conclus~oes deste trabalho e sugerimosposs��veis linhas de pesquisa.



Cap��tulo 2Estruturas e conceitos b�asicosNeste cap��tulo, visamos apresentar estruturas e conceitos b�asicos que vêm sendo em-pregados comumente na literatura referente aos eventos de revers~ao e transposi�c~ao, eque ser~ao utilizados nos pr�oximos cap��tulos.Inicialmente, na Se�c~ao 2.1 apresentamos uma estrutura denominada de grafo depontos-de-quebra, criada por Bafna e Pevzner [2], para solucionar o problema dadistância de revers~ao, e ainda determinados resultados baseados nela. Em seguida,na Se�c~ao 2.2, apresentamos outra estrutura, o grafo de ciclos, tamb�em criada porBafna e Pevzner [4], e utilizada num algoritmo de aproxima�c~ao para o problemada distância de transposi�c~ao de permuta�c~ao sem sinais, al�em de outros resultadosbaseados nesta estrutura.2.1 O grafo de pontos-de-quebraO grafo de pontos-de-quebra �e uma estrutura criada por Bafna e Pevzner [2], e utilizadapor eles em algoritmos de aproxima�c~ao para os problemas de distância de revers~aode permuta�c~oes sem e com sinais. Esta mesma estrutura foi usada num algoritmopolinomial para o problema da distância de revers~ao de permuta�c~oes com sinais,proposto por Hannenhalli e Pevzner [19].O grafo de pontos-de-quebra de duas permuta�c~oes com sinais contendo n blocosde genes � = (�1 : : : �n) e � = (�1 : : : �n), denotado por G(�; �), �e constru��do comose segue.Cada um dos n�umeros inteiros com sinais �i �e representado por dois r�otulos, ��i e+�i, nesta ordem, se �i tem sinal +, e +�i e ��i, nesta ordem, se �i tem sinal �.24



2.1. O grafo de pontos-de-quebra 25
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0 -3 +3 +2 -2 +1 -1 -4 +4 +5 -5 6Figura 2.1: Exemplo da constru�c~ao de um grafo de pontos-de-quebra para duas per-muta�c~oes com sinais � = (+3 � 2 � 1 + 4 � 5) e � = (+1 + 2 + 3 + 4 + 5). Noteque as arestas pretas est~ao em negrito e as arestas cinzas est~ao desenhadas com tra�conormal.Cada um destes r�otulos �e um v�ertice do grafo. Al�em disso, adicionamos a � maisdois elementos, �0 = 0 e �n+1 = n + 1, e acrescentamos ao grafo mais dois v�ertices,correspondentes a estes dois elementos, um �a esquerda da seq�uência (rotulado por 0)e o outro �a direita (rotulado por n + 1). Depois disso, criamos arestas pretas unindodois r�otulos de elementos adjacentes em �, e arestas cinzas unindo dois r�otulos deelementos adjacentes em � (Figura 2.1). Intuitivamente, as arestas pretas representama situa�c~ao de uma permuta�c~ao em rela�c~ao �a outra tal como ela est�a, e que as arestascinzas indicam a situa�c~ao desejada.Explicamos agora o motivo do nome desta estrutura. Primeiro, dadas duas per-muta�c~oes � e �, um ponto-de-quebra de � com rela�c~ao a � indica um ponto em �que dever�a ser necessariamente \quebrado" por uma revers~ao para que � possa ser



2.1. O grafo de pontos-de-quebra 260 �+3 � -2 -1 �+4 � -5 � 6Figura 2.2: Exemplo de pontos-de-quebra da permuta�c~ao � = (+3 � 2 � 1 + 4 � 5)com rela�c~ao �a � = (+1 +2 +3 +4 +5). O diagrama G(�; �) foi mostrado na �guraanterior. Podemos veri�car que os ciclos de tamanho maior do que 2 em G(�; �)indicam os pontos-de-quebra de � com rela�c~ao a �, e que o ciclo de tamanho 2 indicaque n~ao h�a pontos-de-quebra nos locais correspondentes de � relativamente �a �.transformada em �. Em termos do grafo de pontos-de-quebra G(�; �), a existência deum ciclo de tamanho maior do que 2 indica pontos-de-quebra em � com rela�c~ao a �.O ciclo de tamanho 2, formado por exatamente uma aresta preta e uma cinza, �e umaindica�c~ao de que este n~ao �e um ponto-de-quebra em � com rela�c~ao a � (Figura 2.2).Neste ponto notamos que h�a diferentes de�ni�c~oes de ponto-de-quebra, que depen-dem da permuta�c~ao ter ou n~ao sinais, e dos diferentes tipos de evento de rearranjo.Ent~ao, para facilitar a leitura, enunciamos estas de�ni�c~oes nos cap��tulos em que s~aoutilizadas.O grafo de pontos-de-quebra �e formado por uma cole�c~ao de ciclos. Cada um destesciclos tem um n�umero par de arestas, sendo metade delas arestas pretas e metadearestas cinzas. Denotamos por c(�; �) o n�umero total de ciclos em G(�; �). NaFigura 2.1 temos c(�; �) = 3.Note que c(�; �) = n+1, de tal forma que os ciclos s~ao formados por exatamente duasarestas paralelas entre o mesmo par de r�otulos. Como o grafo tem 2n + 2 r�otulos,teremos n+ 1 ciclos neste caso. Al�em disso, � = � �e a �unica permuta�c~ao para a qualc(�; �) = n+ 1. Portanto, podemos visualizar o processo de computar a distância derevers~ao entre duas permuta�c~oes lineares com sinais como o processo de transformaros c(�; �) ciclos de G(�; �) em n + 1 ciclos, isto �e, devemos criar (n + 1) � c(�; �)ciclos de tamanho 2, da forma mais r�apida poss��vel.Neste ponto, devemos investigar como uma revers~ao aplicada em � afeta os ciclos emG(�; �). Observemos primeiro que uma revers~ao �e caracterizada por dois pontos que\cortam" a permuta�c~ao, os quais correspondem cada um a uma aresta preta no grafo.O resultado seguinte mostra como um grafo de pontos-de-quebra �e afetado por umarevers~ao. A Figura 2.3 mostra exemplos.Lema 2.1.1 Dadas duas permuta�c~oes � e �, e G(�; �), temos que, para qualquerrevers~ao r, c(r � �; �) = c(�; �) + x;onde x = �1; 0 ou 1.



2.1. O grafo de pontos-de-quebra 27
0 -4 +4 +5 -5 6

0 -3 +3 -4 +4 +5 -5 6

0 -3 +3 +2 -2 +1 -1 +5 -5 6

-1 +1 -2 +2 +3 -3

-1 +1 -2 +2

+4 -4

(a)

(b)

(c)Figura 2.3: Exemplo de como uma revers~ao afeta os ciclos de G(�; �), sendo � =(+3 � 2 � 1 + 4 � 5) e � = (+1 + 2 + 3 + 4 + 5). Notamos que o grafo G(�; �)est�a desenhado na primeira �gura. (a) A revers~ao r(1; 3) em � corresponde a aplicara revers~ao no grafo na primeira e na quarta arestas pretas. A revers~ao aumenta on�umero de ciclos de 1. (b) A revers~ao r(2; 3) em � corresponde a aplicar a revers~aono grafo na segunda e quarta arestas pretas. Esta revers~ao n~ao modi�ca o n�umero deciclos no grafo. (c) A revers~ao r(4; 4) em � corresponde a aplicar a revers~ao no grafona quarta e na quinta arestas pretas. A revers~ao diminui o n�umero de ciclos de 1.A conseq�uência do resultado anterior �e que qualquer revers~ao pode criar no m�aximoum ciclo. Estudando formas para criar ciclos no grafo de pontos-de-quebra, Hannen-halli e Pevzner [19] descobriram dois parâmetros que permitiram calcular exatamentea distância de revers~ao de permuta�c~oes com sinais, e desenvolver um algoritmo polino-mial para este problema. Passamos agora a explicar estes dois parâmetros, o n�umerode obst�aculos no grafo de pontos-de-quebra e um parâmetro que indica se o grafo �eou n~ao uma fortaleza.Para cada um dos ciclos de um grafo de pontos-de-quebra, podemos veri�car se existepelo menos uma revers~ao que pode ser aplicada no ciclo aumentando o n�umero deciclos de 1. Assim, de�nimos um ciclo c como sendo ruim quando, para qualquerrevers~ao r agindo em duas arestas pretas de c, n~ao aumentamos o n�umero de ciclos,isto �e, c(�; �) = c(r � �; �), para toda r aplicada em c. Caso contr�ario, de�nimos ociclo como sendo bom.Al�em disso, dizemos que dois ciclos se entrela�cam quando existem duas arestas
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0 +2 -2 +3 -3 -1 +1 -4 +4 -7 +7 -6 +6 -5 +5 8Figura 2.4: Exemplos de ciclos e componentes em G(�; �), para � = (�2 � 3 + 1 +4 + 7 + 6 + 5) e � = (+1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6 + 7). Como os dois primeirosciclos s~ao entrela�cados, eles formam uma componente, e de forma an�aloga, temos umasegunda componente contendo os dois �ultimos ciclos. Note que todos os ciclos s~aoruins, exceto o segundo, e portanto temos a primeira componente boa (cont�em umciclo bom) e a segunda ruim (formada apenas por ciclos ruins).

A B D C F EFigura 2.5: Exemplo de um grafo de pontos-de-quebra que n~ao cont�em ciclos bons.Portanto, todas as componentes s~ao ruins. (a) A componente B separa as compo-nentes A e D. (b) As componentes A, D e F s~ao obst�aculos, enquanto que B, C eE s~ao n~ao-obst�aculos. (c) O obst�aculo A protege o n~ao-obst�aculo B, D protege C eF protege E. Portanto, A, D e F s~ao super-obst�aculos. (d) Como este grafo possuin�umero ��mpar (três) obst�aculos e todos eles s~ao super-obst�aculos, ent~ao este grafo �euma fortaleza.cinzas, uma de cada ciclo, que se cruzam.Um conjunto de ciclos entrela�cados �e denominado de uma componente de G(�; �).Chamamos uma componente de ruim quando todos os ciclos que a formam s~aoruins, e de componente boa quando pelo menos um dos ciclos que a formam �e bom(Figura 2.4).Uma componente ruim pode ainda ser classi�cada em obst�aculo ou n~ao-obst�aculo,conceitos que passamos a explicar agora.Uma componente A est�a contida numa outra componente B quando existe umaaresta cinza de um ciclo de B que cont�em inteiramente a componente A. Uma com-ponente B separa duas componentes A e D se uma das duas est�a contida em B e aoutra n~ao est�a (Figura 2.5 (a)).Dizemos ainda que uma componente ruim que n~ao separa quaisquer duas outras com-ponentes ruins �e um obst�aculo. Se uma componente ruim separa outras componentesent~ao �e chamada de n~ao-obst�aculo (Figura 2.5 (b)).Nos nossos estudos, utilizaremos especi�camente um tipo de obst�aculo, que �e uma
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0 -2 +2 -1 +1 -4 +4 -3 +3 5Figura 2.6: Exemplo de um grafo de pontos-de-quebra que cont�em um �unico cicloruim, que forma uma componente ruim, que �e um obst�aculo, mas n~ao �e uma fortaleza.componente ruim composta por �unico ciclo ruim, que n~ao se entrela�ca nem cont�emqualquer outro ciclo (Figura 2.6). Como pode ser observado nos exemplos anteriores,estes n~ao s~ao os �unicos tipos de obst�aculos existentes num grafo de pontos-de-quebra,mas isto ser�a su�ciente para nossos objetivos. O n�umero de obst�aculos em um grafoG(�; �) ser�a denotado por h(�; �).Dizemos que um obst�aculo A protege um n~ao-obst�aculo B quando a remo�c~ao de Atorna B um obst�aculo. Um obst�aculo A �e chamado de um super-obst�aculo se eleprotege um n~ao-obst�aculo B (Figura 2.5 (c)).Um grafo G(�; �) �e denominado de fortaleza se cont�em um n�umero ��mpar deobst�aculos e todos eles s~ao super-obst�aculos (Figura 2.5 (d)).Quando o grafo �e uma fortaleza, necessita-se de uma revers~ao extra para calcular adistância de revers~ao. Portanto, Hannenhalli e Pevzner [19] de�niram um parâmetro,denotado por f(�; �), cujo valor pode ser igual a 1 ou 0 apenas, dependendo do grafode pontos-de-quebra ser, ou n~ao, uma fortaleza, respectivamente. Para os nossosestudos, basta saber que numa fortaleza existe pelo menos um ciclo que n~ao pertencea um obst�aculo. Por exemplo, podemos observar que o grafo da Figura 2.6 n~ao �e umafortaleza, pois �e formado por apenas um ciclo que pertence a um obst�aculo.Utilizando como parâmetros o n�umero de ciclos, o n�umero de obst�aculos e a indica�c~aodo grafo ser ou n~ao uma fortaleza, Hannenhalli e Pevzner [19] apresentaram umaf�ormula para computar a distância de revers~ao entre duas permuta�c~oes com sinais �e �: dr(�; �) = (n+ 1) � c(�; �) + h(�; �) + f(�; �): (2:1)Podemos destacar os importantes trabalhos de Bafna e Pevzner, Hannenhalli ePevzner e Kaplan, Shamir e Tarjan [2, 19, 23], ou o texto introdut�orio de Setubal eMeidanis [28] para uma explica�c~ao mais detalhada destes parâmetros.Estes resultados ser~ao utilizados no Cap��tulo 3.
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π  =

-8 +8+0 -5 +5 -1 +1 -4 +4 -3 +3 -2 +2 -7 +7 -6 +6 -9

 ( 8  5  1  4  3  2  7  6 )

1 2 4 5 6 7 8 93

σ  =  ( 1  2  3  4  5  6  7  8 )

Figura 2.7: O grafo de ciclos para duas permuta�c~oes, � e �, como mostradas na�gura. As arestas pretas est~ao representadas em negrito e as arestas cinza est~aorepresentadas por linhas normais.2.2 O grafo de ciclosUma ferramenta poderosa para estudar a distância de transposi�c~ao �e o grafo de ciclosde duas permuta�c~oes, proposto por Bafna e Pevzner [4], e utilizado em algoritmosde aproxima�c~ao para este problema. Embora estes autores n~ao o tenham descritodesta forma, podemos constru��-lo de forma inteiramente an�aloga ao grafo de pontos-de-quebra descrito na se�c~ao anterior. Basta notar que, dadas duas permuta�c~oes semsinais � e �, podemos tomar todos os elementos de � como sendo positivos, e portantocada �i vai ser associado aos r�otulos ��i e +�i.O grafo de ciclos tem exatamente n+ 1 arestas pretas e o mesmo n�umero de arestascinzas. Tamb�em como no caso das revers~oes, a id�eia �e que as arestas pretas indiquema situa�c~ao como ela est�a agora, e as arestas cinzas indiquem a situa�c~ao desejada.Quando as arestas pretas tornam-se iguais �a cinzas em todos os r�otulos, temos � = �e dt(�; �) = 0. Ent~ao, nosso objetivo �e aplicar transposi�c~oes de tal forma que asarestas pretas tornem-se iguais �as cinzas. A Figura 2.7 mostra o grafo correspondentea um par de permuta�c~oes.Bafna e Pevzner [4] apresentaram v�arios resultados interessantes baseados nesta es-trutura, que passamos a apresentar.Primeiro, como no caso das revers~oes, o grafo �e composto por um certo n�umero deciclos, onde em cada ciclo alternam-se arestas pretas e arestas cinzas. O comprimentode um ciclo foi de�nido pelo n�umero de arestas pretas que pertencem ao ciclo (que �eo mesmo n�umero de arestas cinzas). Um resultado importante segue.



2.2. O grafo de ciclos 31Lema 2.2.1 A soma dos comprimentos de todos os ciclos em qualquer grafo de ciclos�e sempre n+ 1.Al�em disso, uma transposi�c~ao pode afetar o n�umero de ciclos de uma forma muitoespec���ca, como mostra o seguinte lema. Denote por c(�; �) o n�umero de ciclos nografo de ciclos de � e �.Lema 2.2.2 Para quaisquer permuta�c~oes � e �, e o grafo de ciclos correspondente,temos que, para qualquer transposi�c~ao t,c(t � �; �) = c(�; �) + x;onde x = �2; 0 ou 2.Uma transposi�c~ao �e chamada de �2-movimento, de 0-movimento ou de 2-movimento,se x for �2; 0 ou 2 respectivamente, no lema anterior. Como c(�; �) = n+1, o m�aximoposs��vel, seria interessante termos tantos 2-movimentos quanto poss��vel.De fato, um resultado mais espec���co pode ser veri�cado quanto ao efeito de umatransposi�c~ao no grafo de ciclos. Denotemos por cimpar(�; �) o n�umero de ciclos deparidade ��mpar no grafo de ciclos de � e �.Lema 2.2.3 Para quaisquer permuta�c~oes � e � e qualquer transposi�c~ao t temoscimpar(t � �; �) = cimpar(�; �) + x;onde x = �2; 0 ou 2.Deste lema temos o seguinte limite inferior para a distância:Teorema 2.2.4 Para quaisquer permuta�c~oes � e � temosd(�; �) � (n+ 1)� cimpar(�; �)2Bafna e Pevzner [4] mostraram ainda uma forma de representar um ciclo pelas suasarestas pretas. Primeiro, as arestas pretas do grafo de ciclos s~ao numeradas associandoum r�otulo i �a aresta preta (�i; �i�1), com 1 � i � n+1, e assim as arestas pretas ser~aorotuladas de 1 at�e n+1. Consideremos agora um ciclo c de tamanho k. Denotaremosc entre colchetes, tomando uma das arestas pretas como a primeira do ciclo, e asoutras arestas pretas na ordem em que elas aparecem, seguindo as arestas cinzas de



2.2. O grafo de ciclos 32c, [i1; : : : ; ik]. Um ciclo c pode ser representado de k formas diferentes, dependendoda escolha da primeira aresta. Vamos escolher uma representante canônica deum ciclo c, tomando como aresta preta inicial i1 a aresta mais �a direita de c em�, isto �e, i1 = max1�t�k it. No grafo de ciclos da Figura 2.7 temos três ciclos, comrepresentantes canônicas c1 = [9; 7; 5; 2]; c2 = [8; 1; 3] e c3 = [6; 4].Escolhemos agora três arestas pretas x; y; z pertencendo ao mesmo ciclo c no grafode ciclos. O ciclo c for�ca uma ordem em x; y; z, e temos três poss��veis representa�c~oesdesta ordem. Escolheremos como representante canônica de uma tripla (x; y; z)aquela come�cando na aresta preta mais �a direita, isto �e, na aresta preta rotuladapor max(x; y; z). Uma tripla na ordem canônica �e n~ao-orientada se x > y > z eorientada se y < z < x. No grafo de ciclos da Figura 2.7 temos as seguintes triplasn~ao-orientadas: (9; 7; 5); (9; 7; 2) e (7; 5; 2); e a tripla orientada (8; 1; 3).Dizemos ainda que um ciclo �e orientado se ele admite um 2-movimento, e n~ao-orientado se n~ao existem 2-movimentos poss��veis agindo nele. No grafo de ciclos daFigura 2.7 temos c1 e c3 n~ao-orientados e c2 orientado.Finalmente, o Lema 2.2.2 sugere que qualquer algoritmo que visa computar a distânciade transposi�c~ao deve utilizar o m�aximo de 2-movimentos poss��vel. Seguindo esta id�eia,Bafna e Pevzner [4] mostraram uma forma de aumentar c(�; �) de pelo menos 2 emdois movimentos consecutivos, que passamos agora a descrever.Uma transposi�c~ao t(i; j; k) age num ciclo c se as três arestas pretas i, j e k pertencema c. O Lema 2.2.2 foi utilizado na prova do seguinte resultado.Lema 2.2.5 Se uma transposi�c~ao t age num ciclo e cria mais do que um novo ciclono grafo de ciclos, ent~ao t �e um 2-movimento. Se uma transposi�c~ao t age em arestaspertencentes a ciclos diferentes ent~ao t �e um 0-movimento.Tomando a representa�c~ao canônica para ciclos, para k > 1, um ciclo c = [i1; : : : ; ik]�e n~ao-orientado se i1; : : : ; ik for uma seq�uência decrescente, e orientado em casocontr�ario.Lema 2.2.6 Se c for um ciclo orientado ent~ao existem 2-movimentos agindo em c.Se c for um ciclo n~ao-orientado ent~ao n~ao existem 2-movimentos agindo em c.Prova: Tome um ciclo orientado c = [i1; : : : ; ik], e 3 � v � k um ��ndice tal queiv > iv�1. Uma transposi�c~ao t(iv�1; iv; i1) agindo em c cria um 1-ciclo (na aresta preta(�iv; �iv�2)). Ent~ao, pelo Lema 2.2.5, t �e um 2-movimento. 2Os Lemas 2.2.5 e 2.2.6 implicam o seguinte teorema.
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ri i s

2 1
i r si

1 2Figura 2.8: Um 0-movimento criando um ciclo orientado.Teorema 2.2.7 Para duas permuta�c~oes � e � existe um 2-movimento ou um 0-movimento seguido por um 2-movimento.Prova: Se G(�; �) tem um ciclo orientado ent~ao pelo Lema 2.2.6, �e poss��vel um2-movimento.Caso contr�ario, tomar um ciclo n~ao-orientado c = [i1; : : : ; ik], e seja r a posi�c~ao doelemento maximal de � com rela�c~ao a � no intervalo [i2; i1 � 1]. Seja s a posi�c~aode �r + 1 em � com rela�c~ao a �, e note que s =2 [i2; i1]. Se s > i1, a transposi�c~aot(r + 1; s; i2) age em arestas de dois ciclos diferentes, e portanto pelo Lema 2.2.5, t �eum 0-movimento (Figura 2.8). Mas agora os dois ciclos criados por t s~ao um 1-ciclocomposto pela aresta preta (s; r) e um k-ciclo orientado, com k � 3. Um argumentoan�alogo pode ser usado quando s < i2. Neste caso use a transposi�c~ao t(s; i2; r + 1).2Estes resultados ser~ao utilizados nos Cap��tulos 4 e 5.



Cap��tulo 3Distância de revers~ao decromossomos com sinaisNeste cap��tulo estudamos o problema da distância de revers~ao de permuta�c~oes comsinais. Na se�c~ao 3.1 mostramos uma equivalência entre os problemas da distância derevers~ao de permuta�c~oes com sinais, lineares e circulares. Embora esta analogia sejarazoavelmente simples, n~ao consta da literatura da �area, pelo menos na que conhece-mos. Com base nesta equivalência, mostramos que um algoritmo polinomial para ocaso circular pode utilizar qualquer algoritmo polinomial para computar a distânciade revers~ao de permuta�c~oes com sinais, bastando para isto fornecer determinadaspermuta�c~oes como entrada para o algoritmo escolhido. Na se�c~ao 3.2 calculamos odiâmetro de revers~ao de permuta�c~oes com sinais, lineares e circulares. Na se�c~ao 3.3,inicialmente apresentamos alguns resultados relacionando a distância de revers~ao depermuta�c~oes com sinais lineares e circulares, de mesmo tamanho. Em seguida, justi�-camos um procedimento comum em artigos onde h�a c�alculos de distância de revers~aode cromossomos lineares, que �e o de �xar a priori uma das pontas das mol�eculasde DNA comum aos dois cromossomos. Finalmente, na se�c~ao 3.4, apresentamos umsum�ario do cap��tulo, al�em de algumas quest~oes que surgiram a partir destes estudos.3.1 Uma equivalência entre os problemas circulare linearUm cromossomo circular, conforme visto no Cap��tulo 1, �e uma mol�ecula de DNAcircular. A Figura 3.1 mostra exemplos de cromossomos circulares com sinais de duasesp�ecies de plantas, onde cada n�umero representa um bloco de genes, e a seta indica34
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3Figura 3.1: Exemplos de cromossomos circulares de duas esp�ecies de plantas. (a) Assetas indicam as orienta�c~oes dos blocos de genes de uma esp�ecie em rela�c~ao �a outra.(b) Diferentes representa�c~oes do mesmo cromossomo circular. (c) As duas formas devisualizar os blocos de genes de um cromossomo circular, onde uma �e obtida da outrapor re
ex~ao relativa ao eixo mostrado na �gura. Estas duas formas s~ao consideradasequivalentes.a orienta�c~ao de um bloco de genes de uma esp�ecie em rela�c~ao �a outra.Num cromossomo circular, uma revers~ao �e de�nida �xando dois pontos de corte nestecromossomo, e revertendo a ordem dos genes em uma das regi~oes delimitadas porestes dois pontos (Figura 3.2).De forma gen�erica, o problema da distância de revers~ao de cromossomos circularescom sinais �e formulado da seguinte forma. Dados dois cromossomos circulares comsinais A e B, devemos encontrar a menor s�erie de revers~oes que transforma A em B.A Figura 3.3 mostra um exemplo de um cromossomo circular transformado em outrocom o menor n�umero de revers~oes poss��vel.Nesta se�c~ao, apresentamos uma equivalência entre revers~oes circulares agindo emcromossomos circulares com sinais e revers~oes lineares agindo em cromossomos line-ares com sinais. Para isto, inicialmente formalizamos um cromossomo circular poruma classe de equivalência, de�nimos revers~oes circulares agindo neste cromossomo
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Figura 3.2: Existem duas possibilidades para aplicar uma revers~ao num cromossomocircular, dados os dois pontos de corte.
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2Figura 3.3: Exemplo de uma s�erie m��nima de revers~oes que transforma B. oleracea(repolho) em B. campestris (nabo).



3.1. Uma equivalência entre os problemas circular e linear 38circular, e de�nimos precisamente o problema. Utilizando estas de�ni�c~oes, caracteri-zamos um isomor�smo entre revers~oes circulares agindo em cromossomos circularese revers~oes lineares atuando em cromossomos lineares. Este isomor�smo permitiucomputar a distância de revers~ao de cromossomos circulares por meio do c�alculo dadistância de revers~ao de cromossomos lineares com um bloco de genes a menos. Comoconseq�uência, obtivemos um algoritmo polinomial para o problema da distância derevers~ao de cromossomos circulares com sinais.3.1.1 Uma formaliza�c~ao para o problema circularNesta se�c~ao inicialmente apresentamos formalismos para cromossomos circulares comsinais e revers~oes circulares, e enunciamos o problema da distância de revers~ao decromossomos circulares com sinais.Cromossomos CircularesApresentamos agora uma formaliza�c~ao de um cromossomo circular com sinais poruma classe de equivalência.Intuitivamente, um cromossomo circular �e um arranjo circular de blocos de genescom sinais (Figura 3.1). Um bloco de genes de um cromossomo ser�a modelado por uminteiro com sinal. O sinal \+" indica uma seta na dire�c~ao dos ponteiros do rel�ogiona Figura 3.1, e o sinal \�" indica uma seta na dire�c~ao contr�aria aos ponteirosdo rel�ogio. Dado um bloco inicial de genes, podemos representar um cromossomocircular por uma permuta�c~ao como se segue. Seguimos ao longo do cromossomo, nadire�c~ao dos ponteiros do rel�ogio, come�cando no bloco inicial, e escrevendo os inteiroscom sinais correspondentes aos blocos encontrados. Ent~ao, (�1�2 : : : �n) denotar�a ocromossomo circular, com n blocos de genes, onde cada �i tem o sinal \+" ou \-",e �1 �e o bloco inicial de genes. Como um exemplo, o cromossomo de B. oleracea daFigura 3.1(a) pode ser representado pela permuta�c~ao (+1 � 5 + 4 � 3 + 2), seescolhermos +1 como o bloco inicial de genes.Podemos escolher cada um dos blocos de genes como sendo o primeiro, e ent~ao pode-mos ter v�arias permuta�c~oes diferentes representando o mesmo cromossomo. No en-tanto, todas as permuta�c~oes s~ao consideradas equivalentes (Figura 3.4). Al�em disso,duas permuta�c~oes onde uma �e obtida a partir da outra por re
ex~ao s~ao considera-das equivalentes, isto �e, (�1�2 : : : �n) e (�n�n�1 : : : �2�1), onde �j , com 1 � j � n,�e o elemento �j com o sinal invertido, s~ao permuta�c~oes consideradas equivalentes(Figura 3.5).
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(+1 -5 +4 -3 +2)(+2 +1 -5 +4 -3)(-3 +2 +1 -5 +4) (+4 -3 +2 +1 -5) (-5 +4 -3 +2 +1)Figura 3.4: Num cromossomo circular podemos escolher cada um dos blocos de genescomo sendo o primeiro. Ent~ao, todas estas permuta�c~oes s~ao consideradas equivalentes,e representam o cromossomo circular de B. oleracea relativamente a B. campestris,mostrados na Figura 3:1 (a).
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(-2 +3 -4 +5 -1)Figura 3.5: Num cromossomo circular duas permuta�c~oes onde uma �e obtida da outrapor re
ex~ao s~ao consideradas equivalentes. O cromossomo circular representado �e ode B. oleracea relativamente a B. campestris, mostrados na Figura 3:1 (a).



3.1. Uma equivalência entre os problemas circular e linear 40Desta forma, uma permuta�c~ao de tamanho n, modelando um cromossomo circularcom n blocos de genes, �e uma representante de uma classe de equivalência, no conjuntode todas as permuta�c~oes de tamanho n. Abaixo de�nimos as opera�c~oes de rota�c~ao ede re
ex~ao, que formalizar~ao as duas possibilidades descritas acima. A partir destasopera�c~oes podemos de�nir uma rela�c~ao de equivalência entre duas permuta�c~oes, etamb�em a classe de equivalência que representar�a o cromossomo circular.Chamaremos de Sn o conjunto de todas as poss��veis permuta�c~oes com sinais, ondecada permuta�c~ao tem tamanho n. Observemos que jSnj = 2nn!. Tomemos agora� = (�1�2 : : : �n), uma permuta�c~ao em Sn. De�niremos dois tipos de opera�c~oesagindo em � como se segue:� Rota�c~oes. Denotaremos por rot(�) a rota�c~ao b�asica que move elementos dapermuta�c~ao � uma posi�c~ao para a esquerda:rot(�) = (�2�3 : : : �n�1):De�nimos roti para cada � 2 Z da forma usual: roti �e a composi�c~ao de rot ivezes para i > 0 e rotn�i �e a inversa de roti. Al�em disso, rot0 �e a identidade.Temos as seguintes rela�c~oes importantes:rotn = rot0, ou mais genericamente, roti = rotj se i � j (mod n) para todoi; j 2 Z.rotirotj = roti+j para todo i; j 2 Z.As opera�c~oes roti s~ao chamadas de rota�c~oes.� Re
ex~oes. Denotaremos por re
(�) a re
ex~ao que inverte a ordem de todos oselementos de uma permuta�c~ao � e tamb�em os seus sinais. Ent~ao,re
(�) = (�n�n�1 : : : �2�1):De�nimos re
i para cada � 2 Z da forma usual: re
i �e a composi�c~ao de re
 ivezes para i > 0 e re
i�1 �e a inversa de re
i. Notamos tamb�em que re
�i = re
i.Al�em disso, re
0 �e a identidade. Temos as seguintes rela�c~oes importantes:re
2 = re
0, ou mais genericamente, re
i = re
j se i � j (mod 2) para todoi; j 2 Z.re
ire
j = re
i+j para todo i; j 2 Z.Podemos aplicar rot e re
 a uma permuta�c~ao, usando as de�ni�c~oes acima.Ent~ao, rot re
 (�) = rot(re
(�)) = rot(�n�n�1 : : : �2�1) =



3.1. Uma equivalência entre os problemas circular e linear 41(�n�1�n�2 : : : �2�1�n):Temos a seguinte rela�c~ao: rot re
 = re
 rot�1: (3:1)Genericamente, as opera�c~oes re
 roti s~ao chamadas de re
ex~oes. Cada re
ex~ao�e igual �a sua pr�opria inversa.De�niremos em seguida uma rela�c~ao de equivalência entre duas permuta�c~oes � e �.De�ni�c~ao 3.1.1 Dadas duas permuta�c~oes � e �, de�nimos� � �se e somente se existem i; j 2 Z tais que � = rotire
j�.A rela�c~ao acima �e de equivalência. A prova do resultado �e simples. A Equa�c~ao 3.1pode ser usada nesta prova.Desta rela�c~ao de equivalência, podemos de�nir a classe de equivalência da permuta�c~ao�, denotada por [�], que representa um cromossomo circular com sinais, como se segue[�] = f� 2 Snj� � �gEsta formaliza�c~ao �e interessante do ponto de vista biol�ogico, porque ela n~ao �xaqualquer elemento da permuta�c~ao, e ent~ao cada um dos blocos de genes pode ser oprimeiro, bastando aplicar rota�c~ao. Al�em disso, duas permuta�c~oes onde uma �e obtidada outra por re
ex~ao podem ser produzidas aplicando o operador re
.Revers~oes CircularesDenominaremos revers~ao agindo num cromossomo circular por revers~ao circular.Conforme notamos anteriormente, existem duas possibilidades para uma revers~ao agirnum cromossomo circular, dados os dois pontos onde os cortes ocorreram (Figura 3.2).Modelamos agora como uma revers~ao circular agir�a numa classe de equivalência Aque representa um cromossomo circular.Primeiro, escolhemos uma permuta�c~ao � = (�1 : : : �i�1�i : : : �j�j+1 : : : �n) na classeA. Em seguida, vamos supor que os dois cortes da revers~ao circular tenham ocorridoem � entre i	 1; i e j; j � 1, onde 1 � i � j � n. Aqui 	 e � s~ao as opera�c~oes usuais



3.1. Uma equivalência entre os problemas circular e linear 42de subtra�c~ao e adi�c~ao, respectivamente, exceto que tomamos o resultado m�odulo n eescolhemos n no lugar de 0 como representante da classe dos m�ultiplos de n. Vamossupor que estes cortes sejam distintos, e ent~ao i 6= (j � 1).Al�em disso podemos sempre escolher i e j tais que i � j. Se i > j devemos escolheroutros ��ndices i0 e j0 que indiquem os mesmos pontos de corte e tais que i0 � j0. Maspara isto, basta tomar i0 = j�1 e j0 = i	1, o que �e sempre pos��vel, pois por hip�otesei 6= (j � 1).Temos ent~ao o seguinte lema.Lema 3.1.2 Dada uma permuta�c~ao � = (�1 : : : �i�1�i : : : �j�j+1 : : : �n) de uma classede equivalência A que modela um cromossomo circular, e dois pontos de corte em �indicados por inteiros i e j, com 1 � i � j � n e i 6= (j � 1), tais que estes cortesocorrem entre i	1; i, e j; j�1, as permuta�c~oes resultantes das duas poss��veis formasde reverter � com estes dois cortes pertencem �a mesma classe de equivalência.Prova:Denotaremos por P e Q as duas poss��veis formas de reverter o cromossomo circularmodelado por A (Figura 3.6). Tomando �, e aplicando a revers~ao circular P em �,com i e j nas condi�c~oes do lema, temosP � (�1 : : : �i�1�i : : : �j�j+1 : : : �n) = (�1 : : : �i�1�j : : : �i�j+1 : : : �n)Aplicando a revers~ao circular Q em �, com i e j nas condi�c~oes do lema, temosQ � (�1 : : : �i�1�i : : : �j�j+1 : : : �n) = (�1�n : : : �j+1�i : : : �j�i�1 : : : �2)Mas aplicando rot�1 e re
 em (�1 : : : �i�1�j : : : �i�j+1 : : : �n) temosrot�1(re
(�1 : : : �i�1�j : : : �i�j+1 : : : �n)) = (�1�n : : : �j+1�i : : : �j�i�1 : : : �2)Ent~ao, tomando �1 = (�1 : : : �i�1�j : : : �i�j+1 : : : �n) = P � �e �2 = (�1�n : : : �j+1�i : : : �j�i�1 : : : �2) = Q � �temos que �2 = rot�1(re
(�1)), implicando em �1 � �2, ou seja, �1 e �2 pertencem �amesma classe de equivalência. Temos assim que [P � �] = [�1] = [�2] = [Q � �]. 2De�nimos agora revers~ao circular.
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Figura 3.6: Os dois cromossomos circulares resultantes das duas formas de aplicarrevers~ao circular s~ao representados por duas permuta�c~oes que pertencem �a mesmaclasse de equivalência. Note que a seta, antes da revers~ao circular, indica o primeirobloco da permuta�c~ao escolhida da classe de equivalência que representa o cromos-somo circular. A por�c~ao do cromossomo sofrendo a revers~ao circular pode incluir oun~ao a seta. As permuta�c~oes resultantes das duas revers~oes circulares s~ao mostradas.Podemos veri�car que aplicar re
ex~ao e rota�c~ao numa das permuta�c~oes resultantesda revers~ao permite obter a outra permuta�c~ao. Mostramos tamb�em as permuta�c~oesresultantes de cada opera�c~ao aplicada. (a) Neste caso, a revers~ao n~ao inclui a seta.(b) Neste caso, a revers~ao inclui a seta.



3.1. Uma equivalência entre os problemas circular e linear 44De�ni�c~ao 3.1.3 Dada uma classe de equivalência A modelando um cromossomo cir-cular, de�nimos uma revers~ao circular P agindo em A, denotada por P �A, comosendo [P � �], � 2 A, onde P inverte o mesmo bloco de elementos, qualquer que seja� 2 A.Agora podemos enunciar o problema de encontrar o menor n�umero de revers~oes cir-culares agindo em cromossomos circulares com sinais.Dadas duas classes de equivalência A e B, representando dois cromossomos circularescom sinais, o problema da distância de revers~ao de cromossomos circularescom sinais �e encontrar uma s�erie de revers~oes circulares P1; P2; : : : P% tais que P% �P%�1 � : : : � P2 � P1 � A = B e % �e m��nimo. Chamamos % de distância de revers~aocircular de A e B, denotada por dcr(A;B).3.1.2 Um isomor�smo entre os problemas circular e linearComo dito no in��cio desta se�c~ao, de�niremos revers~ao circular em termos de re-vers~ao linear, o que permitir�a estabelecer um isomor�smo entre revers~oes circularesatuando em cromossomos circulares e revers~oes lineares agindo em cromossomos li-neares. Deste isomor�smo deduzimos imediatamente um algoritmo polinomial parao problema da distância de revers~ao de cromossomos circulares com sinais, baseadonum algoritmo polinomial que soluciona o problema equivalente para cromossomoslineares.Uma revers~ao linear r(i; j), com 1 � i � j � n, como descrito no Cap��tulo 1, age napermuta�c~ao � = (�1 : : : �i�1�i : : : �j�j+1 : : : �n), de tamanho n, da seguinte forma:r(i; j) � � = (�1 : : : �i�1�j : : : �i�j+1 : : : �n):A de�ni�c~ao de revers~ao circular P agindo numa classe de equivalência A induz imedi-atamente �a utiliza�c~ao da revers~ao linear. Uma primeira intui�c~ao seria escolher em Auma permuta�c~ao �, escolher os pontos de corte i e j, e utilizar estes mesmos ��ndicesnuma revers~ao linear atuando em �, assim:P �A = [P � �] = [r(i; j) � �]Entretanto esta de�ni�c~ao n~ao funciona corretamente, porque a mesma revers~ao linearaplicada a diferentes permuta�c~oes � dentro de uma classe de equivalência A leva aclasses de equivalência distintas. Para resolver este problema, n~ao ser�a permitidauma escolha aleat�oria de uma permuta�c~ao em A na qual as revers~oes circular e linearatuar~ao.



3.1. Uma equivalência entre os problemas circular e linear 45De�nimos uma representante canônica de A, denotada por can(A), com as carac-ter��sticas de ter o bloco 1 �xado como sendo o primeiro elemento da permuta�c~ao, etendo a orienta�c~ao + (Figura 3.7). Note que cada classe de equivalência tem uma�unica representante canônica.
 
[π] = {(+1 −5 +4 −3 +2) (−5 +4 −3 +2 +1) (+4 −3 +2 +1 −5)

(−3 +2 +1 −5 +4) (+2 +1 −5 +4 −3)

(−2 +3 −4 +5 −1) (+3 −4 +5 −1 −2) (−4 +5 −1 −2 +3)

 (+5 −1 −2 +3 −4) (−1 −2 +3 −4 +5)}

can([π]) = (+1 −5 +4 −3 +2)Figura 3.7: Exemplo de uma classe de equivalência A = [�] e da sua representantecanônica can(A).De�nimos agora revers~ao circular em termos de revers~ao linear, ambas atuando apenasna representante canônica.De�ni�c~ao 3.1.4 Dadas uma classe de equivalência A modelando um cromossomocircular e uma revers~ao linear r(i; j) com 1 � i � j � n, exceto (i; j) = (1; n),de�nimos uma revers~ao circular P atuando em A porP �A = [P � can(A)] = [r(i; j) � can(A)]O pr�oximo teorema mostra que, al�em da revers~ao circular P poder ser de�nida poruma revers~ao linear r(i; j) atuando apenas na representante canônica, os ��ndices i ej podem ser escolhidos no intervalo de 2 at�e n.Teorema 3.1.5 Dada uma classe de equivalência A modelando um cromossomo cir-cular, para qualquer revers~ao circular P atuando em A, existem inteiros i e j com2 � i � j � n tais que P �A = [P � can(A)] = [r(i; j) � can(A)]Prova:



3.1. Uma equivalência entre os problemas circular e linear 46Tomemos inicialmente a representante canônica de A, can(A).Existem duas poss��veis formas de uma revers~ao circular agir em can(A), mas ambasproduzem permuta�c~oes que pertencem �a mesma classe de equivalência (Lema 3.1.2).Como podemos escolher qualquer uma das duas formas tomaremos a forma que n~aoinclui �1 = +1. Desta forma P � can(A) produzir�a uma permuta�c~ao que �e tamb�emuma representante canônica. Em outras palavras, a representante canônica da classede equivalênciaA que modela o cromossomo circular antes da revers~ao �e transformadanuma outra representante canônica da classe de equivalência que modela o cromos-somo circular obtido ap�os a revers~ao. Neste caso, a revers~ao circular age em can(A)exatamente da mesma forma que agiria a revers~ao linear r(i; j), com i � 2. Ent~ao,r(i; j) � (+1 �2 : : : �i : : : �j : : : �n) = (+1 �2 : : : �j : : : �i : : : �n);com 2 � i � j � n. Este resultado decorre da de�ni�c~ao de revers~ao linear. Como apermuta�c~ao da direita �e canônica temosr(i; j) � can(A) = can(P �A);de onde temos [r(i; j) � can(A)] = [can(P �A)] = [P � can(A)] = P �A: 2Mostraremos agora que existe um isomor�smo entre revers~oes circulares agindo emcromossomos circulares e revers~oes lineares agindo em cromossomos lineares. Paraisto, inicialmente de�niremos duas bije�c~oes. Tomemos Sn como sendo o conjunto detodas as permuta�c~oes lineares com sinais de n elementos. Seja Rn o conjunto de todasas revers~oes lineares agindo em permuta�c~oes lineares com n elementos. Sejam Scn oconjunto de todas as classes de equivalência das permuta�c~oes lineares com sinais decomprimento n e Rcn o conjunto de todas as revers~oes circulares agindo nestas classesde equivalência. De�nimos ' : Scn �! Sn�1de tal forma que'(A) = tomar can(A), remover + 1, subtrair 1 dos valores absolutos



3.1. Uma equivalência entre os problemas circular e linear 47dos outros elementos, conservando o sinalDe�nimos tamb�em � : Rcn �! Rn�1de tal forma que �(P ) = r(i� 1; j � 1);onde P �A = [P � can(A)] = [r(i; j) � can(A)], com 2 � i � j � n.Enunciamos agora o resultado.Teorema 3.1.6 Dadas duas bije�c~oes ' e � como de�nidas acima, ent~ao temos'(P �A) = �(P ) � '(A)Prova:Inicialmente temos'(P �A) = tomar can(P �A), remover + 1, subtrair 1 dos valores absolutosdos outros elementos, conservando o sinalSeja (Teorema 3.1.5) P � A = [r(i; j) � can(A)], com 2 � i � j � n, e A = [�],onde � = can(A), isto �e, � = (�1 �2 : : : �n) com �1 = +1. Mas (De�ni�c~ao 3.1.4)can(P �A) = can([r(i; j) � can(A)]) = can([r(i; j) ��]) = r(i; j) ��, com 2 � i � j � n.Ent~ao'(P �A) = tomar r(i; j) � �, remover + 1, subtrair 1 dos valores absolutosdos outros elementos, conservando o sinalPor outro lado, como can(A) = �, ent~ao temos'(A) = tomar �, remover + 1, subtrair 1 dos valores absolutosdos outros elementos, conservando o sinale



3.1. Uma equivalência entre os problemas circular e linear 48�(P ) = r(i� 1; j � 1)Ent~ao o resultado segue porque �(P ) = r(i � 1; j � 1) age em '(A) exatamente nosmesmos elementos que r(i; j) atua em �. Al�em disso, '(P �A) gera uma permuta�c~aoidêntica a �(P ) agindo em '(A). 2Note que jScnj = jSn�1j = 2n�1(n� 1)! e jRcnj = jRn�1j = (n� 1)n=2.Do Teorema 3.1.6 decorre imediatamente o pr�oximo resultado.Corol�ario 3.1.7 Dadas duas classes de equivalência A e B modelando dois cromos-somos circulares, e a bije�c~ao ' de�nida acima,dcr(A;B) = dr('(A); '(B))Do Corol�ario 3.1.7 podemos deduzir um algoritmo para o problema da distância derevers~ao de cromossomos circulares com sinais. Basicamente, ele consiste em executarqualquer algoritmo que resolve o problema equivalente de cromossomos lineares comsinais, tomando como entrada duas permuta�c~oes, obtidas aplicando a bije�c~ao ' nasduas classes de equivalência que representam os cromossomos circulares.Tomemos as duas permuta�c~oes de entrada � e �, onde � e � s~ao as permuta�c~oes dasduas classes que representam os cromossomos circulares. As representantes canônicass~ao obtidas pesquisando as duas permuta�c~oes � e � para encontrar a posi�c~ao k dobloco 1. Se ele tiver sinal + apenas aplicamos rotk�1, e se ele tiver sinal � aplicamosrotk�n seguido de re
.Em particular, se utilizarmos o algoritmo de Kaplan, Shamir e Tarjan [23], a complex-idade do algoritmo �e O(n2) (encontrar as representantes canônicas e aplicar ' custamO(n) e o algoritmo de Kaplan, Shamir e Tarjan [23] tem complexidade O(n2)), onden �e o n�umero de blocos de genes dos cromossomos circulares.As revers~oes circulares s~ao obtidas aplicando a inversa de � em cada passo do algoritmopara cromossomos lineares. Este passo n~ao afeta a complexidade do algoritmo acimapois custa O(1).



3.2. O diâmetro de revers~ao 493.2 O diâmetro de revers~aoO diâmetro de revers~ao circular, denotado por Dcr(n), das classes de equivalênciaem Scn, com respeito �a distância de revers~ao circular, �e a m�axima distância de revers~aoentre duas classes de equivalência das permuta�c~oes de comprimento n. Analogamente,o diâmetro de revers~ao linear, denotado por Dr(n), das permuta�c~oes de n elemen-tos do conjunto Sn, com respeito �a distância de revers~ao linear, �e a distância m�aximaentre duas permuta�c~oes.Nesta se�c~ao, mostramos que o diâmetro de revers~ao para cromossomos com sinais,lineares e circulares, s~ao respectivamente n + 1 e n (exceto em poucos casos). Istocorrige um resultado de Kececioglu e Sanko� [26] que estabelece que n�2 � Dr(n) �n� 1.Primeiro, vamos provar o resultado sobre o diâmetro de revers~ao linear, Dr(n) = n+1,exceto em dois casos. Para isto, inicialmente computamos a distância de revers~aoentre certas permuta�c~oes e a permuta�c~ao identidade, para cada n. Estas distânciasser~ao utilizadas como limite inferior para Dr(n). Estes resultados est~ao enunciadosnos lemas seguintes.Nesta se�c~ao, todos os elementos das permuta�c~oes têm sinais positivos (\+"), portanto,para n~ao sobrecarregar a nota�c~ao, omitiremos estes sinais. Al�em disto, nos grafos depontos-de-quebra, os dois r�otulos ��i e +�i, associados a cada elemento �i, tamb�emser~ao denotados apenas por �i.Lema 3.2.1 Dadas as permuta�c~oes�n = (2 1 4 3 6 5 : : : (n� 4) (n� 5) (n� 2) (n � 3) n (n� 1))e �n = �n = (1 2 3 4 : : : (n � 1) n);para n par, n � 2, ent~ao d(�n; �n) = n+ 1.Prova: Primeiro, constru��mos o grafo de pontos-de-quebra G(�n; �n) para �n comrela�c~ao a �n, com n nas condi�c~oes do lema. Este grafo �e formado por exatamente umciclo, de tamanho n + 1, envolvendo todos os r�otulos. Conforme visto na Se�c~ao 2.1,este �e um ciclo ruim e portanto um obst�aculo (Figura 3.8).Neste caso, usando a F�ormula 2.1 de Hannenhalli e Pevzner, tamb�em enunciada naSe�c~ao 2.1, e do grafo de pontos-de-quebra G(�n; �n), temosd(�n; �n) = (n+ 1) � 1 + 1 + 0 = n + 1
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Figura 3.8: (a) O grafo de pontos-de-quebra para �n e �n = �n, n par, n � 2. (b)Exemplos para n = 2 e 4 com rela�c~ao a �n.
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(b)Figura 3.9: (a) O grafo de pontos-de-quebra para �n e �n = �n, n ��mpar, n � 5,(n+ 1) mod 3 = 0. (b) Exemplo para n = 5 com rela�c~ao a �5. 2Nos lemas seguintes calculamos distâncias de revers~ao entre diversas permuta�c~oes ea permuta�c~ao identidade, para n ��mpar.Lema 3.2.2 Dadas as permuta�c~oes�n = (2 1 3 5 4 6 8 7 9 : : : (n� 6) (n� 7) (n � 5) (n� 3) (n� 4) (n� 2) n (n� 1))e �n = �n = (1 2 3 4 : : : (n � 1) n);para n ��mpar, n � 5, e (n + 1) mod 3 = 0, ent~ao d(�n; �n) = n+ 1.Prova: O grafo de pontos-de-quebra para �n com rela�c~ao a �n, com n nas condi�c~oesda hip�otese, �e formado por exatamente (n + 1)=3 ciclos de tamanho 3, com n �5, constru��dos um ao lado do outro. Estes s~ao ciclos ruins e portanto obst�aculos(Figura 3.9).Neste caso, usando a F�ormula 2.1, e do grafo de pontos-de-quebra G(�n; �n), temosd(�n; �n) = (n+ 1) � (n + 1)=3 + (n+ 1)=3 + 0 = n+ 1 2
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n-11 n-10

Figura 3.10: (a) O grafo de pontos-de-quebra para �n e �n = �n, n ��mpar, n � 9,(n+ 1) mod 3 = 1. (b) Exemplo para n = 9 com rela�c~ao a �9.Lema 3.2.3 Dadas as permuta�c~oes�n = (2 1 3 5 4 6 : : : (n� 15) (n� 13) (n� 14) (n� 12) (n� 10) (n � 11)(n� 9) (n � 7) (n� 8) (n� 5) (n� 6) (n� 4) (n� 2) (n � 3) n (n � 1))e �n = �n = (1 2 3 4 : : : (n � 1) n);para n ��mpar, n � 9, (n+ 1) mod 3 = 1, ent~ao d(�n; �n) = n + 1.Prova: O grafo de pontos-de-quebra para �n com respeito a �n, com n nas condi�c~oesda hip�otese, �e formado por exatamente (n � 9)=3 ciclos de tamanho 3, e dois ciclosde tamanho 5, com n � 9, constru��dos um ao lado do outro. Estes s~ao ciclos ruins eportanto obst�aculos (Figura 3.10).Neste caso, usando a F�ormula 2.1, e do grafo de pontos-de-quebra G(�n; �n), temosd(�n; �n) = (n+ 1)� ((n� 9)=3 + 2) + ((n� 9)=3 + 2) + 0 = n+ 1 2
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(a)

(b)
          (2  1  3  5  4  7  6)Figura 3.11: (a) O grafo de pontos-de-quebra para �n e �n = �n, n ��mpar, n � 7,(n+ 1) mod 3 = 2. (b) Exemplo para n = 7 com rela�c~ao a �7.Lema 3.2.4 Dadas as permuta�c~oes�n = (2 1 3 5 4 6 : : : (n� 11) (n� 12) (n� 10) (n� 8) (n� 9) (n� 7) (n� 5) (n� 6)(n� 4) (n� 2) (n� 3) n (n� 1))e �n = �n = (1 2 3 4 : : : (n � 1) n);para n ��mpar, n � 7, (n+ 1) mod 3 = 2, ent~ao d(�n; �n) = n + 1.Prova: O grafo de pontos-de-quebra para �n com respeito a �n, com n nas condi�c~oesda hip�otese, �e formado por exatamente (n� 4)=3 ciclos de tamanho 3, e um ciclo detamanho 5, com n � 5, constru��dos um ao lado do outro. Estes s~ao ciclos ruins eportanto obst�aculos (Figura 3.11).Neste caso, usando a F�ormula 2.1, e do grafo de pontos-de-quebra G(�n; �n), ent~aotemos d(�n; �n) = (n+ 1)� ((n� 4)=3 + 1) + ((n� 4)=3 + 1) + 0 = n+ 1



3.2. O diâmetro de revers~ao 542Utilizando os lemas anteriores, provamos agora o diâmetro de revers~ao linear.Teorema 3.2.5 O diâmetro de revers~ao de cromossomos lineares com sinais �eDr(n) = max�2Sn�2Sn fdr(�; �)g = ( n se n = 1 ou n = 3n + 1 caso contr�arioProva:Para n par, n � 2, o Lema 3.2.1 apresenta uma fam��lia de permuta�c~oes �n, com nnestas condi�c~oes, tais que dr(�n; �n) = n + 1. Portanto, no caso de n par, temosDr(n) � n+ 1.Analisemos agora o caso em que n �e ��mpar.Quando n = 1 temos apenas duas permuta�c~oes, e a distância entre elas �e exatamente1, e portanto Dr(1) = 1.Quando n = 3 temos, decorrente de um teorema de Kececioglu e Sanko� [26], umalgoritmo guloso que ordena qualquer permuta�c~ao � com pelo menos um elementonegativo em no m�aximo n � 1 passos. Ent~ao, apenas as permuta�c~oes com todosos elementos positivos s~ao candidatos a possuir distância de revers~ao igual a n + 1.Usando este fato e construindo os grafos de pontos-de-quebra para todas as poss��veispermuta�c~oes com todos os seus elementos positivos para n = 3, concluimos quedr(�3; �3) � 3. Por outro lado, �3 = (3 2 1) e �3 = (1 2 3) têm dr(�3; �3) = 3, eportanto Dr(3) = 3.Quando n � 5, vamos considerar os poss��veis valores de (n + 1) mod 3. Temos trêscasos:� (n+ 1) mod 3 = 0: Do Lema 3.2.2, temos uma fam��lia de permuta�c~oes �n, comn nestas condi�c~oes, para as quais dr(�n; �n) = n+ 1.� (n+ 1) mod 3 = 1: Do Lema 3.2.3, temos uma fam��lia de permuta�c~oes �n, comn nestas condi�c~oes, para as quais dr(�n; �n) = n + 1. Notamos que a restri�c~aon � 9 do Lema 3.2.3 n~ao elimina nenhum n para o qual (n+ 1) (mod 3) = 1,pois n = 9 �e o primeiro n�umero ��mpar satisfazendo esta condi�c~ao.� (n+1) mod 3 = 2: Do Lema 3.2.4, temos uma fam��lia de permuta�c~oes �n, com nnestas condi�c~oes, para as quais dr(�n; �n) = n+1. Notamos que a restri�c~ao n � 7do Lema 3.2.4 tamb�em n~ao elimina nenhum n para o qual (n+1) (mod 3) = 2,pois n = 7 �e o primeiro n�umero ��mpar satisfazendo esta condi�c~ao.



3.3. Distâncias de revers~ao de cromossomos circulares e lineares 55Portanto, quando n � 5, mostramos que Dr(n) � n+ 1.Ent~ao, Dr(1) = 1 e Dr(3) = 3, enquanto que para n = 2 e para todo n � 4, temosum limite inferior de n+ 1 para Dr(n).Para completar a prova, vamos mostrar que Dr(n) < n+ 2, para todo n.Da F�ormula 2.1 temos quedr(�n; �n) = (n+ 1)� c(�n; �n) + h(�n; �n) + f(�n; �n)para todo n.Primeiro, observamos que h(�n; �n) � c(�n; �n), pela de�ni�c~ao de h(�n; �n). Portanto,se h(�n; �n) = c(�n; �n), ent~ao temos d(�n; �n) � (n + 1) + 1, isto �e, d(�n; �n) �n + 2. Mas se f(�n; �n) = 1, ent~ao necessariamente h(�n; �n) < c(�n; �n), e portantod(�n; �n) < n+ 2.Isto prova o caso linear. 2Das bije�c~oes de�nidas na se�c~ao anterior, temos o pr�oximo resultado.Lema 3.2.6 O diâmetro de revers~ao dos cromossomos circulares �eDcr(n) = Dr(n� 1)Deste lema, decorre o pr�oximo teorema, que mostra o diâmetro de revers~ao circulardas classes de equivalência em Scn.Teorema 3.2.7 O diâmetro de revers~ao de cromossomos circulares com sinais cir-culares �e Dcr(n) = maxA 2 ScnB 2 Scn fdcr(A;B)g = ( n� 1 se n = 1, n = 2 ou n = 4n caso contr�ario3.3 Distâncias de revers~ao de cromossomos cir-culares e linearesNa Se�c~ao 3.1 mostramos que existe uma distância preservando a correspondência en-tre cromossomos circulares e cromossomos lineares de tamanho uma unidade menor.



3.3. Distâncias de revers~ao de cromossomos circulares e lineares 56Nesta se�c~ao estudamos como se relacionam cromossomos circulares e lineares domesmo tamanho.Mostraremos no Teorema 3.3.4 que dcr([�]; [�])� dr(�; �), para quaisquer � e �. Antesde provar este resultado, precisamos de três lemas t�ecnicos.Lema 3.3.1 Dadas duas permuta�c~oes lineares � e �, tais que � = op(�) onde op =rot ou re
, ent~ao para toda revers~ao r existe uma revers~ao r0 tal que r � � � r0 � �.Prova:Seja � = (�1 : : : �n):Temos duas possibilidades para op.� op = rot: Tomemos � = rot(�) = (�2�3 : : : �n�1) e r = r(i; j) de tal forma quer(i; j) � � = (�1 : : : �i�1�j : : : �i�j+1 : : : �n)Temos três casos.1. i = 1; j = n: r(1; n) � � = (�n : : : �1)Neste caso r = r(1; n) = re
. Tomar r0 = re
 tamb�em. Obteremosr � � = re
(�) � � � � � re
(�) = r0 � �2. i = 1; j < n: Neste casor(1; j) � � = (�j : : : �1�j+1 : : : �n):Ent~ao: r(j; n � 1) � � = (�2�3 : : : �j�1�j�n : : : �j+1�1)re
(r(j; n� 1) � �) = (�1�j+1 : : : �n�j : : : �3�2)rotn�j+1(re
(r(j; n� 1) � �)) = (�j : : : �3�2�1�j+1 : : : �n)r(1; j) � � = rotn�j+1(re
(r(j; n� 1) � �))Ent~ao, tomando r0 = r(j; n� 1) temosr � � � r0 � �:



3.3. Distâncias de revers~ao de cromossomos circulares e lineares 573. i > 1; j � n: Neste casor(i; j) � � = (�1 : : : �i�1�j : : : �i�j+1 : : : �n):Ent~ao: r(i� 1; j � 1) � � = (�2�3 : : : �j : : : �i : : : �n�1)rot�1(r(i� 1; j � 1) � �) = (�1�2�3 : : : �i�1�j : : : �i : : : �n)r(i; j) � � = rot�1(r(i� 1; j � 1) � �)Portanto, tomando r0 = r(i� 1; j � 1) temosr � � � r0 � �:� op = re
: Tomemos � = re
(�) = (�n : : : �1) e r = r(i; j) de tal forma quer(i; j) � � = (�1 : : : �i�1�j : : : �i�j+1 : : : �n)Ent~ao: r(n+ 1 � j; n + 1� i) � � = (�n : : : �j+1�i : : : �j�i�1 : : : �1)re
(r(n + 1� j; n+ 1 � i) � �) = (�1 : : : �i�1�j : : : �i�j+1 : : : �n)r(i; j) � � = re
(r(n+ 1� j; n + 1� i) � �)Ent~ao, tomando r0 = r(n + 1� j; n+ 1 � i), temosr � � � r0 � �: 2Lema 3.3.2 Dadas duas permuta�c~oes lineares � e �, tais que � � � ent~ao para todarevers~ao r existe uma revers~ao r0 tal que r � � � r0 � �.Prova:Tomemos � = opv(opv�1(: : : (op1(�)) : : :)), onde v � 0, e opi = rot ou re
, para1 � i � v.Esta prova sera feita por indu�c~ao em v.



3.3. Distâncias de revers~ao de cromossomos circulares e lineares 58� v = 0: apenas tomamos r0 = r.� v > 0: Tomemos �0 = opv�1(: : : op1(�) : : :)Dada r, gostar��amos de obter r0 tal quer � � � r0 � �pela hip�otese de indu�c~ao, temos r � � � r00 � �0Mas, � � �0 (pois �0 � �), de tal forma que � = opv(�0) e ent~ao, usando oLema 3.3.1, existe uma r0 tal quer00 � �0 � r0 � �Ent~ao, r � � � r0 � � 2Lema 3.3.3 Dada uma permuta�c~ao linear � e uma revers~ao linear r, ent~ao existeuma revers~ao circular P ou uma transforma�c~ao identidade P = I, tal que[r � �] = P � [�]:Prova:Seja � a representante canônica de [�]:� � � = can([�])O Lema 3.3.2 nos diz que dadas as permuta�c~oes � e � tais que � � �, ent~ao paratoda r existe uma r0 tal que r � � � r0 � �;e portanto [r � �] = [r0 � �]Mas r0 = r(i; j) com 1 � i � j � n. Ent~ao temos dois casos:



3.3. Distâncias de revers~ao de cromossomos circulares e lineares 591. i = j � 1. Ent~ao, r0 = re
 e[r0 � �] = [re
(�)] = [�] = [�];e ent~ao existe a transforma�c~ao identidade P = I.2. i 6= j � 1. Pelo fato de � ser a representante canônica de [�], � = can([�]),ent~ao temos (De�ni�c~ao 3.1.4)[r(i; j) � �] = [r(i; j) � can([�])] = [P � can([�])] = P � [�]e portanto existe a revers~ao circular P . 2Neste ponto mostramos que existem menos revers~oes no caso circular do que no casolinear, quando ambos os cromossomos tem o mesmo tamanho.Teorema 3.3.4 Dadas quaisquer permuta�c~oes � e � com o mesmo tamanho,dcr([�]; [�])� dr(�; �)Prova: Tomemos % = dr(�; �). Ent~ao,r% � r%�1 � : : : � r1 � � = �[r% � r%�1 � : : : � r1 � �] = [�]P 0% � P 0%�1 � : : : � P 01 � [�] = [�] (Lema 3.3.3)onde P 0i �e uma revers~ao circular ou a transforma�c~ao identidade. Ent~ao,dcr([�]; [�])� % = dr(�; �) 2Observamos ainda que h�a casos em que dr(�; �) e dcr([�]; [�]) s~ao diferentes. Porexemplo, consideremos as permuta�c~oes � = (�2 +3 +1) e � = (+1 +2 +3). Temosdcr([�]; [�]) = 1 porque dcr([�]; [�]) = dr(can([�]); can([�])) = 1, onde can([�]) =(+1 � 2 +3). Mas dr(�; �) = 3. Para fazer esta computa�c~ao, �e su�ciente construir ografo de pontos-de-quebra de � em rela�c~ao a �, e usar a F�ormula 2.1 de Hannenhallie Pevzner [19].O teorema seguinte tamb�em resolve o problema da distância de revers~ao para cro-mossomos circulares com sinais.



3.3. Distâncias de revers~ao de cromossomos circulares e lineares 60Teorema 3.3.5 Dados dois cromossomos circulares do mesmo tamanho representa-dos pelas classes de equivalência A e B ent~aodcr(A;B) = dr(can(A); can(B))Prova:Inicialmente mostraremos quedcr(A;B) � dr(can(A); can(B))Do Teorema 3.3.4 sabemos que dcr([�]; [�]) � dr(�; �). Em particular, tomando � =can(A) e � = can(B), temos imediatamente o resultado.Em seguida, mostraremos quedcr(A;B) � dr(can(A); can(B))Para resolver o problema da distância de revers~ao de cromossomos circulares comsinais, usamos revers~oes circulares no intervalo [2; n], que age sempre na permuta�c~aoque �e representante canônica. Consideremos ent~ao o cromossomo linear can(A). Ini-cialmente, �1 = +1 j�a est�a na sua posi�c~ao correta, e isto n~ao �e modi�cado durante oprocesso. Estas mesmas revers~oes circulares fornecem uma s�erie de revers~oes tamb�empara o caso linear. 2Do Teorema 3.3.5 podemos deduzir um outro algoritmo para o problema da distânciade revers~ao de cromossomos circulares com sinais. Este algoritmo consiste em utilizaro algoritmo que resolve o problema da distância de revers~ao de cromossomos linea-res com sinais, fornecendo como entrada as representantes canônicas das classes deequivalência das permuta�c~oes que representam os cromossomos circulares.Em particular, se escolhermos o algoritmo de Kaplan, Shamir e Tarjan [23], a com-plexidade do algoritmo ser�a O(n2): encontrar as representantes canônicas custa O(n),como visto no �nal da Se�c~ao 3.1.2, e o algoritmo de Kaplan. Shamir e Tarjan [23]tem complexidade O(n2), onde n �e o n�umero de blocos de genes dos cromossomoscirculares.Dos resultados acima, pode ser demonstrado que o Corol�ario 3.1.7 e o Teorema 3.3.5s~ao equivalentes, no seguinte sentido:Teorema 3.3.6 Dadas duas classes de equivalência, A e B, modelando dois cromos-somos circulares de mesmo tamanho, e a bije�c~ao ' de�nida anteriormente, ent~aodr('(A); '(B)) = dr(can(A); can(B))



3.3. Distâncias de revers~ao de cromossomos circulares e lineares 61Al�em disso, do Teorema 3.3.5 e da f�ormula de distância de revers~ao de cromossomoslineares de Hannenhalli e Pevzner [19], podemos deduzir uma f�ormula para a distânciade revers~ao de cromossomos circulares.Lema 3.3.7 Dadas duas classes de equivalência A e B modelando dois cromossomoscirculares com sinais de mesmo tamanho, temos quedcr(A;B) = dr(can(A); can(B)) =(n+ 1)� c(can(A); can(B)) + h(can(A); can(B)) + f(can(A); can(B))No teorema seguinte provamos que as representantes canônicas, das classes deequivalência modelando os cromossomos circulares, fornecem uma distância m��nimaentre todas as permuta�c~oes que pertencem �as duas classes.Teorema 3.3.8 Dadas duas classes de equivalência de permuta�c~oes de mesmotamanho quaisquer A e B, modelando cromossomos circulares, temosdr(can(A); can(B)) = min�2A�2B fdr(�; �)g:Prova:Observemos inicialmente que dcr(A;B) = dr(can(A); can(B)) (Teorema 3.3.5). Al�emdisso, temos cada valor dr(�; �) maior ou igual a dcr([�]; [�]) (Teorema 3.3.4). 2Uma quest~ao surge aqui. Quais s~ao as permuta�c~oes, das duas classes de equivalênciamodelando os cromossomos circulares, que levam a uma distância de revers~ao m��nima?Nossos resultados mostraram que as representantes canônicas das classes certa-mente levam. Mas elas n~ao s~ao as �unicas. Temos um exemplo de Palmer e co-autores [33], onde as permuta�c~oes n~ao possuem as caracter��sticas das nossas re-presentantes canônicas, mas levam a uma distância m��nima. As permuta�c~oes s~ao(�8 � 7 � 6 � 5 � 4 � 3 � 2 � 1 � 11 � 10 � 9C � 9B � 9A) e(�4 + 3 � 2 + 8 + 7 � 1 � 5 � 6 � 11 + 10 + 9A � 9B + 9C).Se denominarmos de representantes �otimas das duas classes de equivalência mode-lando os cromossomos circulares, duas permuta�c~oes, uma de cada classe, que levam auma distância de revers~ao m��nima, seria interessante poder caracterizar este conjuntode representantes �otimas.



3.3. Distâncias de revers~ao de cromossomos circulares e lineares 62Passamos agora a mostrar resultados que explicam uma pr�atica muito freq�uente emartigos onde se estudam formas de calcular a distância de revers~ao de cromossomoslineares, que passamos a descrever.Dado um cromossomo linear, h�a essencialmente duas maneiras de escrevê-lo como umapermuta�c~ao, sendo uma a re
ex~ao da outra. Isto �e devido ao fato de que mol�eculasde DNA livres n~ao possuem uma extremidade disting�u��vel em geral, de modo que aleitura pode ser feita come�cando em qualquer uma das pontas. Assim sendo, ao com-parar dois cromossomos, dever��amos na realidade considerar ambas as possibilidadespara cada um deles. Isto implicaria na necessidade de calcular quatro distâncias derevers~ao, e tomar o m��nimo entre elas como sendo a distância, isto �e, dadas duaspermuta�c~oes � e � modelando dois cromossomos lineares,dr(�; �) = minfdr(�; �); dr(re
(�); �); dr(�; re
(�)); dr(re
(�); re
(�))g (3:2)Contudo, em artigos, �e comum a pr�atica de comparar dois cromossomos tomandoambos com o mesmo bloco de genes numa das extremidades, se poss��vel, ou, em termosde permuta�c~oes, tomar as duas permuta�c~oes contendo um dos elementos extremoscomuns. Os resultados seguintes justi�cam isto mostrando que, neste caso, estaspermuta�c~oes escolhidas conduzem ao m��nimo entre as quatro possibilidades existentes.No teorema a seguir s~ao reduzidas para duas as possibilidades de calcular a menordistância de revers~ao, formulada na Equa�c~ao 3.2. Sua demonstra�c~ao �e simples e ser�aomitida.Teorema 3.3.9 Dadas duas permuta�c~oes � e � que modelam dois cromossomos li-neares, ent~ao dr(�; �) = dr(re
(�); re
(�))e dr(re
(�); �) = dr(�; re
(�))O teorema abaixo comprova a corre�c~ao do procedimento para calcular a distânciade revers~ao, adotado na pr�atica, de escolher permuta�c~oes que comecem ou terminemcom a mesma seq�uência de genes e com a mesma orienta�c~ao.Teorema 3.3.10 Dadas duas permuta�c~oes � = (�1 : : : �n) e � = (�1 : : : �n) tais que�1 = �1 ou �n = �n, ent~ao dr(�; �) � dr(�; re
(�))



3.4. Sum�ario e quest~oes 63Ent~ao, considerando o Teorema 3.3.9, e se tivermos representantes com as carac-ter��sticas do Teorema 3.3.10, temos que os resultados encontrados nos artigos calcu-lando apenas dr(�; �) fornecem realmente a m��nima distância de revers~ao entre asquatro possibilidades existentes.Por �m, notamos que o mesmo exemplo de Palmer e co-autores [33], citado anterior-mente, fornece um caso em que as duas permuta�c~oes n~ao têm �1 = �1 nem �n = �n,mas levam �a uma distância de revers~ao m��nima.3.4 Sum�ario e quest~oesNeste cap��tulo, nosso objetivo foi o de iniciar um estudo sistem�atico da teoria doproblema da distância de revers~ao de cromossomos circulares com sinais. Com estaperspectiva, contribu��mos em certos pontos, descritos em seguida.Inicialmente formalizamos um cromossomo circular por meio de uma classe deequivalência. Isto �e interessante pois esta classe inclui as diferentes formas de vi-sualizar um cromossomo circular com sinais, obtidas por rota�c~oes e re
ex~oes. De�ni-mos tamb�em revers~oes circulares usando de�ni�c~oes conhecidas de revers~oes lineares.Utilizando estas de�ni�c~oes, mostramos que h�a um isomor�smo entre revers~oes circu-lares agindo em cromossomos circulares e revers~oes lineares agindo em cromossomoslineares. Este isomor�smo permitiu resolver o problema da distância de revers~ao decromossomos circulares com sinais utilizando algoritmos polinomiais que resolvem oproblema da distância de revers~ao de cromossomos lineares com sinais, fornecendocomo entrada determinadas permuta�c~oes, escolhidas nas classes de equivalência quemodelam os cromossomos circulares.Em seguida, determinamos o diâmetro de revers~ao com sinais para cromossomos line-ares (Dr(n) = n+1) e circulares (Dcr(n) = n), corrigindo um resultado de Kececioglue Sanko� [26] do diâmetro de revers~ao linear Dr(n).Al�em disso, apresentamos alguns resultados relacionando cromossomos circulares elineares do mesmo tamanho, e justi�camos a pr�atica, comum nos artigos encontradosna literatura, de calcular apenas uma distância de revers~ao dr(�; �), �xando a prioriuma das pontas das mol�eculas de DNA, e n~ao calculando as outras três possibilidades,obtidas invertendo os genes dos cromossomos. Mostramos que quando uma das duaspontas dos dois cromossomos �e idêntica, o que em termos do formalismo signi�caconsiderar permuta�c~oes com extremidade comum, basta calcular apenas dr(�; �).Para terminar este cap��tulo, colocamos quest~oes que surgiram destes estudos.Primeiro, gostar��amos de investigar quais permuta�c~oes das classes de equivalência



3.4. Sum�ario e quest~oes 64levam �a distância de revers~ao m��nima, isto �e, gostar��mos de saber como caracterizaro conjunto das representantes �otimas. Segundo, seria interessante do ponto de vistapr�atico caracterizar precisamente em que condi�c~oes temos dr(�; �) � dr(�; re
(�)).Neste trabalho, fornecemos condi�c~oes su�cientes para que isto ocorra. Contudo, umexemplo apresentado no texto n~ao seguia este padr~ao, mas tamb�em levava a umadistância de revers~ao m��nima.Uma outra dire�c~ao de pesquisa seria investigar o problema da distância de revers~aode cromossomos circulares visando descobrir um algoritmo polinomial que o resolva.Pelo isomor�smo apresentado solucionar��amos tamb�em o caso linear. O objetivoseria o de tentar desenvolver um algoritmo mais simples do que aquele proposto porHannenhalli e Pevzner [19], ou ainda mais simples do que o algoritmo de Kaplan,Shamir e Tarjan [23], que tem a menor complexidade conhecida (O(n2), onde n �e otamanho das permuta�c~oes), mas baseia-se em parte em conceitos apresentados porHannenhalli e Pevzner. Um ponto de partida seria estudar diretamente a pr�opriade�ni�c~ao de revers~ao circular, que referencia os elementos de uma permuta�c~ao daclasse de equivalência, e n~ao os ��ndices associados a estes elementos, como no caso darevers~ao linear.



Cap��tulo 4Distância de transposi�c~ao decromossomos lineares sem sinaisNeste cap��tulo estudaremos o problema da distância de transposi�c~ao de duas per-muta�c~oes lineares sem sinais.Bafna e Pevzner [4] estudaram este problema, apresentando v�arios algoritmos deaproxima�c~ao, sendo de 1:5 o algoritmo de menor raz~ao, e deixando diversas quest~oesem aberto. Entre estas quest~oes destacamos a complexidade do problema, o diâmetrode transposi�c~ao e a distância de transposi�c~ao entre uma permuta�c~ao e sua inversa.Guyer, Heath e Vergara [15] tamb�em estudaram este problema e implementaramv�arios algoritmos para computar a distância de transposi�c~ao entre dois cromossomoslineares sem sinais, baseados nos conceitos de subseq�uências e execu�c~oes.Na primeira se�c~ao deste cap��tulo apresentamos um algoritmo de aproxima�c~ao de raz~ao2:25 e um algoritmo exato para o problema da distância de transposi�c~ao, mostrandoos resultados de experimentos realizados com ambos os algoritmos. Embora a raz~aodeste algoritmo seja elevada quando comparada com o melhor algoritmo conhecido(de raz~ao 1:5 citado acima), os experimentos mostraram que esta raz~ao �e menor,sugerindo que o algoritmo possa ter utilidade na pr�atica.Na segunda se�c~ao, apresentamos um limite inferior para o diâmetro de transposi�c~ao,mostrando que a distância de transposi�c~ao entre uma permuta�c~ao e sua inversa (semcomplementa�c~ao) �e bn=2c + 1, onde n �e o tamanho das permuta�c~oes. Notamos queeste resultado foi encontrado independentemente por Christie [10]. Al�em disso, ap-resentamos um algoritmo para computar uma s�erie �otima de transposi�c~oes para estecaso particular. Bafna e Pevzner [3] mostraram um limite superior 34n para estediâmetro. 65



4.1. Um algoritmo de aproxima�c~ao 66Finalmente, na �ultima se�c~ao, apresentamos o sum�ario do cap��tulo e colocamosquest~oes que surgiram a partir destes estudos.4.1 Um algoritmo de aproxima�c~aoInicialmente, na Se�c~ao 4.1.1 apresentamos algumas de�ni�c~oes e resultados que ser~aousados nas pr�oximas se�c~oes. Na Se�c~ao 4.1.2 apresentamos um algoritmo de apro-xima�c~ao com raz~ao 2:25 para computar a distância de transposi�c~ao entre duas per-muta�c~oes, baseado numa estrutura denominada diagrama de pontos-de-quebra. Paraveri�car o desempenho deste algoritmo, elaboramos um algoritmo exato, tamb�embaseado no diagrama de pontos-de-quebra. Assim, na Se�c~ao 4.1.3, apresentamos re-sultados de experimentos, que exibem um fator de aproxima�c~ao melhor, sugerindo queele possa ser comparado aos melhores algoritmos conhecidos. Al�em disso, esta estru-tura �e mais f�acil de ser implementada do que o grafo de ciclos de Bafna e Pevzner [4].4.1.1 De�ni�c~oesPodemos veri�car facilmente que computar a distância de transposi�c~ao entre duaspermuta�c~oes �e equivalente ao problema da ordena�c~ao por transposi�c~oes, que �eencontrar a distância de transposi�c~ao entre uma permuta�c~ao qualquer e a permuta�c~aoidentidade �, dt(�; �). Nesta se�c~ao estudaremos portanto o problema da ordena�c~ao portransposi�c~oes.Antes de apresentar as pr�oximas de�ni�c~oes, estendemos a permuta�c~ao original �, den elementos, com mais dois elementos �0 = 0 e �n+1 = (n + 1), e chamaremos estapermuta�c~ao estendida simplesmente de permuta�c~ao.Dada uma permuta�c~ao �, escrevemos �i � �j se e somente se �j � �i = 1 e �i 6� �jem caso contr�ario. Um ponto-de-quebra �e um par de elementos adjacentes �i; �i+1,com 0 � i � n, tais que �i 6� �i+1. O n�umero de pontos-de-quebra de � em rela�c~ao �aidentidade �e denotado por b(�; �). Quando aplicamos uma transposi�c~ao t, a varia�c~aono n�umero de pontos-de-quebra �e denotado por �b(�; �) = b(t � �; �) � b(�; �). Umafaixa �e uma s�erie maximal de elementos consecutivos �i�i+1 : : : �j sem pontos-de-quebra. Finalmente, dadas duas faixas s1 e s2, escrevemos s1 � s2 se o �ultimoelemento �l de s1 e o primeiro elemento �m de s2 s~ao tais que �l � �m.A observa�c~ao de que podemos remover no m�aximo três pontos-de-quebra numa trans-posi�c~ao leva imediatamente ao pr�oximo lema.



4.1. Um algoritmo de aproxima�c~ao 67Teorema 4.1.1 Dada uma permuta�c~ao �, ent~aob(�; �)3 � dt(�; �)De�nimos agora uma estrutura denominada diagrama de pontos-de-quebra deuma permuta�c~ao qualquer � com rela�c~ao �a permuta�c~ao �, denotada por D(�; �), daseguinte forma:� de�nimos um conjunto de n�os, V = f1; 2; : : : ; b(�; �)g, um para cada ponto-de-quebra de � com rela�c~ao a �, na ordem em que eles aparecem, onde i = si�1 � si,si �e uma faixa, com 1 � i � b(�; �), e o �ultimo elemento �l de si�1 e o primeiroelemento �m de si s~ao tais que �l 6� �m, claramente, sen~ao si�1 e si seriam uma�unica faixa.� de�nimos três tipos de arestas, !,) e - ->, da seguinte forma: dados dois n�osi = si�1 � si e j = sj�1 � sj ,{ i! j quando i < j, si�1 � sj e n+ 1 62 sj.{ i) j quando i < j, si�1 � sj e 0 62 si�1.{ i- ->j quando i < j e sj�1 � si.Por exemplo, dada a permuta�c~ao � = ( 0 5 3 1 4 2 6 ), temos os n�os 1 = 0:5, 2 = 5:3,3 = 3:1, 4 = 1:4, 5 = 4:2 e 6 = 2:6, e as arestas 1! 3, 1- ->5, 2) 6, 2- ->6, 3! 4,3) 4, 4! 5 e 4) 5 (Figura 4.1). Observe que as arestas ! e ) coincidem, excetoquando saem do primeiro n�o ou entram no �ultimo n�o. Do primeiro n�o apenas! podesair, enquanto que somente ) pode entrar no �ultimo n�o.Denotaremos por T (i; j; k) uma transposi�c~ao aplicada aos v�ertices i, j e k do diagramade pontos-de-quebra. Isto implica na necessidade de obter ��ndices i0, j 0 e k0 tais quet(i0; j0; k0) seja aplicada na permuta�c~ao nos pontos correspondentes a i, j e k.Podemos observar que, dados três n�os i, j e k num diagrama, a transposi�c~ao T (i; j; k)(Figura 4.2):� elimina três pontos-de-quebra, quando i! j, j ) k e i- ->k,� elimina dois pontos-de-quebra, quando i ! j e j ) k mas i 6 - ->k, ou i! j ei- ->k, mas j 6) k, ou ainda quando i- ->k e j ) k mas i 6! j,� elimina um ponto-de-quebra, quando existe apenas uma das três arestas entreestes três n�os, e n~ao existe nenhuma das duas outras arestas,
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0.5 5.3 3.1 1.4 4.2 2.6

1 2 3 4 5 6

Figura 4.1: O diagrama de pontos-de-quebra D(�; �), para � = ( 0 5 3 1 4 2 6 ).� n~ao elimina nenhum ponto-de-quebra, quando n~ao existe nenhuma aresta entrequaisquer dois n�os de i, j e k.Dizemos que uma transposi�c~ao t �e uma x-transposi�c~ao, x 2 f�3;�2;�1; 0; 1; 2; 3g,se �b(�; �) = x.Lema 4.1.2 Dada a permuta�c~ao �, se V 6= ; em D(�; �), ent~ao jV j � 3.Lema 4.1.3 Dada a permuta�c~ao �, se jV j = r � 4 em D(�; �), ent~ao existem pelomenos quatro arestas 1 ! j, i ) r, 1- ->l e m- ->r, com 2 � i; j; l;m � r � 1,i; j; l;m n~ao necessariamente distintos.Do Lema 4.1.3 obtemos o seguinte resultado.Lema 4.1.4 Dada a permuta�c~ao �, se jV j � 4 em D(�; �), ent~ao sempre existe uma�1-transposi�c~ao.Do Lema 4.1.4 temos um limite superior para dt(�; �).Teorema 4.1.5 Dada a permuta�c~ao �, ent~aodt(�; �) � b(�; �)
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Figura 4.2: As v�arias formas de eliminar três, dois, um e nenhum ponto-de-quebraem D(�; �), para uma permuta�c~ao �.4.1.2 Apresenta�c~ao do algoritmoObservamos inicialmente que, em termos do diagrama de pontos-de-quebra, ordenarpor transposi�c~oes �e transformar V num conjunto vazio utilizando o menor n�umero detransposi�c~oes poss��vel.Ent~ao, dos Teoremas 4.1.1 e 4.1.5, e do Lema 4.1.3, temos imediatamente um 3-algoritmo de aproxima�c~ao para o problema da ordena�c~ao por transposi�c~oes.Mas, nesta se�c~ao, apresentamos um algoritmo de aproxima�c~ao de raz~ao 2:25, baseadono diagrama de pontos-de-quebra.Podemos veri�car que num diagrama com jV j = 3 temos necessariamente uma �3-transposi�c~ao, enquanto que num diagrama com jV j = 4 temos necessariamente uma�1-transposi�c~ao, seguida por uma �3-transposi�c~ao (Figura 4.3).Podemos veri�car ainda que quando jV j = 5 temos uma �unica permuta�c~ao, � =(4 3 2 1), que gera um diagrama onde necessariamente temos duas �1-transposi�c~oes,seguidas por uma �3-transposi�c~ao, isto �e, dt(�; �) = 3. Todas as outras permuta�c~oesgeram diagramas onde temos uma �2-transposi�c~ao seguida por uma�3-transposi�c~ao,isto �e, dt(�; �) = 2. Estas distâncias foram computadas pelo programa descrito na
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1 2

1

3

2 3 4Figura 4.3: Os diagramas de pontos-de-quebra para jV j = 3 e jV j = 4. Observe que,em cada um destes casos, temos apenas uma forma geral de diagrama.Se�c~ao 4.1.3.O Teorema 4.1.10 e o Corol�ario 4.1.11 mostram que, quando jV j � 6, podemosremover no m��nimo quatro pontos-de-quebra em três passos.Mas antes de provarmos estes dois resultados, mostraremos alguns lemas t�ecnicos.Notamos neste ponto que quando existe uma aresta - -> entre dois n�os i = si�1 � si ek = sk�1 � sk, certamente existe um n�o j = sj�1 � sj entre i e k, sen~ao si = sk�1.Lema 4.1.6 Dada uma permuta�c~ao � tal que D(�; �):� possui jV j = r � 6,� n~ao cont�em �2-transposi�c~ao nem �3-transposi�c~ao,� possui n�os (0:a), (b:1), (r�1:c) e (d:r) e arestas (0:a)! (b:1), (r�1:c)) (d:r)tais que o n�o (r � 1:c) est�a no intervalo entre (0:a) e (b:1),e existem n�o (e:f) e aresta (0:a)- ->(e:f) com (e:f) no intervalo entre (0:a) e (r�1:c)ent~ao �e poss��vel remover pelo menos quatro n�os em três passos.Prova:
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0.a e.f b.1 d.r

e.f0.a b.1

g.h r-1.c

g.c d.h r-1.r

i j k

T(i,j,k)

Figura 4.4: A �1-transposi�c~ao T (i; j; k) indicada na �gura gera um novo diagramacontendo uma �2-transposi�c~ao.Nas condi�c~oes do lema, temos necessariamente um n�o i = (g:h) entre (0:a) e (e:f).Tomando j = (r � 1:c) e k = (d:r), aplicando a �1-transposi�c~ao T (i; j; k) obtemosum diagrama com jV j = r � 1 (o n�o (r � 1:r) �e eliminado), onde temos uma �2-transposi�c~ao, i = (0:a), j = (b:1) e k = (e:f) (Figura 4.4). 2Lema 4.1.7 Dada uma permuta�c~ao � tal que D(�; �):� possui jV j = r � 6,� n~ao cont�em �2-transposi�c~ao nem �3-transposi�c~ao,� possui n�os (0:a), (b:1), (r�1:c) e (d:r) e arestas (0:a)! (b:1), (r�1:c)) (d:r)tais que o n�o (r � 1:c) est�a no intervalo entre (0:a) e (b:1),e existem:� n�o (e:f) e aresta (0:a)- ->(e:f) com (e:f) no intervalo entre (r � 1:c) e (b:1)� n�o (g:h) e aresta (g:h)- ->(d:r) com (g:h) entre (e:f) e (b:1),ent~ao �e poss��vel remover pelo menos quatro n�os em três passos.



4.1. Um algoritmo de aproxima�c~ao 72
r-1.c0.a l.m l.m e.f l.m g.h l.m b.1 d.r

Figura 4.5: As formas gerais dos diagramas de pontos-de-quebra com jV j � 6, paraas seis possibilidades da aresta (l:m)- ->(b:1), quando (g:h) est�a no intervalo entre(e:f) e (b:1).Prova:Nas condi�c~oes do lema, temos seis possibilidades para a aresta (l:m)- ->(b:1): (l:m)entre (g:h) e (b:1), (l:m) entre (e:f) e (g:h), (l:m) = (e:f), (l:m) entre (r � 1:c) e(e:f), (l:m) = (r � 1:c) e �nalmente (l:m) entre (0:a) e (r � 1:c) (Figura 4.5):� (l:m) entre (g:h) e (b:1): temos necessariamente um n�o (s:t) entre (l:m) e (b:1).Portanto, tomando i = (g:h), j = (s:t) e k = (d:r), a �1-transposi�c~ao T (i; j; k)gera um diagrama com jV j = r � 1 (o n�o (d:h) �e eliminado), contendo uma�2-transposi�c~ao, i = (0:a); j = (b:1) e k = (l:m) (Figura 4.6).� (l:m) entre (e:f) e (g:h): tomando i = (r � 1:c), j = (g:h) e k = (d:r), a0-transposi�c~ao T (i; j; k) gera um diagrama com jV j = r, contendo uma �2-transposi�c~ao, i = (0:a); j = (b:1) e k = (l:m). Esta �2-transposi�c~ao gera umdiagrama com jV j = r � 2 n�os (os n�os (0:1) e (b:m) s~ao eliminados), con-tendo ainda uma outra �2-transposi�c~ao, i = (d:c); j = (r � 1:h) e k = (g:r)(Figura 4.7).� (l:m) = (e:f): tomando i = (r � 1:c), j = (g:h) e k = (d:r), a 0-transposi�c~aoT (i; j; k) gera um diagrama com jV j = r, contendo uma �3-transposi�c~ao, i =(0:a); j = (b:1) e k = (e:f) (Figura 4.8).� (l:m) entre (r � 1:c) e (e:f): tomando i = (0:a), j = (g:h) e k = (d:r), a0-transposi�c~ao T (i; j; k) gera um diagrama com jV j = r, contendo uma �2-
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0.a r-1.c e.f g.h l.m s.t b.1

0.a r-1.c e.f b.1 l.mg.t

d.r

d.h s.r

i j k

T(i,j,k)

Figura 4.6: A �1-transposi�c~ao T (i; j; k) indicada na �gura gera um novo diagramacontendo uma �2-transposi�c~ao.transposi�c~ao, i = (0:h); j = (b:1) e k = (d:a). Esta �2-transposi�c~ao gera umdiagrama com jV j = r � 2 (os n�os (0:1) e (d:h) s~ao eliminados), contendo umaoutra �2-transposi�c~ao, i = (b:a); j = (l:m) e k = (e:f) (Figura 4.9).� (l:m) = (r � 1:c): tomando i = (0:a), j = (g:h) e k = (d:r), a 0-transposi�c~aoT (i; j; k) gera um diagrama com jV j = r, contendo uma �2-transposi�c~ao, i =(0:h); j = (b:1) e k = (d:a). Esta �2-transposi�c~ao gera um diagrama comjV j = r � 2 (os n�os (0:1) e (d:h) s~ao eliminados), contendo uma outra �2-transposi�c~ao, i = (b:a); j = (r � 1:c) e k = (g:r) (Figura 4.10).� (l:m) entre (0:a) e (r � 1:c): tomando i = (0:a), j = (b:1) e k = (d:r), a�1-transposi�c~ao T (i; j; k) gera um diagrama com jV j = r � 1 (o n�o (0:1) �eeliminado), contendo uma �2-transposi�c~ao, i = (l:m); j = (r � 1:c) e k = (b:r)(Figura 4.11). 2Lema 4.1.8 Dada uma permuta�c~ao � tal que D(�; �):� possui jV j = r � 6,
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0.a r-1.c e.f l.m g.h b.1 d.r

0.a r-1.c b.1 d.c e.f l.m g.r

e.f0.1 d.c l.a r-1.h b.m g.r
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Figura 4.7: A primeira 0-transposi�c~ao indicada na �gura gera um diagrama contendouma�2-transposi�c~ao, e esta transposi�c~ao gera um novo diagrama contendo uma outra�2-transposi�c~ao.
0.a r-1.c e.f g.h b.1 d.r

e.f g.r0.a r-1.h b.1 d.c

i j k

T(i,j,k)

Figura 4.8: A 0-transposi�c~ao T (i; j; k) indicada na �gura gera um novo diagramacontendo uma �3-transposi�c~ao.
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0.a r-1.c g.h b.1 d.r

g.r

0.1 g.r

l.m e.f

0.h b.1 d.a r-1.c l.m e.f

d.h b.a r-1.c l.m e.f

i j k

j ki

Figura 4.9: A primeira 0-transposi�c~ao indicada na �gura gera um diagrama contendouma�2-transposi�c~ao, e esta transposi�c~ao gera um novo diagrama contendo uma outra�2-transposi�c~ao.
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0.a r-1.c e.f g.h b.1 d.r

e.f g.r0.h b.1 d.a r-1.c

r-1.c0.1 d.h b.a e.f g.r

i j k

i j k

Figura 4.10: A primeira 0-transposi�c~ao indicada na �gura gera um diagrama contendouma�2-transposi�c~ao, e esta transposi�c~ao gera um novo diagrama contendo uma outra�2-transposi�c~ao.
r-1.c e.f g.h b.1 d.r0.a0.a l.m

0.1 d.a l.m r-1.c e.f g.h b.r

i j k

T(i,j,k)

Figura 4.11: A �1-transposi�c~ao T (i; j; k) indicada na �gura gera um novo diagramacontendo uma �2-transposi�c~ao.
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d.rg.hb.1g.he.fg.hr-1.c0.aFigura 4.12: As formas gerais dos diagramas de pontos-de-quebra com jV j � 6, paraas cinco possibilidades da aresta (g:h)- ->(d:r).� n~ao cont�em �2-transposi�c~ao nem �3-transposi�c~ao,� possui n�os (0:a), (b:1), (r�1:c) e (d:r) e arestas (0:a)! (b:1), (r�1:c)) (d:r)tais que o n�o (r � 1:c) est�a no intervalo entre (0:a) e (b:1),e existem n�o (e:f) e aresta (0:a)- ->(e:f) com (e:f) no intervalo entre (r � 1:c) e(b:1) ent~ao �e poss��vel remover pelo menos quatro n�os em três passos.Prova:Nas condi�c~oes do lema, temos cinco possibilidades para (g:h)- ->(d:r): (g:h) = (r �1:c), (g:h) entre (r� 1:c) e (e:f), (g:h) = (e:f), (g:h) entre (e:f) e (b:1), e �nalmente(g:h) entre (b:1) e (d:r) (Figura 4.12):� (g:h) = (r�1:c): tomando i = (0:a), j = (r�1:c) e k = (d:r), a �1-transposi�c~aoT (i; j; k) gera um diagrama com jV j = r � 1 (o n�o (r � 1:r) �e eliminado), ondetemos uma �2-transposi�c~ao, i = (0:c), j = (b:1) e k = (d:a) (Figura 4.13).� (g:h) entre (r � 1:c) e (e:f): tomando i = (0:a), j = (r � 1:c) e k = (d:r), a�1-transposi�c~ao T (i; j; k) gera um diagrama com jV j = r � 1 (o n�o (r � 1:r) �eeliminado), onde temos uma �2-transposi�c~ao, i = (g:h), j = (e:f) e k = (d:a)(Figura 4.14).� (g:h) = (e:f): tomando i = (0:a), j = (b:1) e k = (d:r), a �1-transposi�c~aoT (i; j; k) gera um diagrama com jV j = r � 1 (o n�o (0:1) �e eliminado). Emseguida, tomando i = (d:a), j = (r � 1:c) e k = (e:f), aplicamos a �1-transposi�c~ao (o n�o (e:a) �e eliminado), geramos um diagrama onde temos uma�2-transposi�c~ao, i = (d:c), j = (r � 1:f) e k = (b:r) (Figura 4.15).
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0.a r-1.c e.f b.1 d.r

0.c e.f b.1 d.a r-1.r

i j k

T(i,j,k)

Figura 4.13: A �1-transposi�c~ao T (i; j; k) indicada na �gura gera um novo diagramacontendo uma �2-transposi�c~ao.
0.a r-1.c

0.c

g.h e.f b.1 d.r

g.h e.f b.1 d.a r-1.r

i j k

T(i,j,k)

Figura 4.14: A �1-transposi�c~ao T (i; j; k) indicada na �gura gera um novo diagramacontendo uma �2-transposi�c~ao.
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0.a r-1.c e.f b.1 d.r

0.1

d.c e.a r-1.f b.r

d.a r-1.c e.f b.r

0.1

i j k

i j k

Figura 4.15: As duas �1-transposi�c~oes indicadas na �gura geram um diagrama con-tendo uma �2-transposi�c~ao.� (g:h) entre (e:f) e (b:1): do Lema 4.1.7, temos o resultado desejado.� (g:h) entre (b:1) e (d:r): Temos necessariamente um n�o (l:m) entre (g:h) e (d:r).Ent~ao, tomando i = (0:a), j = (b:1) e k = (l:m), a �1-transposi�c~ao T (i; j; k)gera um diagrama com jV j = r � 1 (o n�o (0:1) �e eliminado), onde temos uma�2-transposi�c~ao, i = (g:h); j = (r � 1:c) e k = (d:r) (Figura 4.16). 2Lema 4.1.9 Dada uma permuta�c~ao � tal que D(�; �):� possui jV j = r � 6,� n~ao cont�em �2-transposi�c~ao nem �3-transposi�c~ao,� possui n�os (0:a), (b:1), (r�1:c) e (d:r) e arestas (0:a)! (b:1), (r�1:c)) (d:r)tais que o n�o (r � 1:c) est�a no intervalo entre (0:a) e (b:1),e existe a aresta (0:a)- ->(b:1) ent~ao �e poss��vel remover pelo menos quatro n�os emtrês passos.
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g.h d.r0.a0.a

0.1 r-1.c e.f

r-1.c e.f b.1 l.m

g.h l.a b.m d.r

i j k

T(i,j,k)

Figura 4.16: A �1-transposi�c~ao T (i; j; k) indicada na �gura gera um novo diagramacontendo uma �2-transposi�c~ao.Prova:Nas condi�c~oes do lema, temos três possibilidades para (g:h)- ->(d:r): (g:h) = (r�1:c),(g:h) entre (r � 1:c) e (b:1), e �nalmente (g:h) entre (b:1) e (d:r) (Figura 4.17):� (g:h) = (r � 1:c): tomando i = (0:a), j = (b:1) e k = (d:r), a �1-transposi�c~aoT (i; j; k) gera um diagrama com jV j = r� 1 (o n�o (0:1) �e eliminado), contendouma �3-transposi�c~ao, i = (d:a), j = (r � 1:c) e k = (b:r) (Figura 4.18).
0.a r-1.c g.h b.1 g.h d.rFigura 4.17: As formas gerais dos diagramas de pontos-de-quebra com jV j � 6, paraas três possibilidades da aresta (g:h)- ->(d:r), quando (e:f) = (b:1).
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0.a r-1.c b.1 d.r

0.1 d.a r-1.c b.r

i j k

T(i,j,k)

Figura 4.18: A �1-transposi�c~ao T (i; j; k) indicada na �gura gera um novo diagramacontendo uma �3-transposi�c~ao.� (g:h) entre (r � 1:c) e (b:1): tomando i = (0:a), j = (r � 1:c) e k = (b:1),a �1-transposi�c~ao T (i; j; k) gera um diagrama com jV j = r � 1 (o n�o (b:a) �eeliminado), contendo uma �2-transposi�c~ao, i = (0:c), j = (r � 1:1) e k = (d:r)(Figura 4.19).� (g:h) entre (b:1) e (d:r): existe necessariamente um n�o k = (l:m) entre os n�os(g:h) e (d:r). Ent~ao, tomando i = (0:a) e j = (b:1), a �1-transposi�c~ao T (i; j; k)gera um diagrama com jV j = r � 1 (o n�o (0:1) �e eliminado), contendo uma�2-transposi�c~ao, i = (g:h), j = (r � 1:c) e k = (d:r) (Figura 4.20). 2Provamos agora que, se no diagrama de pontos-de-quebra existir unicamente a possi-bilidade de aplicar �1-transposi�c~ao, ent~ao podemos remover pelo menos quatro n�osem três passos.Teorema 4.1.10 Dada uma permuta�c~ao �, e D(�; �), com jV j = r � 6, tais que n~aopodemos aplicar �2-transposi�c~oes nem �3-transposi�c~oes, ent~ao �e poss��vel removerpelo menos quatro n�os em três passos.
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d.r

0.a r-1.c g.h b.1 d.r

g.h b.a r-1.10.c

ji

T(i,j,k)

k

Figura 4.19: A �1-transposi�c~ao T (i; j; k) indicada na �gura gera um novo diagramacontendo uma �2-transposi�c~ao.Prova:Em todo diagrama de pontos-de-quebra com jV j � 4 sempre existe uma �1-transposi�c~ao (Lema 4.1.4).Temos duas formas gerais de diagramas (Figura 4.21), uma forma onde o n�o (r� 1:c)est�a no intervalo entre (0:a) e (b:1), e outra onde (r�1:c) est�a no intervalo entre (b:1)e (d:r).No primeiro caso, temos três possibilidades para a aresta (0:a)- ->(e:f) (Figura 4.22),� quando (e:f) est�a entre (0:a) e (r � 1:c): temos o resultado do Lema 4.1.6.� quando (e:f) est�a entre (r � 1:c) e (b:1): temos o resultado do Lema 4.1.8.� quando (e:f) = (b:1): temos o resultado do Lema 4.1.9.O outro caso geral, quando (r�1:c) est�a no intervalo entre os n�os (b:1) e (d:r), reduz-se ao caso anterior da seguinte forma. Tomemos no intervalo entre os n�os (r � 1:c) e(d:r) o m��nimo r�otulo m no n�o (y:m). Ent~ao m� 1 deve estar necessariamente numn�o (m � 1:x) �a esquerda de (r � 1:c), e deve existir uma aresta (m � 1:x) ! (y:m).Notemos aqui que (y:m) 6= (r � 1:c) sen~ao existiria �2-transposi�c~ao T (i; j; k), comi = (m�1:x); j = (r�1:c) e k = (d:r). Al�em disso, se existisse um outro n�o (x�1:z)



4.1. Um algoritmo de aproxima�c~ao 83

0.a r-1.c g.h d.rb.1 l.m

0.1 l.a r-1.cg.h b.m d.r

i j k

T(i,j,k)

Figura 4.20: A �1-transposi�c~ao T (i; j; k) indicada na �gura gera um novo diagramacontendo uma �2-transposi�c~ao.
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0.a r-1.c

0.a

b.1 d.r

d.rb.1 r-1.cFigura 4.21: As duas �unicas formas gerais de diagramas de pontos-de-quebra quandojV j � 6.
0.a e.f r-1.c e.f b.1 d.rFigura 4.22: As formas gerais dos diagramas de pontos-de-quebra com jV j = r � 6,para os três casos poss��veis da aresta (0:a)- ->(e:f), quando (r�1:c) est�a no intervaloentre (0:a) e (b:1).



4.1. Um algoritmo de aproxima�c~ao 85�a esquerda de (m� 1:x), ent~ao o diagrama conteria a aresta (x� 1:z)! (m� 1:x), eportanto existiria uma �2-transposi�c~ao T (i; j; k), com i = (x� 1:z), j = (m� 1:x) ek = (y:m). Portanto, o n�o (x � 1:z) est�a necessariamente �a direita de (m� 1:x), detal forma que existe a aresta (m� 1:x)- ->(x� 1:z). Podemos aplicar exatamente oscasos descritos no caso geral anterior. 2O Lema 4.1.4 implica imediatamente no pr�oximo resultado.Corol�ario 4.1.11 Dada uma permuta�c~ao �, se em D(�; �) existe �3-transposi�c~ao ou�2-transposi�c~ao, ent~ao pode-se eliminar no m��nimo quatro pontos-de-quebra em trêspassos.O Teorema 4.1.10 e o Corol�ario 4.1.11 fornecem um novo limite superior para oproblema da ordena�c~ao por transposi�c~oes.Teorema 4.1.12 Dada a permuta�c~ao �, ent~aodt(�; �) � 34b(�; �)Utilizando o Teorema 4.1.10 e o Corol�ario 4.1.11, temos o algoritmo Aprox-2:25,mostrado na Figura 4.23.Este algoritmo tem raz~ao 2:25, conforme os Teoremas 4.1.1 e 4.1.12.4.1.3 Resultados e an�alise dos experimentosPara observar na pr�atica a raz~ao de aproxima�c~ao, o Algoritmo Aprox-2.25 e umalgoritmo exato (Figura 4.24) foram codi�cados em linguagem C. Observamos que oalgoritmo exato tamb�em foi baseado no diagrama de pontos-de-quebra.Foram realizados três tipos de experimentos.O primeiro foi executar os dois algoritmos com todas as permuta�c~oes de tamanhon, para n variando de 2 at�e 6. Em todos os casos, as distâncias de transposi�c~aoencontradas por ambos os algoritmos foram iguais, exceto em seis casos, onde adistância era 3, enquanto o valor encontrado por Aprox foi 4, o que forneceu umaraz~ao de aproxima�c~ao 1:34.O segundo tipo de testes envolveu inversas de permuta�c~oes, isto �e, permuta�c~oes daforma rn = (n (n� 1) (n� 2) : : : 2 1)
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Algoritmo Aprox-2:25entrada: �saida: u, uma seq�uência t1; t2; : : : ; tutal que tu � : : : � t2 � t1 � � = �u 0gerar D(�; �)enquanto jV j 6= 0 fa�cau u+ 1se existe �3-transposicao ent~aotu  �3-transposicaosen~aose existe �2-transposicao ent~aotu  �2-transposicaosen~aotu  �1-transposicao (conforme Teorema 4.1.10)� tu � �gerar D(�; �)retorne u, t1; t2; : : : ; tuFigura 4.23: O algoritmo de aproxima�c~ao de raz~ao 2:25.
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Algoritmo exatoentrada: �saida: u, uma seq�uência t1; t2; : : : ; tutal que tu � : : : � t2 � t1 � � = �, onde u = dt(�; �)busca(�; tcorrente)se � = � ent~aose jtcorrentej < u ent~aou = jtcorrentejtmelhor tcorrentesen~aopara todas as transposi�c~oes t que podem ser aplicadas em � fa�case (jtcorrentej+ b(t � �; �)=3) < u ent~aobusca(tcorrente � �, concatena(tcorrente; t))tmelhor  lista-vaziatcorrente  lista-vaziau b(�; �)busca(�; tcorrente)retorne u, tmelhorFigura 4.24: O algoritmo exato. Note que todos os parâmetros s~ao passados porvalor.



4.1. Um algoritmo de aproxima�c~ao 88n 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17dt(rn; �n) 4 5 5 6 6 7 7 8 8 9 9Aprox 5 6 6 6 6 9 9 10 11 12 12raz~ao 1.3 1.2 1.2 1 1 1.3 1.3 1.3 1.4 1.4 1.4Figura 4.25: Os resultados do algoritmo Aprox para permuta�c~oes inversas.
0.n n.n-1 n-1.3 3.2 2.1 1.6 6.5

n-5.
n-6

n-6.
n-7

n-7.
n-2

n-2.
n-3

n-3.
n-4 n+1

n-4.. . .Figura 4.26: O diagrama de pontos-de-quebra geral D(�k; �), onde �k = (n (n �1) 3 2 1 6 5 4 : : : (n�5) (n�6) (n�7) (n�2) (n�3) (n�4)), sendo n � 5+3i; i � 0,e k = c(�k; �). Notamos que todos os ciclos possuem a mesma estrutura, têm tamanhotrês e n~ao permitem �3-transposi�c~oes nem �2-transposi�c~oes.Sabe-se que dt(rn; �n) = jn2 k + 1 [30, 10]. O algoritmo Aprox funcionou conformemostrado na tabela da Figura 4.25.O terceiro tipo de experimentos foi aplicado numa particular fam��lia de permuta�c~oes:�2 = (5 4 3 2 1), �3 = (8 7 3 2 1 6 5 4), �4 = (11 10 3 2 1 6 5 4 9 8 7),�5 = (14 13 3 2 1 6 5 4 9 8 7 12 11 10), ou de forma gen�erica �k = (n (n �1) 3 2 1 6 5 4 : : : (n�5) (n�6) (n�7) (n�2) (n�3) (n�4)), sendo n = 5+3i; i � 0, ek = c(�k; �) emD(�k; �) (Figura 4.26). Esta fam��lia �e interessante porque suspeitamosque estas permuta�c~oes produzam distâncias arbitrariamente maiores do que o limiteinferior de Bafna e Pevzner [4], que envolve os ciclos do grafo de ciclos, conformeenunciado no Teorema 2.2.4 da Se�c~ao 2.2.Executamos ambos os algoritmos com as primeiras três permuta�c~oes acima comoentrada, obtendo valores iguais para k = 2; 3; 4. Para �5, executamos apenas oalgoritmo de aproxima�c~ao, obtendo distância de transposi�c~ao igual a 7. O algoritmoexato n~ao pôde ser executado porque o tempo necess�ario era muito grande. Umlimite inferior para dt(�5; �14) �e b(�5;�14)3 = 4, mas ele n~ao pode ser atingido porquese construirmos o diagrama de pontos-de-quebra correspondente, podemos observar



4.2. Um limite inferior para o diâmetro de transposi�c~ao 89que n~ao temos �3-transposi�c~oes. Portanto, dt(�5; �14) �e no m��nimo 5, e o fator deaproxima�c~ao �e no m�aximo 1:4.4.2 Um limite inferior para o diâmetro de trans-posi�c~aoNesta se�c~ao, mostramos um limite inferior para o diâmetro de transposi�c~ao, com-putando a distância de transposi�c~ao entre uma permuta�c~ao rn = (n (n� 1) : : : 2 1)e sua inversa �n = (1 2 : : : (n� 1) n). Na se�c~ao 4.2.1 mostramos que esta distância �edt(rn; �n) = bn2c+ 1 para todo n > 2. Na se�c~ao 4.2.2 apresentamos um algoritmo quecomputa uma seq�uência �otima de transposi�c~oes para estas duas permuta�c~oes.4.2.1 Distância de transposi�c~ao entre rn e �nDadas as permuta�c~oes rn = (n (n � 1) (n � 2) : : : 2 1) e �n = (1 2 : : : (n �1) n) queremos computar a distância de transposi�c~ao dt(rn; �n), para qualquer n. NoTeorema 4.2.11 abaixo provamos que dt(rn; �n) = bn2 c + 1 para todo n > 2, e quedt(rn; �n) = 1 se n = 2.Na prova deste teorema precisamos de alguns resultados auxiliares, que passamos aenunciar.O seguinte lema pode ser provado facilmente. Bafna e Pevzner [4] mencionam partedeste resultado no seu trabalho.Lema 4.2.1 Seja c um ciclo e (x; y; z) uma tripla de c na representa�c~ao canônica.Ent~ao temos(x; y; z) �e orientada se e somente se t(y; z; x) �e um 2-movimentoe (x; y; z) �e n~ao-orientada se e somente se t(y; z; x) �e um 0-movimentoPodemos veri�car que, dada a permuta�c~ao �2 = (2 1), ent~ao dt(�2; �2) = 1, bastandotomar a transposi�c~ao t(1; 2; 3).Agora enunciamos e provamos um lema que estabelece um limite inferior paradt(rn; �n) quando n � 3, e n ��mpar.



4.2. Um limite inferior para o diâmetro de transposi�c~ao 90Lema 4.2.2 Dadas as permuta�c~oes rn = (n (n � 1) (n � 2) : : : 2 1) e �n =(1 2 : : : (n� 1) n) , temos para n � 3, n ��mpar,dt(rn; �n) � �n2 �+ 1Prova: Inicialmente, do trabalho de Bafna e Pevzner [4], dada rn = (n (n� 1) (n�2) : : : 2 1), n � 3, n ��mpar, temos cimpar(rn; �n) = 0 ou 2. Aplicando o limite inferiordado pelo Teorema 2.2.4 para dt(rn; �n) temos(n+ 1) � cimpar(rn; �n)2 = n+ 12 ou n � 12Observe que para obter o limite inferior, cada transposi�c~ao aplicada deve aumentaro n�umero de ciclos ��mpares.Temos portanto dois casos (Figura 4.27(a)):� No caso de 0 ciclos ��mpares: n + 12 = �n2 �+ 1Neste caso, o limite inferior �e exatamente igual ao valor desejado, e portantodt(rn; �n) � jn2 k+ 1 (Figura 4.27(b)).� No caso de 2 ciclos ��mpares: n� 12 < �n2 � + 1e a diferen�ca �e exatamente 1. Mas aqui temos dois ciclos ��mpares n~ao-orientadosc1 = [n+ 1; n � 1; : : : ; 4; 2]e c2 = [n; n� 2; : : : ; 3; 1]Ambos os ciclos s~ao formados por seq�uências estritamente decrescentes. Umcaso particular �e mostrado na Figura 4.27(c). Portanto qualquer tripla (x; y; z)�e n~ao-orientada, implicando em que qualquer transposi�c~ao t(x; y; z) �e um 0-movimento (Lema 4.2.1). Assim o pr�oximo movimento n~ao pode aumentarcimpar(�; �), e portanto n~ao podemos obter o limite inferior.
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0 n n-1 3 2 1 n+1

.  .  .

.  .  .

(a)

(b)

(c)
0 3 2 1 4

0 5 4 3 2 1 6

.  .  .

.  .  .

n-13 n-21 2 n n+1

1 2 3 4

1 2 43 5 6Figura 4.27: O grafo de ciclos gerado por rn e �n, com n � 3, n ��mpar. (a) O grafode ciclos para o caso geral. (b) O grafo para n = 3, onde cimpar = 0. (c) O grafo paran = 5, onde cimpar = 2.
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0 n n-1 4 3 2 1 n+1

1 2 3 n-3 n-2 n-1 n n+1

...

...

. . .

. . .

(a)

(b)

0 4 3 2 1 5

1 2 3 4 5Figura 4.28: O grafo de ciclos gerado por rn e �n com n � 4, n par. (a) O grafo deciclos para o caso geral. Note que cimpar = 1. (b) O grafo para n = 4.Ent~ao, quando n �e ��mpar temos dt(rn; �n) � jn2 k+ 1. 2Em seguida, enunciamos e provamos um teorema que estabelece um limite inferiorpara dt(rn; �n) quando n � 4, e n par. Antes de prov�a-lo, enunciamos alguns lemasauxiliares.Lema 4.2.3 Dadas as permuta�c~oes rn = (n (n � 1) : : : 1) e �n = (1 2 : : : n), comn � 4 e n par, ent~ao no grafo de ciclos correspondente de rn com rela�c~ao a �n, os�unicos 2-movimentos poss��veis s~ao aqueles obtidos de uma transposi�c~ao t(i; j; k) comi e k com a mesma paridade e j com paridade oposta a i e k.Prova: Inicialmente, observamos que o �unico ciclo do grafo de ciclos de rn comrela�c~ao a �n (Figura 4.28) �e[n+ 1; n� 1; n � 3; : : : ; 1; n; n� 2; : : : ; 2]A ordem das arestas realidade neste ciclo �e tal que todos os r�otulos ��mpares aparecemjuntos, em ordem decrescente, e todos os r�otulos pares aparecem juntos, tamb�em em



4.2. Um limite inferior para o diâmetro de transposi�c~ao 93ordem decrescente. Do Lema 4.2.1 sabemos que todo 2-movimento corresponde auma tripla orientada neste �unico ciclo.Podemos veri�car que todas as triplas orientadas come�cando em uma aresta realidade��mpar s~ao (n+ 1 � k; n� i; n� j), k par 0 � k � n;i ��mpar k < i � n� 1 e j par 0 � j < iPodemos escrever os intervalos de k, i e j de forma mais apropriada, como k par 0 �k � n � 2, i ��mpar k + 1 � i � n � 1 e j par k � j � i� 1.Podemos veri�car tamb�em que todas as triplas orientadas come�cando com uma arestarealidade par s~ao (n+ 1� k; n� i; n� j)com os intervalos k ��mpar 1 � k � n�3, i par k+1 � i � n�2 e j ��mpar k � j � i�1Podemos reunir ambos os casos em um �unico, de tal forma que todas as triplasorientadas do grafo de ciclos s~ao(n+ 1� k; n� i; n� j)onde k e j têm a mesma paridade, i tem paridade oposta a k e j e 0 � k � n � 2,k + 1 � i � n� 1 e k � j � i� 1.Portanto, todos os 2-movimentos s~aot(n� i; n� j; n + 1� k) � (n (n� 1) (n� 2) : : : 2 1)Para computar esta transposi�c~ao de maneira mais f�acil, faremos algumas substitui�c~oesnos seus parâmetros. Tomemos i0 = n� i, j0 = n� j e k0 = n+1� k. Observe que k0e j0 têm paridades diferentes, i0 e j0 tamb�em têm paridades diferentes, e i0 e k0 têm amesma paridade.Ent~ao, se modi�carmos k = n + 1 � k0, i = n � i0 e j = n � j0 nos intervalos acimateremos 0 � n+1�k0 � n�2, n+1�k0+1 � n�i0 � n�1 e n+1�k0 � n�j0 � n�i0�1.Agora devemos de�nir os intervalos de k0, i0 e j 0. Primeiro, tomando o produtodo intervalo de k0 com �1, e depois adicionando n + 1, obtemos o intervalo de k0,n+1 � k0 � 3. Segundo, tomando o produto do intervalo de i0 com �1, e em seguida,adicionando n obtemos o intervalo de i0, k0 � 2 � i0 � 1. Finalmente tomando oproduto do intervalo de j 0 com �1, e depois adicionando n, temos o intervalo de j0,k0 � 1 � j0 � i0 + 1.Segue que todos os poss��veis 2-movimentos s~ao da forma t(i; j; k), onde k 6� j mod 2e k � i mod 2, com os intervalos 3 � k � n + 1, 1 � i � k � 2 e i + 1 � j � k � 1.



4.2. Um limite inferior para o diâmetro de transposi�c~ao 94Se unirmos estes intervalos ent~ao obteremos 1 � i < j < k � n + 1, com i e j comparidades opostas e k com a mesma paridade de i.Portanto, os �unicos 2-movimentos poss��veis s~ao aqueles obtidos de transposi�c~oest(i; j; k) tais que i e k têm a mesma paridade e j tem a paridade oposta a i e k.2Os lemas seguintes mostram que, nos grafos de ciclos gerados por rn = (n (n �1) : : : 1) com rela�c~ao a �n = (1 2 : : : n), a aplica�c~ao de transposi�c~oes 2-movimentosgera novos grafos de ciclos que contêm apenas ciclos n~ao-orientados.Lema 4.2.4 Dadas as permuta�c~oes rn = (n (n� 1) : : : 1) e �n = (1 2 : : : n), n � 4,n par, ent~ao a transposi�c~ao t(i; j; k) com 1 < i < j < k < n + 1, i e k com a mesmaparidade e j com a paridade oposta a i e k, gera um grafo de ciclos contendo trêsciclos n~ao-orientados.Prova:Primeiro, dadas rn, �n, n, i; j e k nas condi�c~oes da hip�otese, a transposi�c~ao t(i; j; k) �eum 2-movimento (Lema 4.2.3):t(i; j; k) � (n (n� 1) (n� 2) : : : 2 1) =(n (n � 1) : : : (n� i+ 2) (n� j + 1) : : : (n� k + 2)(n� i+ 1) : : : (n� j + 2) (n� k + 1) : : : 1):As Figuras 4.29 e 4.30 mostram os grafos de ciclos gerados por transposi�c~oes comestas caracter��sticas.Vamos considerar inicialmente o caso de i par (Figura 4.29).Podemos veri�car que este grafo de ciclos possui três ciclos:c1 = [n+ 1; n� 1; : : : ; k + 1; i+ (k � j)� 1; i+ (k � j)� 3; : : : ; i; i� 2; : : : 2]c2 = [n; n� 2; : : : ; k; k � 2; : : : ; i+ (k � j) + 1; i� 1; i� 3; : : : ; 1]c3 = [k � 1; k � 3; : : : ; i+ (k � j); : : : ; i+ 1]O ciclo c1 �e formado por uma seq�uência estritamente decrescente, pois k+1 > i+(k�j) + 1 > i. Portanto, podemos veri�car que c1 cont�em apenas triplas n~ao-orientadas,implicando em que c1 seja um ciclo n~ao-orientado. Usando o mesmo racioc��nio para
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Figura 4.29: O grafo de ciclos gerado pela aplica�c~ao de uma transposi�c~ao t(i; j; k) arn, com n par � 4, i e k pares e j ��mpar. Note que os três ciclos s~ao n~ao-orientados.(a) O caso gen�erico. (b) Um caso particular.os ciclos c2 e c3, conclu��mos que este grafo de ciclos �e formado por três ciclos n~ao-orientados.Temos ainda a possibilidade de i ser ��mpar (�gura 4.30), mas a an�alise neste caso �eidêntica �a do caso par. Os ciclos neste caso s~aoc1 = [n+ 1; n� 1; : : : ; k; k � 2; : : : ; i+ (k � j) + 1; i� 1; i� 3; : : : ; 2]c2 = [n; n� 2; : : : ; k + 1; i+ (k � j)� 1; : : : ; i; i� 2; : : : ; 1]c3 = [k � 1; k � 3; : : : ; i+ (k � j); i+ (k � j)� 2; : : : ; i+ 1]Por�em, em ambos os casos geramos um grafo de ciclos contendo três ciclos n~ao-orientados. 2Lema 4.2.5 Dadas as permuta�c~oes rn = (n (n� 1) : : : 1) e �n = (1 2 : : : n), n � 4,n par, ent~ao a transposi�c~ao t(1; j; k) com 1 < j < k < n + 1, k ��mpar e j par geraum grafo de ciclos contendo três ciclos n~ao-orientados.
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Figura 4.30: O grafo de ciclos gerado pela aplica�c~ao de uma transposi�c~ao t(i; j; k) arn, com n par � 4, i e k ��mpares e j par. Note que os três ciclos s~ao n~ao-orientados.(a) O caso gen�erico. (b) Um caso particular.Prova:De forma an�aloga �a prova do lema anterior, dadas rn, �n, n, j e k nas condi�c~oes dahip�otese, a transposi�c~ao t(1; j; k) �e um 2-movimento (Lema 4.2.3):t(1; j; k) � (n (n� 1) (n� 2) : : : 2 1) =((n� j + 1) : : : (n� k + 2) n (n� 1) : : : (n� j + 2)(n� k + 1) : : : 2 1):Os ciclos que comp~oem o grafo de ciclos s~ao:c1 = [n+ 1; n� 1; : : : ; k; k � 2; : : : ; k � j + 2]c2 = [n; n� 2; : : : ; k + 1; k � j; k � j � 2; : : : ; 1]c3 = [k � 1; k � 3; : : : ; k � j + 1; k � j � 1; : : : ; 2]Podemos veri�car que os três ciclos s~ao n~ao-orientados.A Figura 4.31 mostra o grafo de ciclos gerado por este 2-movimento. 2
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(a)

... ... ...

1 2 k-1 k k+1 n

...
...

n-k+3

0 n-j+1 n-j n-j+2 n-k+1 2 1 n+1n-k+2 n

..

... ......

0 5 4 3 8 7 6 2 1 9

(b) t(1,4,7)
8

π

k-j n+1. . . . . . . . .

Figura 4.31: O grafo de ciclos gerado pela aplica�c~ao de transposi�c~oes t(1; j; k), com k��mpar e j par. Note que os três ciclos s~ao n~ao-orientados. (a) O grafo de ciclos geralgerado por t(1; j; k). (b) Um caso particular.



4.2. Um limite inferior para o diâmetro de transposi�c~ao 98Lema 4.2.6 Dadas as permuta�c~oes rn = (n (n� 1) : : : 1) e �n = (1 2 : : : n), n � 4,n par, ent~ao a transposi�c~ao t(i; j; n+ 1) com 1 < i < j < n+ 1, i ��mpar e j par geraum grafo de ciclos contendo três ciclos n~ao-orientados.Prova:Novamente, dadas rn, �n, n, i e j nas condi�c~oes da hip�otese, a transposi�c~ao t(i; j; n+1)�e um 2-movimento (Lema 4.2.3):t(i; j; n+ 1) � (n (n� 1) (n� 2) : : : 2 1) =(n (n � 1) : : : (n� i+ 2) (n� j + 1) : : : 2 1(n � i+ 1) : : : (n� j + 2)):Os três ciclos que comp~oem o grafo de ciclos s~ao:c1 = [n+ 1; n � 1; : : : ; i+ (n� j) + 2; i� 1; i� 3; : : : ; 2]c2 = [n; n� 2; : : : ; i+ (n� j) + 1; i+ (n� j) � 1; : : : ; i+ 1]c3 = [i+ (n� j); i+ (n� j) � 2; : : : ; i; i� 2; : : : ; 1]Podemos veri�car que os três ciclos s~ao n~ao-orientados.A Figura 4.32 mostra o grafo de ciclos gerado por este 2-movimento. 2Lema 4.2.7 Dadas as permuta�c~oes rn = (n (n� 1) : : : 1) e �n = (1 2 : : : n), n � 4,n par, ent~ao a transposi�c~ao t(1; j; n+ 1) com 1 < j < n+ 1 e j par gera um grafo deciclos contendo três ciclos n~ao-orientados.Prova:De novo, dadas rn, �n, n e j nas condi�c~oes da hip�otese, a transposi�c~ao t(1; j; n+ 1) �eum 2-movimento (Lema 4.2.3):t(1; j; n+ 1) � (n (n � 1) (n� 2) : : : 2 1) =((n� j + 1) : : : 2 1 n (n� 1) : : : (n� j + 2)):
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Figura 4.32: O grafo de ciclos gerado por transposi�c~oes t(i; j; n+ 1), i ��mpar e j par.Note que os três ciclos s~ao n~ao-orientados, conforme descrito no texto. (a) O grafode ciclos geral gerado por t(i; j; n+ 1). (b) Um caso particular.
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Figura 4.33: O grafo de ciclos gerado por aplica�c~ao de transposi�c~oes t(1; j; n+1), comj par. Os três ciclos s~ao n~ao-orientados, conforme descrito no texto. (a) O grafo deciclos geral gerado por t(1; j; n+ 1). (b) Um caso particular.Os três ciclos que comp~oem o grafo de ciclos s~ao:c1 = [n+ 1; n � 1; : : : ; n+ 3 � j]c2 = [n; n� 2; : : : ; n+ 2 � j; n� j; : : : ; 2]c3 = [n+ 1 � j; n � j � 1; : : : ; 1]De novo, podemos veri�car que os três ciclos s~ao n~ao-orientados.A Figura 4.33 mostra o grafo de ciclos gerado por este 2-movimento. 2Lema 4.2.8 Dadas as permuta�c~oes rn = (n (n � 1) : : : 1) e �n = (1 2 : : : n),n � 4, n par, ent~ao as transposi�c~oes t(i; j; k), com i e k com a mesma paridade e jcom paridade oposta a i e k s~ao as �unicas transposi�c~oes 2-movimentos poss��veis, equando aplicadas a rn geram grafos de ciclos contendo três ciclos n~ao-orientados.Prova: Dadas as permuta�c~oes rn e �n, nas condi�c~oes do lema, as �unicas transposi�c~oes2-movimentos poss��veis s~ao aquelas geradas por triplas orientadas. O Lema 4.2.3



4.2. Um limite inferior para o diâmetro de transposi�c~ao 101mostra que os �unicos 2-movimentos poss��veis neste caso s~ao aqueles onde i e k têm amesma paridade e j tem paridade oposta a i e k.Existem exatamente quatro casos que podem ocorrer com i, j e k nestas condi�c~oesque s~ao:1. 1 < i < j < k < n + 1: o Lema 4.2.4 mostra que o grafo de ciclos gerado pelatransposi�c~ao t(i; j; k), com i; j e k nas condi�c~oes do lema, produz um grafo deciclos contendo três ciclos, todos n~ao-orientados.2. 1 = i < j < k < n + 1: o Lema 4.2.5 mostra que o grafo de ciclos gerado pelatransposi�c~ao t(i; j; k), com j e k nas condi�c~oes do lema, produz um grafo deciclos contendo três ciclos, todos n~ao-orientados.3. 1 < i < j < k = n + 1: o Lema 4.2.6 mostra que o grafo de ciclos geradopela transposi�c~ao t(i; j; k), com i e j nas condi�c~oes do lema, produz um grafode ciclos contendo três ciclos, todos n~ao-orientados.4. 1 = i < j < k = n + 1: o Lema 4.2.7 mostra que o grafo de ciclos gerado pelatransposi�c~ao t(i; j; k), com j nas condi�c~oes do lema, produz um grafo de cicloscontendo três ciclos, todos n~ao-orientados.Temos ent~ao o resultado. 2Provamos agora o teorema que estabelece um limite inferior para dt(rn; �n), quandon � 4 par.Teorema 4.2.9 Dadas as permuta�c~oes rn = (n (n � 1) (n � 2) : : : 2 1) e �n =(1 2 : : : (n� 1) n) , temos para n � 4, n par,dt(rn; �n) � �n2 �+ 1Prova: Novamente, do trabalho de Bafna e Pevzner [4], dada rn = (n (n� 1) (n�2) : : : 2 1), n � 4, n par, temos cimpar(�; �) = 1. Aplicando o limite inferior dadopelo Teorema 2.2.4 para dt(rn; �n) temos(n+ 1)� cimpar(rn; �n)2 = (n+ 1) � 12 = n2 :Neste caso (Figura 4.28(a)): n2 = �n2 � < �n2 �+ 1



4.2. Um limite inferior para o diâmetro de transposi�c~ao 102e a diferen�ca �e de exatamente 1. Neste caso, temos que provar que existe neces-sariamente uma transposi�c~ao que n~ao incrementar�a cimpar(rn; �n) durante qualquerseq�uência �otima de transposi�c~oes que transforma � em �.A primeira transposi�c~ao �e um 0-movimento ou um 2-movimento. N~ao podemos aplicarum �2-movimento porque o primeiro grafo de ciclos �e formado por apenas um ciclo.Se aplicamos um 0-movimento, o �unico ciclo ��mpar do grafo de ciclos �e transformadoem um outro ciclo ��mpar, n~ao incrementando cimpar.Ent~ao, temos que investigar o que acontece se aplicarmos um 2-movimento. OLema 4.2.8 mostra que as �unicas transposi�c~oes que s~ao 2-movimentos geram grafosde ciclos que contêm apenas ciclos n~ao-orientados.Isto implica no resultado da seguinte forma. Temos duas possibilidades. Se o grafo deciclos resultante tem um ciclo ��mpar e dois ciclos pares, a primeira transposi�c~ao n~aoaumentou cimpar. Por outro lado, se obtivermos três ciclos ��mpares, a segunda trans-posi�c~ao da s�erie n~ao pode aumentar cimpar, pois todos os ciclos s~ao n~ao-orientados,implicando em termos no m��nimo mais um 0-movimento. 2O Lema 4.2.2 e o Teorema 4.2.9 implicam imediatamente no resultado abaixo.Teorema 4.2.10 Dadas as permuta�c~oes rn = (n (n � 1) (n � 2) : : : 2 1) e �n =(1 2 : : : (n� 1) n) , temos para todo n � 3,dt(rn; �n) � �n2 �+ 1Finalmente, o teorema abaixo mostra a distância de transposi�c~ao entre uma per-muta�c~ao e sua inversa.Teorema 4.2.11 Dadas as permuta�c~oes rn = (n (n � 1) (n � 2) : : : 2 1) e �n =(1 2 : : : (n� 1) n) , temos para n � 2dt(rn; �n) = 8>><>>: 1 se n = 2jn2 k+ 1 se n � 3Prova: Conforme a�rma�c~ao anterior, sabemos que dt(rn; �n) = 1 quando n = 2.Do Teorema 4.2.10, temos que dt(rn; �n) � jn2k+ 1.



4.2. Um limite inferior para o diâmetro de transposi�c~ao 103Algoritmo DistTranspentrada: rn = (n (n� 1) : : : 2 1); n > 2saida: �; t1; t2; : : : ; t�; onde � = dt(rn; �)�1 t1(1; ln2 m ; n) � ��  1�0 �se n for par ent~ao�  � + 1�2  t�(n2 ; n2 + 1; n+ 1) � �1k  1p 1se n for impar ent~aok  0p 0enquanto k < bn2c fa�ca�  � + 1��  t�(jn2 k� k; jn2 k� k + 2; n+ 1� k + p) � ���1k  k + 1retorne �; t1; t2; : : : ; t�Figura 4.34: Um algoritmo para computar a distância de transposi�c~ao entre umapermuta�c~ao e sua inversa.Um limite superior �e dado pelo algoritmo apresentado na pr�oxima se�c~ao, que computadt(rn; �n) em jn2 k+1 passos. Portanto, dt(rn; �n) � jn2k+1, para todo n > 2. Notamosque Bafna e Pevzner [4] mostraram este mesmo limite superior, para todo n � 1. 24.2.2 Um algoritmo para computar dt(rn; �n)Apresentamos nesta se�c~ao um algoritmo para computar a distância de transposi�c~aoentre uma permuta�c~ao e sua inversa. Observamos que este algoritmo executa semutilizar o grafo de ciclos. Em seu lugar, ele usa uma determinada s�erie de transposi�c~oesque funcionam no caso particular destas duas permuta�c~oes. A Figura 4.34 mostra oalgoritmo, e a Figura 4.35 mostra exemplos de execu�c~oes para n = 6 e n = 7.Os quatro passos iniciais criam, a partir da permuta�c~ao inicial, uma nova permuta�c~aocom duas subseq�uências decrescentes na sua extremidade esquerda, e uma seq�uência
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(a) 6   5   4   3   2   1 (b) 7   6   5   4   3   2   1

4   3   2   6   5   1

4   3   6   5   1   2

4   5   1   2   3   6

1   2   3   4   5   6

4   3   2   7   6   5   1

4   3   6   5   1   2   7

4   5   1   2   3   6   7

1   2   3   4   5   6   7Figura 4.35: Duas execu�c~oes do algoritmo. (a) Exemplo com n = 6. (b) Exemplocom n = 7.crescente, na sua extremidade direita. Se n for par temos�2 = ( (n2 + 1) n2 : : : 3 ) ( n (n� 1) : : : (n2 + 2) ) ( 1 2 )Observemos que as duas subseq�uências decrescentes têm dn2 e�1 elementos cada uma.Marcamos as subseq�uências com parênteses.Se n for ��mpar teremos�1 = ( (n+ 12 ) : : : 3 2 ) ( n (n� 1) : : : (n + 12 + 1) ) ( 1 )Analogamente, neste caso as duas primeiras subseq�uências tamb�em ter~ao dn2 e � 1elementos cada uma.O comando de repeti�c~ao no quinto passo move o �ultimo elemento da primeira sub-seq�uência e o primeiro elemento da segunda subseq�uência para a extremidade direitada permuta�c~ao, onde duas outras subseq�uências s~ao incrementadas �a medida que oalgoritmo executa. Genericamente, se n for par ent~ao teremos, ap�os k � 1 itera�c~oesdo comando,�k+1 = ((n2+1) n2 : : : (k+2)) ((n�k+1) : : : (n2+2)) (1 2 : : : (k+1)) ((n�k+2) : : : n):Se n for ��mpar teremos, ap�os k itera�c~oes,�k+1 = ((n+ 12 ) : : : (k+2)) ((n�k) : : : (n+ 12 +1)) (1 2 : : : (k+1)) ((n�k+1) : : : n):Portanto, o algoritmo corretamente transforma a permuta�c~ao na sua inversa, usandotransposi�c~oes. Al�em disso, o algoritmo executa em jn2k+ 1 passos, para n > 2.



4.3. Sum�ario e quest~oes 1054.3 Sum�ario e quest~oesNeste cap��tulo, inicialmente apresentamos um algoritmo de aproxima�c~ao de raz ao2:25 e um algoritmo exato, ambos baseados numa estrutura denominada de diagramade pontos-de-quebra. Embora a raz~ao seja elevada, quando comparado �a melhorconhecida, experimentos demonstraram que esta raz~ao �e bastante menor quando ex-ecutamos o algoritmo, sugerindo que ele possa ser �util na pr�atica.Algumas quest~oes surgiram deste estudo. Primeiro, realizar mais testes com o al-goritmo de aproxima�c~ao, usando permuta�c~oes signi�cativamente maiores, permitiriaavaliar a sua utilidade efetiva. Segundo, pesquisar se a raz~ao do algoritmo podeser diminu��da, e veri�car a possibilidade de decidir quando dt(�; �) = b(�)3 apenasestudando o diagrama, possivelmente forneceria parâmetros que poderiam ser empre-gados numa prova de complexidade para o problema da distância de transposi�c~ao.Um outro ponto interessante seria investigar se existe uma permuta�c~ao alcan�cando araz~ao 2:25. Por �m, o algoritmo de aproxima�c~ao de Bafna e Pevzner [4] poderia serimplementado, permitindo comparar estes dois algoritmos.Em seguida, demonstramos que a distância de transposi�c~ao entre uma permuta�c~ao esua inversa (sem complementa�c~ao) �e bn2c + 1 para todo n > 2, onde n �e o tamanhoda permuta�c~ao. Al�em disso, apresentamos um algoritmo que encontra uma s�erie�otima de transposi�c~oes que ordenam a permuta�c~ao, para o caso estudado. Portanto,temos um limite inferior para o diâmetro de transposi�c~ao, bn2 c+ 1 � Dt(n). Bafna ePevzner [4] demonstraram que Dt(n) � 34n. Conjecturamos que o limite inferior sejade fato o valor do diâmetro de transposi�c~ao.Outras quest~oes interessantes ainda n~ao resolvidas s~ao a complexidade do problemae um valor exato para o diâmetro de transposi�c~ao.



Cap��tulo 5Distância de revers~ao etransposi�c~ao de cromossomoslinearesAtualmente, a an�alise de genomas evoluindo por diversos eventos mutacionais re-presentam um grande desa�o. Hannenhalli e co-autores [17] analisaram genomasevoluindo por diferentes eventos, particularmente revers~oes e transposi�c~oes. Hannen-halli e Pevzner [20] apresentaram um algoritmo de tempo polinomial para comparardois genomas evoluindo por revers~oes, transloca�c~oes, fus~oes e �ss~oes. Gu, Peng eSudborough [14] mostraram algoritmos de aproxima�c~ao para computar a distânciaentre dois genomas, permitindo três eventos, revers~oes, transposi�c~oes e transvers~oes.Neste cap��tulo contribu��mos para a an�alise de revers~oes e transposi�c~oes agindo em umcromossomo.Inicialmente, na Se�c~ao 5.1 apresentamos de�ni�c~oes que ser~ao utilizadas nas se�c~oes pos-teriores. Na Se�c~ao 5.2 estendemos a an�alise de transposi�c~oes agindo em permuta�c~oessem sinais para transposi�c~oes atuando em permuta�c~oes com sinais, obtendo assim al-goritmos de aproxima�c~ao para computar a distância de revers~ao e transposi�c~ao paraambas as permuta�c~oes, com e sem sinais. Em seguida, na Se�c~ao 5.3 apresentamos umlimite inferior para o diâmetro de revers~ao e transposi�c~ao de permuta�c~oes com sinais.Por �m, a Se�c~ao 5.4 traz um sum�ario e quest~oes relativas a estes estudos.106



5.1. De�ni�c~oes 1070 � 5 � 1 2 � 4 � 7 6 � 3 � 9 8 � 10Figura 5.1: Os pontos-de-quebra e as faixas de uma permuta�c~ao � =( 0 5 1 2 4 7 6 3 9 8 10 ) com rela�c~ao a � = ( 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 ). Asfaixas s~ao as seq�uências entre dois pontos-de-quebra consecutivos.5.1 De�ni�c~oesNesta se�c~ao, primeiro enunciamos o problema de ordenar permuta�c~oes lineares por re-vers~oes e transposi�c~oes, e em seguida recordamos certos conceitos, que ser~ao utilizadosnas pr�oximas se�c~oes.No problema da distância de revers~ao e transposi�c~ao de permuta�c~oes lineares, semperda de generalidade, podemos �xar � como sendo a permuta�c~ao identidade �, isto�e, � = (1 : : : n) no caso sem sinais, e � = (+1 : : : + n) no caso com sinais. Portanto,o problema estudado neste cap��tulo pode ser enunciado da seguinte forma. Dada apermuta�c~ao �, queremos computar uma s�erie de revers~oes e transposi�c~oes que trans-formam � em �, isto �e, queremos encontrar e1; e2; : : : ; eu, onde cada ei �e uma revers~aoou uma transposi�c~ao, tais que eu � eu�1 � : : : � e2 � e1 �� = � e u seja m��nimo. Chamamosu de distância de revers~ao e transposi�c~ao e o denotamos por drt(�; �).No que se segue, uma opera�c~ao e pode ser uma revers~ao ou uma transposi�c~ao.Estendemos a permuta�c~ao � adicionando �0 = 0 e �n+1 = n + 1 no caso sem sinais,ou �0 = +0 e �n+1 = +(n + 1) no caso com sinais. A permuta�c~ao estendida ser�adenotada por �.Um ponto-de-quebra de uma permuta�c~ao � �e um par x = (�i; �i+1) tal que nem xnem x = (�i+1; �i) s~ao da forma (j; j + 1) para algum j tal que 0 � j � n. Ent~ao,para encontrar � a partir de �, devemos ter pelo menos uma opera�c~ao \separando"�i de �i+1. Como anteriormente, pontos-de-quebra ser~ao indicados por um ponto (�)entre �i e �i+1 (Figura 5.1). Denotamos por b(�; �) o n�umero de pontos-de-quebra de� com rela�c~ao a �.Pontos-de-quebra dividem uma permuta�c~ao em faixas. Quando a permuta�c~ao alvo �ea identidade, �, faixas s~ao sempre seq�uências de inteiros consecutivos (Figura 5.1). Nocaso sem sinais, uma faixa pode ser crescente ou decrescente como uma seq�uência deinteiros, e ser�a chamada respectivamente de faixa crescente ou de faixa decrescente.No caso com sinais, todas as faixas s~ao crescentes, mas ser~ao separadas em faixaspositivas ou negativas, de acordo com o sinal dos seus elementos (todos os elementosnuma faixa têm o mesmo sinal).



5.2. Algoritmos de aproxima�c~ao 108No Cap��tulo 2 mostramos o grafo de pontos-de-quebra para permuta�c~oes com sinais,denotado por G(�; �). Este diagrama �e composto por um certo n�umero de ciclos onde,em cada ciclo, as arestas pretas e cinzas s~ao alternadas. O comprimento de um ciclo �eo n�umero de arestas pretas que comp~oem este ciclo, que �e o mesmo que o n�umero dearestas cinzas. Chamamos de k-ciclo um ciclo de comprimento k. Observamos que,no caso de permuta�c~oes com sinais, a decomposi�c~ao de G(�; �) em ciclos �e �unica, edenotamos por c(�; �) o n�umero de ciclos em G(�; �).Como descrito no Cap��tulo 2, ciclos em G(�; �) s~ao denotados entre colchetes, pelosr�otulos associados �as arestas pretas, onde o primeiro r�otulo �e o de maior valor. Al�emdisso, associaremos a cada r�otulo i pertencente a um ciclo c uma orienta�c~ao  �i ou�!i , de�nida em rela�c~ao �a orienta�c~ao do maior r�otulo r de c, que ser�a convencionadacomo sendo  �r .5.2 Algoritmos de aproxima�c~aoApresentamos agora algoritmos de aproxima�c~ao para computar a distância de revers~aoe transposi�c~ao entre duas permuta�c~oes. Mostramos um 3-algoritmo de aproxima�c~aopara o caso sem sinais e um 2-algoritmo de aproxima�c~ao para o caso com sinais.Iniciaremos com o caso sem sinais. Notamos que a �unica permuta�c~ao que n~ao cont�empontos-de-quebra com rela�c~ao a � �e exatamente �, e ent~ao a seq�uência de revers~oese transposi�c~oes transformando � em � deve reduzir o n�umero de pontos-de-quebrade b(�; �) para 0. Observamos ainda que as revers~oes podem reduzir no m�aximodois pontos-de-quebra, e que as transposi�c~oes podem reduzir no m�aximo três pontos-de-quebra. Esta observa�c~ao implica imediatamente num limite inferior, conformemostrado no pr�oximo teorema.Teorema 5.2.1 Dadas duas permuta�c~oes sem sinais � e � temosb(�; �)3 � drt(�; �):Teorema 5.2.2 Dadas duas permuta�c~oes sem sinais distintas � e �, existe umaopera�c~ao reduzindo pelo menos um ponto-de-quebra.Prova: A id�eia intuitiva �e aumentar a primeira faixa em cada opera�c~ao.A primeira faixa �a esquerda �e sempre crescente. Tomando o elemento m�aximo nestaprimeira faixa, basta encontrar o seu sucessor, que est�a necessariamente �a sua direita.



5.2. Algoritmos de aproxima�c~ao 109Algoritmo DistRT1entrada: permuta�c~oes distintas sem sinais � e �saida: u; e1; e2; : : : ; eu; onde ei = r ou tu 0�0 �enquanto existirem pontos-de-quebra em �u com rela�c~ao a � fa�caNa faixa mais a esquerda de �u com rela�c~ao a �,tome o maior elemento, siencontre sj  si + 1 a direita de sise sj estiver mais a direita na faixa ea faixa tiver mais do que um elemento ent~aou u+ 1eu  revers~ao de si+1 a sjincluindo ambas as extremidades�u  eu � �u�1sen~ao == sj: primeiro elemento na faixau u+ 1eu  transposi�c~ao movendo a faixa contendo sjcolocando-a a direita de si�u  eu � �u�1retorne u; e1; e2; : : : ; euFigura 5.2: Um 3-algoritmo de aproxima�c~ao para computar drt(�; �), para per-muta�c~oes sem sinais.Se o sucessor estiver no in��cio da faixa, ou for o �unico elemento da faixa, aplicamosuma transposi�c~ao. Se estiver no �nal, aplicamos uma revers~ao. 2A aplica�c~ao repetida do Teorema 5.2.2 fornece um 3-algoritmo de aproxima�c~aopara computar a distância de revers~ao e transposi�c~ao de permuta�c~oes sem sinais(Figura 5.2).Sua complexidade de tempo �e O(n2), onde n �e o tamanho da permuta�c~ao. O algoritmoleva tempo O(n) para encontrar a opera�c~ao e aplic�a-la.Agora tomemos o caso com sinais. Note que o grafo de pontos-de-quebra G(�; �)�e o �unico tendo n + 1 ciclos. Ent~ao, a seq�uência de revers~oes e transposi�c~oes trans-formando � em � deve aumentar o n�umero de ciclos de c(�; �) para n + 1. Paraduas permuta�c~oes � e �, e uma opera�c~ao e tal que � = e � �, denotemos por�c(�; �) = c(�; �) � c(�; �) a varia�c~ao no n�umero de ciclos devido a uma opera�c~aoe.



5.2. Algoritmos de aproxima�c~ao 110Teorema 5.2.3 Dada uma permuta�c~ao � e uma opera�c~ao e,�c(�; e � �) 2 f�2;�1; 0; 1; 2gProva: Notemos inicialmente que e pode ser uma revers~ao ou uma transposi�c~ao.Cada revers~ao age em duas arestas pretas pertencendo a no m�aximo dois ciclos,criando ou destruindo no m�aximo um ciclo. Hannenhalli e Pevzner [19] mostraramque, para uma revers~ao, �c(�; e � �) 2 f�1; 0; 1g.Cada transposi�c~ao age em três arestas pretas pertencendo a no m�aximo três ciclos.Bafna e Pevzner [4] mostraram que para o caso sem sinais �c(�; e � �) 2 f�2; 0; 2g.Quando consideramos os sinais, este torna-se um caso particular, e corresponde aum grafo de pontos-de-quebra gerado por uma permuta�c~ao composta apenas porfaixas positivas. Ent~ao, no caso com sinais, temos tamb�em �c(�; e � �) = �1 ou +1(Figura 5.3). 2O seguinte teorema segue imediatamente do Teorema 5.2.3.Teorema 5.2.4 Dadas duas permuta�c~oes com sinais � e � ent~ao temos(n+ 1) � c(�; �)2 � drt(�; �)Para x 2 f�2;�1; 0; 1; 2g, de�nimos um x-movimento de � com rela�c~ao a e �� comouma opera�c~ao e tal que �c(�; e � �) = x.Como a�rmamos acima, no caso de duas permuta�c~oes com sinais � e �, onde � cont�emapenas faixas positivas com rela�c~ao a �, o grafo de pontos-de-quebra G(�; �) gerado�e exatamente o grafo de ciclos de Bafna e Pevzner [4], descrito no Cap��tulo 2. Por-tanto, utilizaremos os resultados de Bafna e Pevzner [4] baseados no grafo de ciclos,e tamb�em descritos no Cap��tulo 2, para mostrar uma forma de obter um aumento non�umero de ciclos de pelo menos 2 em dois movimentos consecutivos, aplicando umarevers~ao ou uma transposi�c~ao numa permuta�c~ao com sinais.Teorema 5.2.5 Dadas duas permuta�c~oes com sinais � e �, existe um 1-movimento,ou um 2-movimento ou um 0-movimento seguido por um 2-movimento.Prova: Temos dois casos.� existem faixas negativas em � com rela�c~ao a �: notamos que a faixa mais �aesquerda �e uma faixa positiva, e que as faixas negativas de � com rela�c~ao a �geram quatro formas gerais de ciclos em G(�; �) (Figura 5.4).
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Figura 5.3: Todos os casos poss��veis de uma transposi�c~ao agindo numa permuta�c~aocom sinais, onde apenas os ciclos afetados s~ao mostrados. Em cada caso, uma trans-posi�c~ao transforma as arestas pretas (b; a); (d; c) e (f; e) nas arestas (d; a); (b; e) e(f; c).As linhas pontilhadas denotam um caminho que pode ser formado por uma ou maisarestas cinzas/pretas. Como a inversa de uma transposi�c~ao �e uma transposi�c~ao, todasas transforma�c~oes s~ao invers��veis. Note que existe apenas um padr~ao correspondendoa um 2-movimento (�2-movimento), e apenas três padr~oes correspondendo a um1-movimento (�1-movimento).
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5.2. Algoritmos de aproxima�c~ao 113No caso (a) desta �gura aplicamos uma revers~ao da aresta preta (si+1;+si) at�ea aresta preta (sj+1;�sj), ambas pertencendo ao mesmo ciclo c, para obterum outro grafo de pontos-de-quebra com dois ciclos diferentes, c0, um 1-ciclocomposto pela aresta preta (�sj;+si), e c00, um k-ciclo k � 1 contendo a arestapreta (sj+1; si+1). Esta revers~ao n~ao altera os comprimentos e r�otulos dos outrosciclos e portanto temos um 1-movimento. Os outros casos s~ao inteiramentean�alogos.Portanto, aplicamos uma revers~ao que aumentou de 1 o n�umero de 1-ciclos, isto�e, obtivemos um 1-movimento.� existem apenas faixas positivas em � com rela�c~ao a �: temos um grafo de pontos-de-quebra no qual n~ao podemos aplicar revers~oes aumentando o n�umero de1-ciclos. De acordo com resultados de Hannenhalli e Pevzner [19] este �e umgrafo formado unicamente por obst�aculos. Mas, como dissemos anteriormente,neste caso podemos visualizar esta permuta�c~ao como sendo uma permuta�c~aosem sinais, e o grafo de pontos-de-quebra gerado �e exatamente o grafo de ciclosdescrito no trabalho de Bafna e Pevzner [4]. Aplicamos ent~ao o Teorema 2.2.7de Bafna e Pevzner [4], que garante a existência de um 2-movimento, ou de um0-movimento seguido por um 2-movimento. 2Do Teorema 5.2.5 podemos deduzir um limite superior para distância de revers~ao etransposi�c~ao.Teorema 5.2.6 Dadas duas permuta�c~oes com sinais � e � temosdrt(�; �) � (n+ 1) � c(�; �)Dada uma permuta�c~ao � a ser transformada em �, a id�eia intuitiva do algoritmo �e,enquanto existirem faixas negativas com rela�c~ao a � aplicamos revers~oes, conformedescrito no Teorema 5.2.5. Se n~ao pudermos aplicar revers~oes deste tipo, e estaseq�uência de revers~oes n~ao tiver transformado � em �, ent~ao o grafo de pontos-de-quebra foi gerado por uma permuta�c~ao contendo apenas faixas positivas com rela�c~aoa �. Neste caso, usamos o Teorema 2.2.7 de Bafna e Pevzner [4] para descobrir aseq�uência de transposi�c~oes a ser aplicada. Observamos que estas transposi�c~oes sem-pre geram grafos de pontos-de-quebra constru��dos a partir de permuta�c~oes contendosomente faixas positivas com rela�c~ao a �. A Figura 5.5 mostra um exemplo desteprocesso.
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+0 -1Figura 5.5: O processo de transformar � em � usando revers~oes e transposi�c~oes.



5.3. Um limite inferior para o diâmetro de revers~ao e transposi�c~ao 115Na Figura 5.6 mostramos um 2-algoritmo de aproxima�c~ao para este problema, de-nominado DistRT2. A corre�c~ao deste algoritmo �e garantida pelos Teoremas 2.2.7 e5.2.5.Descrevemos agora como encontrar uma revers~ao criando um 1-ciclo. Primeiro asso-ciamos a cada inteiro i da aresta preta (�i; �i�1), com 1 � i � n+1, um r�otulo I para�i�1 e F para �i. Depois, temos apenas que encontrar uma aresta cinza incidindoem duas arestas pretas ambas rotuladas por I ou ambas rotuladas por F . Isto levano m�aximo O(n). A constru�c~ao de G(�; �) e a computa�c~ao de c(�; �) cada uma levaO(n) (conforme Berman e Hannenhalli [5]). Portanto a complexidade do algoritmo �eO(n2), onde n �e o tamanho das permuta�c~oes.Isto estabelece um 2-algoritmo de aproxima�c~ao para computar a distância de revers~aoe transposi�c~ao de permuta�c~oes com sinais, com complexidade de tempo O(n2), onden �e o tamanho das permuta�c~oes.5.3 Um limite inferior para o diâmetro de re-vers~ao e transposi�c~aoDe forma gen�erica, uma solu�c~ao para o problema da distância �e encontrar caminhosm��nimos num grafo orientado G, no qual um v�ertice corresponde a uma permuta�c~ao�, e existe uma aresta (�; �) quando existe um evento (revers~ao ou transposi�c~ao) e,tal que � = e � �.O objetivo �e encontrar caminhos orientados m��nimos de � at�e �, onde o comprimentode um caminho �e exatamente o n�umero de arestas neste caminho. Mais ainda, pode-mos associar pesos �as arestas de um caminho de forma a nos auxiliar a investigar oproblema. Assim, a seguir de�niremos peso de uma aresta e peso de um caminho,neste grafo.De�ni�c~ao 5.3.1 Dadas as permuta�c~oes � e �, de comprimento n, e �n, e um eventoe (revers~ao ou transposi�c~ao) tais que (�; �) �e uma aresta de G, ent~ao em G de�nimospeso de uma aresta como sendop(�; �) = 2 + c(�; �n)� c(�; �n):Observamos que p(�; �) � 0 (Teorema 5.2.3). O peso de uma aresta p(�; �) podetamb�em ser escrito como 2 ��c(�; �), tomando e como o evento que transforma �em �. Como 2 �e o maior valor que �c(�; �) pode assumir, e sabendo que os maiores



5.3. Um limite inferior para o diâmetro de revers~ao e transposi�c~ao 116Algoritmo DistRT2entrada: permuta�c~oes distintas � e �saida: u; e1; e2; : : : ; eu; onde ei = r ou t== cria o grafo de pontos-de-quebra de � e �u 0�0 �cria G(�0; �)computa c(�0; �) == cria 1-ciclos enquanto houver possibilidadeenquanto c(�u; �) < n+ 1 e existe uma revers~ao raumentando o numero de 1-ciclos(conforme Teorema 5.2.5) fa�cau u+ 1eu  r�u  eu � �u�1cria G(�u; �)computa c(�u; �)== se � n~ao foi transformado em �, o grafo de pontos-de-quebra gerado== tem a mesma forma geral descrita na teoria de Bafna e Pevznerenquanto c(�u; �) < n+ 1 fa�cachame uma rotina que implementa a teoria de Bafna e Pevznerpara encontrar a transposi�c~ao t a ser aplicada(conforme Teorema 2.2.7)u u+ 1eu  t�u  eu � �u�1cria G(�u; �)computa c(�u; �)retorne u; e1; e2; : : : ; euFigura 5.6: Um 2-algoritmo de aproxima�c~ao para computar drt(�; �), para per-muta�c~oes com sinais.



5.3. Um limite inferior para o diâmetro de revers~ao e transposi�c~ao 117valores de �c(�; �) nos aproximam de in, ent~ao podemos pensar no peso como umamedida de \gasto" em cada evento aplicado.De�ni�c~ao 5.3.2 Dadas as permuta�c~oes de comprimento n, �0; �1; : : : ; �k, tais que(�i�1; �i), com 1 � i � k, �e uma aresta do grafo orientado G, ent~ao em G, tomandoo caminho c de � a �n, c = �0�1�2 : : : �k�1�k, de�nimos peso de um caminho comosendo p(c) = kXi=1 p(�i�1; �i):Observamos que p(c) � 0 para qualquer caminho. Podemos agora relacionar o compri-mento de um caminho com o peso do mesmo caminho, com importantes conseq�uênciaspara a distância. Denotamos jcj como o comprimento de um caminho c.Lema 5.3.3 Seja um caminho c = �0�1�2 : : : �k�1�k. Ent~ao,p(c) = 2jcj+ c(�0; �n)� c(�k; �n)Prova: Seja p(c) = Pki=1 p(�i�1; �i). A prova ser�a por indu�c~ao em k.Quando k = 1, pela De�ni�c~ao 5.3.1 e por jcj = 1, temos,p(c) = p(�0; �1) = 2 + c(�0; �n)� c(�1; �n) = 2jcj+ c(�0; �n)� c(�1; �n)Assumindo que o resultado seja verdadeiro para todos os valores < k,p(c) = kXi=1 p(�i�1; �i) = p(�k�1; �k) + k�1Xi=1 p(�i�1; �i) =p(�k�1; �k) + f2(k � 1) + c(�0; �n)� c(�k�1; �n)g =2 + c(�k�1; �n)� c(�k; �n) + 2(k � 1) + c(�0; �n) � c(�k�1; �n) =2k � c(�k; �n) + c(�0; �n) = 2jcj � c(�k; �n) + c(�0; �n) 2Um importante corol�ario segue.Corol�ario 5.3.4 Para qualquer permuta�c~ao �, de comprimento n, e �n, e qualquercaminho m��nimo c de � a �n temosdrt(�; �n) = p(c)� c(�; �n) + (n+ 1)2



5.3. Um limite inferior para o diâmetro de revers~ao e transposi�c~ao 118A prova �e imediata do teorema anterior, tomando �0 = � e �k = �n.Tomando Sn como o conjunto de todas as permuta�c~oes com sinais de tamanho n,de�nimos Drt(n) = max�2Sn drt(�; �n)como sendo o diâmetro de revers~ao e transposi�c~ao deste conjunto.Nesta se�c~ao mostramos um limite inferior para computar Drt(n), baseado nasdistâncias de revers~oes e transposi�c~oes de permuta�c~oes espec���cas com rela�c~ao a iden-tidade, para cada inteiro n.Estas permuta�c~oes s~ao �n = ( �1 �2 : : : �(n� 1) �n)e �n = ( +1 +2 : : : +(n� 1) +n)Calcularemos a distância de revers~ao e transposi�c~ao entre elas, para cada n, o quefornecer�a um limite inferior para o diâmetro Drt(n).Come�caremos mostrando um limite superior para drt(�n; �n), para todo n � 3.Teorema 5.3.5 Tomando �n = ( �1 �2 : : : �(n� 1) �n ) e �n = ( +1 +2: : : +(n� 1) +n ), para todo n � 3, ent~ao temosdrt(�n; �n) � �n2 �+ 2Prova:Inicialmente, aplicamos uma revers~ao r(1; n) em �n, obtendo � = r(1; n) ��n = ( +n+(n� 1) : : : +2 +1 ), uma permuta�c~ao com sinais positivos apenas.Em seguida, usamos o Teorema 4.2.11, provado no Cap��tulo 4, obtido de forma in-dependente por Christie [10], que determina a distância de transposi�c~ao dt(�; �n) =bn2 c+ 1, para n > 2.O n�umero total de opera�c~oes �e ent~ao bn2c+2, que �e um limite superior para drt(�n; �n),com n � 3. 2Nossa estrat�egia para mostrar que este limite superior �e tamb�em um limite inferior �eprovar que todo caminho c de �n at�e �n satisfaz p(c) � 3. Ent~ao, pelo Corol�ario 5.3.4
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0 +1 -1 +2 -2 +3 -3 . . . -(n-1)+(n-1) +n -n (n+1)

. . .

. . .

(a)

(b)

(c)

0 +1 -1 +2 -2 +3 -3 +4 -4 +5 -5 6

0 +1 -1 +2 -2 +3 -3 +4 -4 +5 -5 +6 -6 7Figura 5.7: Os grafos de pontos-de-quebra gerados por �n = ( �1 �2 : : : �(n� 1)�n ) com rela�c~ao a �n = ( +1 +2 : : : +(n� 1) +n ) para todo n. (a) Ografo de pontos-de-quebra geral. (b) Um caso particular para n = 5. (c) Um casoparticular para n = 6.e pelo Teorema 5.3.5, teremos o resultado desejado, conforme enunciado no Teo-rema 5.3.25.A forma gen�erica do grafo de pontos-de-quebra gerado por estas duas permuta�c~oes �edada na Figura 5.7. O lema abaixo mostra que este grafo cont�em um �unico ciclo.Lema 5.3.6Sejam �n = ( �1 �2 : : : �(n� 1) �n) e �n = ( +1 +2 : : : +(n� 1) +n). Ent~ao,em G(�n; �n), c(�n; �n) = 1 para todo n.Precisamos de resultados auxiliares para provar o teorema que estabelece o limiteinferior. Um deles �e uma condi�c~ao su�ciente para que um grafo de pontos-de-quebran~ao admita 2-movimentos. Podemos observar que o formato dos ciclos em G(�n; �n)�e (Lema 5.3.6): c = [ ���n+ 1; ���n� 1; : : : ; �2 ;�!1 ;�!3 ; : : : ;�!n ]quando n �e ��mpar, e c = [ ���n+ 1; ���n� 1; : : : ; �3 ; �1 ;�!2 ; : : : ;�!n ]
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a b c d e f a d e b c f

i j kFigura 5.8: A forma gen�erica de um ciclo no qual podemos aplicar uma transposi�c~aocriando dois ciclos.quando n �e par. Observe que a n~ao ser pela paridade de n estas duas seq�uênciass~ao formadas por duas subseq�uências, s1 = ���n + 1; ���n� 1; : : : ; �2 e s2 = �!1 ;�!3 ; : : : ;�!n ,tais que s1 �e decrescente e s2 �e crescente. Chamaremos de bimon�otonos os ciclosformados por duas subseq�uências, a primeira decrescente e formada por r�otulos comorienta�c~ao  � e a segunda crescente e formada por r�otulos com orienta�c~ao �!. Estesciclos n~ao admitem 2-movimentos como mostram os resultados seguintes.No lema a seguir, mostramos a forma gen�erica de um grafo de pontos-de-quebra queadmite uma transposi�c~ao 2-movimento (Figura 5.8). Este lema decorre imediatamentedo Teorema 5.2.3.Lema 5.3.7 Dadas duas permuta�c~oes com sinais � e �, e G(�; �), pode-se obterum 2-movimento se e somente se existirem arestas pretas i = (b; a), j = (d; c) e k =(f; e), nesta ordem, pertencentes a um �unico ciclo tais que a aplica�c~ao da transposi�c~aot(i; j; k) resulta em três novos ciclos, um contendo a aresta preta (a; d), outro contendo(b; e), e o terceiro contendo (c; f).Podemos caracterizar mais precisamente os 2-movimentos gerados por uma trans-posi�c~ao, por meio da ordem dos r�otulos em um ciclo, juntamente com a orienta�c~aode cada r�otulo.Lema 5.3.8 Dadas duas permuta�c~oes com sinais, � de comprimento n, e �n, ent~aoG(�; �n) admite 2-movimento se e somente se existem três r�otulos de arestas pretasi, j e k tais que i < j < k, os três pertencem a um mesmo ciclo e a ordem em queeles aparecem no ciclo �e k; i; j (ou i; j; k ou j; k; i), com a orienta�c~ao  �, ou k; j; i(ou j; i; k ou i; k; j), com a orienta�c~ao �!.Prova: O Lema 5.3.7 mostra que existe uma �unica forma geral de ciclo no qualse pode obter um 2-movimento. Nesta forma (Figura 5.8), podemos veri�car que,tomando os três r�otulos de arestas pretas (pertencentes ao mesmo ciclo) i, j e k taisque i < j < k, e associando ao r�otulo k a orienta�c~ao  �k , for�camos as orienta�c~oes de ie j como sendo respectivamente �i e �j , implicando em que os três r�otulos apare�cam
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(a) ( +2 +1 -3 -4 -5 -6 )π = 

π = (b) ( -3 -4 -5 -1 -2 -6 )

0 -2 +2 -1 +1 +3 -3 +4 -4 +5 -5 +6 -6 7

1 2 3 4 5 6 7

0 +6 -6 7

2 3 4 6 7

+3 -3 +4 -4 +5 -5 +1 -1 +2 -2
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c = [  7,  5,  3,   1,   2,   4,   6 ]

c = [  7,  3,  1,   5,   2,   4,   6 ]

5Figura 5.9: Exemplos de transposi�c~oes aplicadas numa permuta�c~ao � com rela�c~ao a �n.Observe que para uma transposi�c~ao ser 2-movimento, as orienta�c~oes dos r�otulos devemser exatamente aquelas descritas no Lema 5.3.8. (a) As transposi�c~oes 2-movimentoss~ao t(1; 2; 3) � �, t(1; 2; 5) � � e t(1; 2; 7) � �. (b) A transposi�c~ao t(2; 4; 5) � � n~ao �e2-movimento.no ciclo na ordem k; i; j (ou i; j; k ou j; k; i), e todos com a mesma orienta�c~ao de k.Analogamente, se associarmos a k a orienta�c~ao �!k , as orienta�c~oes de i e j �cam sendo�!i e �!j , implicando na ordem k; j; i (ou j; i; k ou i; k; j), e i, j e k com a mesmaorienta�c~ao de k.A prova no outro sentido �e imediata. Aplicamos t(i; j; k) em �, com i; j e k seguindoas condi�c~oes do lema, e obtemos o resultado desejado.A Figura 5.9 mostra exemplos. 2Teorema 5.3.9 Seja � uma permuta�c~ao para a qual todos os ciclos no grafo de ciclosG(�; �) s~ao bimon�otonos. Ent~ao, p(�; e � �) � 1 para qualquer evento e.Prova: Claramente, p(�; e��) = 0 �e equivalente a dizer que e �e um 2-movimento. Um2-movimento deve ser uma transposi�c~ao, e agindo em três arestas pretas do mesmociclo.Entretanto, pela bimonotonicidade dos ciclos de �, n~ao podemos escolher três r�otulosseguindo as condi�c~oes do Lema 5.3.8, considerando apenas uma das subseq�uências.



5.3. Um limite inferior para o diâmetro de revers~ao e transposi�c~ao 122Uma outra forma de tomar os r�otulos seria escolhê-los de ambas as subseq�uências.Mas ent~ao os r�otulos n~ao teriam a mesma orienta�c~ao, e portanto tamb�em neste cason~ao ter��amos as condi�c~oes do Lema 5.3.8. 2Neste ponto, provamos certos lemas que ser~ao utilizados na prova do Teorema 5.3.24.Os Lemas 5.3.14 e 5.3.15 mostram que quando a primeira opera�c~ao aplicada em �n�e uma revers~ao r 1-movimento ent~ao n~ao teremos 2-movimentos no grafo de pontos-de-quebra gerado por r � �n e �n.Vamos mostrar agora quais s~ao as revers~oes 1-movimentos e 0-movimentos que podemser aplicadas em G(�n; �n).Lema 5.3.10 Dadas as permuta�c~oes �n = ( �1 �2 : : : �(n� 1) �n ) e �n = (+1 +2 : : : +(n� 1) +n ), com n ��mpar, n � 3, e G(�n; �n), a revers~ao r(i; j),com 1 � i � j � n e (j � i) par, constitui-se num 1-movimento.Prova: Inicialmente, G(�n; �n), com n ��mpar, �e composto por um �unico ciclo detamanho n+ 1 (Figura 5.7).Queremos provar que a aplica�c~ao de r(i; j), com 1 � i � j � n e (j�i) par constitui-senum 1-movimento. Assim,�n = ( �1 �2 : : : �(i� 1) �i �(i+ 1) : : : �(j � 1) �j �(j + 1) : : : �(n� 1) �n)r(i; j) � �n =( �1 �2 : : : �(i� 1) +j +(j � 1) : : : �(i+ 1) +i �(j + 1) : : : �(n� 1) �n)com 1 � i � j � n e (j � i) par.Nestas condi�c~oes, devemos ter i e j com a mesma paridade.No caso de i e j ��mpares, temos o grafo de pontos-de-quebra mostrado na Figura 5.10,formado por dois ciclos, c1 e c2. Considerando os r�otulos associados �as arestas pretasdo grafo de pontos-de-quebra, esta opera�c~ao corresponde a reverter as arestas pretasentre i e j + 1, incluindo ambas. O c1-ciclo tem i + j�i2 arestas, e o c2-ciclo temn�j+1+ j�i2 arestas, sendo c1 e c2 ambos pares ou ambos ��mpares. Nestas condi�c~oes,o ciclo c1 �ec1 = [ �j ; ��j � 2; : : : ; ��i+ 2; �i ; ��i� 2; : : : ; �3 ; �1 ;�!2 ;�!4 ; : : : ;��!i� 1]e o ciclo c2 �ec2 = [ ���n+ 1; ���n� 1; : : : ; ��j + 1; ��j � 1; ��j � 3; : : : ; ��i+ 1;��!j + 2;��!j + 4; : : : ;�!n ]
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2 i-1 i i+1 i+2 j-1 j j+1 j+2 n n+1
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+j +(j-1) +i -(j+1)

1 3Figura 5.10: O grafo de pontos-de-quebra gerado pela aplica�c~ao de uma revers~aor(i; j) com 1 � i � j � n e j � i par, em �n, n � 3, ��mpar. Com estas condi�c~oes, i ej devem ter a mesma paridade. O grafo gen�erico para o caso de i e j ��mpares.
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1 2 3 4 5 6Figura 5.11: Exemplos de grafos de pontos-de-quebra gerados pela aplica�c~ao de umarevers~ao r(i; j), com 1 � i � j � n, j � i par e i; j ��mpares, em �n, n � 3, ��mpar. Asrevers~oes est~ao descritas na �gura.
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...Figura 5.12: O grafo de pontos-de-quebra gerado pela aplica�c~ao de uma revers~aor(i; j) com 1 � i � j � n e j � i ��mpar, em �n, n � 3, ��mpar. Com estas condi�c~oes, ie j devem ter paridades opostas. O grafo gen�erico para o caso de i ��mpar e j par.Portanto, esta revers~ao �e um 1-movimento. A Figura 5.11 mostra alguns exemplos.O caso de i e j pares �e inteiramente an�alogo. 2Lema 5.3.11 Dadas as permuta�c~oes �n = ( �1 �2 : : : �(n� 1) �n ) e �n = (+1 +2 : : : +(n� 1) +n ), com n ��mpar, n � 3, e G(�n; �n), a revers~ao r(i; j)com 1 � i � j � n e (j � i) ��mpar constitui-se num 0-movimento.Prova: Novamente, G(�n; �n), com n ��mpar, �e composto por um �unico ciclo detamanho n+ 1 (Figura 5.7).Queremos provar que a aplica�c~ao de r(i; j) com 1 � i � j � n e (j � i) ��mparconstitui-se num 0-movimento. De novo,r(i; j) � �n =( �1 �2 : : : �(i� 1) +j +(j � 1) : : : �(i+ 1) +i �(j + 1) : : : �(n� 1) �n)com 1 � i � j � n e (j � i) ��mparNeste caso, temos i; j com paridades opostas.No caso de i ��mpar e j par, temos o grafo de pontos-de-quebra mostrado naFigura 5.12, formado por um �unico ciclo de tamanho n+ 1. Temos o (n+ 1)-ciclo:c = [ ���n+ 1; ���n� 1; : : : ; ��j + 2;��!i+ 1;��!i+ 3; : : : ;�!j ; ��i� 1; ��i� 3; : : : ; �2�!1 ;�!3 ; : : : ;�!i ;��!i+ 2; : : : ;��!j � 1;��!j + 1;��!j + 3; : : : ;�!n ]:Portanto, esta revers~ao �e um 0-movimento. A Figura 5.13 mostra alguns exemplos.O caso de i par e j ��mpar �e inteiramente an�alogo. 2
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3 5 621 4Figura 5.13: Exemplos de grafos de pontos-de-quebra gerados pela aplica�c~ao de umarevers~ao r(i; j) com 1 � i � j � n, j� i ��mpar, i ��mpar e j par, em �n, n � 3, ��mpar.As revers~oes est~ao descritas na �gura.Lema 5.3.12 Dadas as permuta�c~oes �n = ( �1 �2 : : : �(n� 1) �n) e �n = ( +1+2 : : : +(n� 1) +n ), com n par, n � 4, e G(�n; �n), a revers~ao r(i; j) com1 � i � j � n e (j � i) par constitui-se num 1-movimento.Prova: O grafo de pontos-de-quebra G(�n; �n), com n par, �e composto por um �unicociclo de tamanho n + 1 (Figura 5.7).Queremos provar que a aplica�c~ao de r(i; j) com 1 � i � j � n e (i�j) par constitui-senum 1-movimento. Assim, r(i; j) � �n =( �1 �2 : : : �(i� 1) +j +(j � 1) : : : �(i+ 1) +i �(j + 1) : : : �(n� 1) �n)com 1 � i � j � n e (j � i) = 0 ou (j � i) par.Nestas condi�c~oes, temos i e j com a mesma paridade.No caso de i; j ��mpares, temos o grafo de pontos-de-quebra mostrado na Figura 5.14,formado por dois ciclos, c1 e c2. Considerando os r�otulos associados �as arestas pretasdo grafo de pontos-de-quebra, esta opera�c~ao corresponde a reverter as arestas pretasentre i e j + 1, incluindo ambas. O c1-ciclo tem i + j�i2 arestas, e o c2-ciclo temn� j + 1 + j�i2 arestas, sendo c1 e c2 de paridades opostas. Neste caso, o ciclo c1 �ec1 = [ �j ; ��j � 2; : : : ; ��i+ 2; �i ; ��i� 2; : : : ; �3 ; �1 ;�!2 ;�!4 ; : : : ;��!i� 1]
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i-1 j j+1Figura 5.14: O grafo de pontos-de-quebra gerado pela aplica�c~ao de uma revers~aor(i; j) com 1 � i � j � n e (j � i) par, em �n, n � 4, par. Com estas condi�c~oes, i ej devem ter a mesma paridade. O grafo gen�erico para o caso de i e j ��mpares.
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c   = [ 7, 2, 4, 6 ]1 2 3 4 5 6 7Figura 5.15: Exemplos de grafos de pontos-de-quebra gerados pela aplica�c~ao de umarevers~ao r(i; j) com 1 � i � j � n e (j � i) par, i e j ��mpares, em �n, n � 4, par. Asrevers~oes est~ao descritas na �gura.e o ciclo c2 �ec2 = [ ���n+ 1; ���n� 1; : : : ; ��j + 2;��!i+ 1;��!i+ 3; : : : ;��!j � 1;��!j + 1;��!j + 3; : : : ;�!n ]Portanto, esta revers~ao �e um 1-movimento. A Figura 5.15 mostra alguns exemplos.O caso de i; j pares �e inteiramente an�alogo. 2Lema 5.3.13 Dadas as permuta�c~oes �n = ( �1 �2 : : : �(n� 1) �n ) e �n = (+1 +2 : : : +(n� 1) +n ), com n par, n � 4, e G(�n; �n), a revers~ao r(i; j) com1 � i � j � n e (j � i) ��mpar constitui-se num 0-movimento.
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... j-1Figura 5.16: O grafo de pontos-de-quebra gerado pela aplica�c~ao de uma revers~aor(i; j) com 1 � i � j � n e j � i ��mpar, em �n, n � 4, par. Com estas condi�c~oes, i ej devem ter paridades opostas. O grafo gen�erico para o caso de i ��mpar e j par.Prova: O grafo de pontos-de-quebra G(�n; �n), com n par, �e composto por um �unicociclo de tamanho n + 1 (Figura 5.7).Queremos provar que a aplica�c~ao de r(i; j) com 1 � i � j � n e (j � i) ��mparconstitui-se num 0-movimento. De novo,r(i; j) � �n =( �1 �2 : : : �(i� 1) +j +(j � 1) : : : �(i+ 1) +i �(j + 1) : : : �(n� 1) �n)com 1 � i � j � n e (j � i) ��mparNeste caso, temos i; j com paridades opostas. No caso de i ��mpar e j par, temos ografo de pontos-de-quebra mostrado na Figura 5.16, formado por um �unico ciclo detamanho n+ 1. Neste caso, temos o (n+ 1)-ciclo:c = [ ���n+ 1; ���n� 1; : : : ; ��j + 1; ��j � 1; : : : ; �i ; ��i� 2; : : : ; �3 ; �1 ;�!2 ;�!4 ; : : : ;��!i� 1; �j ; ��j � 2; : : : ; ��i+ 1;��!j + 2;��!j + 4; : : : ;�!n ]Portanto, esta revers~ao �e um 0-movimento. A Figura 5.17 mostra alguns exemplos.O caso de i par e j ��mpar �e inteiramente an�alogo. 2Os lemas seguintes mostram que em G(�n; �n) a aplica�c~ao de qualquer revers~ao 1-movimento gera grafos que n~ao admitem 2-movimentos.Lema 5.3.14 Dadas as permuta�c~oes �n e �n, com n ��mpar, n � 3, e a revers~ao r(i; j)com 1 � i � j � n e (j � i) par, r(i; j) � �n produz um grafo de pontos-de-quebra quen~ao cont�em 2-movimentos.Prova:
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Figura 5.17: Exemplos de grafos de pontos-de-quebra gerados pela aplica�c~ao de umarevers~ao r(i; j) com 1 � i � j � n e j � i ��mpar, i ��mpar e j par, em �n, n � 4, par.As revers~oes est~ao descritas na �gura.Do Lema 5.3.10, quando aplicamos r(i; j) nas condi�c~oes da hip�otese em �n, n ��mpar,n � 3, e para i e j ��mpares, temos os seguintes ciclos em G(r(i; j) � �n; �n):c1 = [ �j ; ��j � 2; : : : ; ��i+ 2; �i ; ��i� 2; : : : ; �3 ; �1 ;�!2 ;�!4 ; : : : ;��!i� 1]e c2 = [ ���n+ 1; ���n� 1; : : : ; ��j + 1; ��j � 1; ��j � 3; : : : ; ��i+ 1;��!j + 2;��!j + 4; : : : ;�!n ]Podemos observar que c1 e c2 s~ao bimon�otonos e portanto, pelo Teorema 5.3.9, n~aoexistem 2-movimentos poss��veis.O caso de i e j pares �e an�alogo.Assim, n~ao temos 2-movimentos poss��veis no grafo de pontos-de-quebra gerado poruma revers~ao, nas condi�c~oes deste lema, aplicada em �n, n ��mpar, n � 3. 2A prova para o caso em que n �e par �e inteiramente an�aloga, bastando utilizar oLema 5.3.12.Lema 5.3.15 Dadas as permuta�c~oes �n e �n, com n par, n � 4, e a revers~ao r(i; j)com 1 � i � j � n e (j � i) par, r(i; j) � �n produz um grafo de pontos-de-quebra quen~ao cont�em 2-movimentos.



5.3. Um limite inferior para o diâmetro de revers~ao e transposi�c~ao 129Os Lemas 5.3.20 e 5.3.21 mostram que quando a primeira opera�c~ao aplicada a �n �euma transposi�c~ao t 1-movimento ent~ao n~ao temos 2-movimentos poss��veis no grafode pontos-de-quebra gerado por t � �n e �n.Vamos mostrar agora quais s~ao as transposi�c~oes 1-movimentos e 0-movimentos quepodem ser aplicadas em G(�n; �n).Lema 5.3.16 Dadas as permuta�c~oes �n = ( �1 �2 : : : �(n� 1) �n ) e �n = (+1 +2 : : : +(n� 1) +n ), com n ��mpar, n � 3, e G(�n; �n), a transposi�c~aot(i; j; k), com 1 � i < j < k � n + 1, e (j � i) e (k � j) ambos ��mpares, constitui-senum 1-movimento.Prova: De novo, G(�n; �n), com n��mpar, �e composto por um �unico ciclo de tamanhon+ 1 (Figura 5.7).Queremos provar que a aplica�c~ao de t(i; j; k) com 1 � i < j < k � n + 1 e (j � i) e(k � j) ambos ��mpares constitui-se num 1-movimento. Assim, temos�n =( �1 �2 : : : �(i� 1) �i �(i+ 1) : : : �(j � 1)�j �(j + 1) : : : �(k � 1) �k �(k + 1) : : : �n)e ent~ao t(i; j; k) � �n =( �1 �2 : : : �(i� 1) �j �(j + 1) : : : �(k � 1)�i �(i+ 1) : : : �(j � 1) �k �(k + 1) : : : �n)com 1 � i < j < k � n+ 1 e (j � i) e (k � j) ambos ��mpares.Neste caso, i e k devem ter a mesma paridade e j deve ter a paridade oposta a i e k.No caso de i e k ambos ��mpares e j par, temos o grafo de pontos-de-quebra mostradona Figura 5.18, formado por dois ciclos. Neste caso, temos os ciclos:c1 = [ ���k � 1; ���k � 3; : : : ; �j ; ��j � 2; : : : ; ��i+ 1]e c2 = [ ���n+ 1; ���n� 1; : : : ; ���k + 1; ����������i+ (k � 1� j); ����������i+ (k � j � 3); : : : ; ��i+ 2; �i ; ��i� 2;: : : ; �3 ; �1 ;�!2 ;�!4 ; : : : ;��!i� 1;����������!i+ (k � j + 1);����������!i+ (k � j + 3); : : : ;�!k ;���!k + 2; : : : ;�!n ]
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...Figura 5.18: O grafo de pontos-de-quebra gerado pela aplica�c~ao de uma transposi�c~aot(i; j; k) com 1 � i < j < k � n + 1 e j � i e k � j ambos ��mpares, em �n, n � 3,��mpar. Com estas condi�c~oes, i e k devem ter a mesma paridade e j deve ter paridadeoposta a i e k. O grafo gen�erico para o caso de i e k ��mpares e j par.

t(3,4,7) π
7

0 +1 -1 +2 -2 +4 -4 +5 -5 +6 -6 +3 -3 +7 -7 8

c  = [6,4]

c  = [8,5,3,1,2,7]

1

2

π
7

0 +7 -7 8

1

2

π
7

0 +3 -3 +7 -7 8

1

2

t(1,4,5)

t(1,4,7)

+4 -4 +1 -1 +2 -2 +3 -3 +5 -5 +6 -6

+4 -4 +5 -5 +6 -6 +1 -1 +2 -2

c  = [4,2]

c  = [8,6,1,3,5,7]

c  = [6,4,2]

c  = [8,3,1,5,7]

1 2 3 4 5 6 7 8

1 2 3 4 5 6 7 8

1 2 3 4 5 6 7 8Figura 5.19: Exemplos de grafos de pontos-de-quebra gerados pela aplica�c~ao de umatransposi�c~ao t(i; j; k) com 1 � i < j < k � n+ 1 e j � i e k � j ambos ��mpares, em�n, n � 3, ��mpar. As transposi�c~oes est~ao descritas na �gura.



5.3. Um limite inferior para o diâmetro de revers~ao e transposi�c~ao 131Portanto, esta transposi�c~ao �e um 1-movimento. A Figura 5.19 mostra alguns exem-plos.O caso para i e k ambos pares e j ��mpar �e inteiramente an�alogo. 2Lema 5.3.17 Dadas as permuta�c~oes �n = ( �1 �2 : : : �(n� 1) �n ) e �n = (+1 +2 : : : +(n� 1) +n ), com n ��mpar, n � 3, e G(�n; �n), a transposi�c~aot(i; j; k), com 1 � i < j < k � n + 1, e (j � i) ou (k � j) par, constitui-se num0-movimento.Prova: O grafo de pontos-de-quebra G(�n; �n), com n ��mpar, �e composto por um�unico ciclo de tamanho n + 1 (Figura 5.7).Queremos provar que a aplica�c~ao de t(i; j; k) com 1 � i < j < k � n+ 1 e (j � i) ou(k � j) par constitui-se num 0-movimento. Novamente,t(i; j; k) � �n =( �1 �2 : : : �(i� 1) �j �(j + 1) : : : �(k � 1)�i �(i+ 1) : : : �(j � 1) �k �(k + 1) : : : �n)com 1 � i < j < k � n+ 1 e (j � i) ou (k � j) par.Neste caso, j deve ter paridade igual a pelo menos um dos outros dois.No caso de j ��mpar, i ��mpar e k par, temos o grafo de pontos-de-quebra mostrado naFigura 5.20, formado por um �unico ciclo. Neste caso, temos o ciclo:c = [ ���n+ 1; ���n� 1; : : : ; ���k + 2; �k ; ���k � 2; : : : ; ��i+ 1; ���k � 1; ���k � 3; : : : ; ����������i+ (k � j) + 1; ��i� 1; : : : ; �2 ;�!1 ;�!3 ; : : : ;�!i ;��!i+ 2; : : : ;����������!i+ (k � j � 1);���!k + 1;���!k + 3; : : : ;�!n ]Portanto, esta transposi�c~ao �e um 0-movimento. A Figura 5.21 mostra alguns exem-plos.Os outros casos s~ao inteiramente an�alogos. 2Lema 5.3.18 Dadas as permuta�c~oes �n = ( �1 �2 : : : �(n� 1) �n ) e �n = (+1 +2 : : : +(n � 1) +n ), com n par, n � 4, e G(�n; �n), a transposi�c~aot(i; j; k), com 1 � i < j < k � n + 1, e (j � i) e (k � j) ambos ��mpares, constitui-senum 1-movimento.
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...Figura 5.20: O grafo de pontos-de-quebra gerado pela aplica�c~ao de uma transposi�c~aot(i; j; k) com 1 � i < j < k � n + 1 e j � i ou k � j par, em �n, n � 3, ��mpar. Comestas condi�c~oes, j deve ter paridade igual a um dos outros dois. O grafo gen�erico parao caso de j ��mpar, i ��mpar e k par.
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Figura 5.21: Exemplos de grafos de pontos-de-quebra gerados pela aplica�c~ao de umatransposi�c~ao t(i; j; k) com 1 � i < j < k � n+ 1 e j � i ou k � j par, em �n, n � 3,��mpar. As transposi�c~oes est~ao descritas na �gura.
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.....Figura 5.22: O grafo de pontos-de-quebra gerado pela aplica�c~ao de uma transposi�c~aot(i; j; k) com 1 � i < j < k � n+ 1 e j � i e k� j ambos ��mpares, em �n, n � 4 par.Com estas condi�c~oes, i e k devem ter a mesma paridade e k deve ter paridade opostaa i e k. O grafo de pontos-de-quebra para o caso de i e k ��mpares e j par.Prova: De novo, temos G(�n; �n), com n ��mpar, composto por um �unico ciclo detamanho n+ 1 (Figura 5.7).Queremos provar que a aplica�c~ao de t(i; j; k) com 1 � i < j < k � n + 1 e (j � i) e(k � j) ambos ��mpares constitui-se num 1-movimento. Assim,t(i; j; k) � �n =( �1 �2 : : : �(i� 1) �j �(j + 1) : : : �(k � 1)�i �(i+ 1) : : : �(j � 1) �k �(k + 1) : : : �n)com 1 � i < j < k � n+ 1 e (j � i) e (k � j) ambos ��mpares.Neste caso, temos i e k com a mesma paridade e j com a paridade oposta a i e k.No caso de i e k ambos ��mpares e j par, temos o grafo de pontos-de-quebra mostradona Figura 5.22, formado por dois ciclos. Neste caso, temos os ciclos:c1 = [ ���k � 1; ���k � 3; : : : ;�!j ;��!j � 2; : : : ;��!i+ 1]e c2 = [ ���n+ 1; ���n� 1; : : : ; ���k + 2; �k ; ���k � 2; : : : ; ����������i+ (k � j + 1); ��i� 1; : : : ; �2 ;�!1 ;�!3 ; : : : ;�!i ;��!i+ 2; : : : ;����������!i+ (k � j � 1);���!k + 1;���!k + 3; : : : ;�!n ]Portanto, esta transposi�c~ao �e um 1-movimento. A Figura 5.23 mostra alguns exem-plos.O caso para i, k ambos pares e j ��mpar �e inteiramente an�alogo. 2
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c  = [9,7,2,1,3,5,8]Figura 5.23: Exemplos de grafos de pontos-de-quebra gerados pela aplica�c~ao de umatransposi�c~ao t(i; j; k) com 1 � i < j < k � n+ 1 e j � i e k � j ambos ��mpares, i e k��mpares e j par, em �n, n � 4, par. As transposi�c~oes est~ao descritas na �gura.
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......Figura 5.24: O grafo de pontos-de-quebra gerado pela aplica�c~ao de uma transposi�c~aot(i; j; k) com 1 � i < j < k � n+1 e j� i ou k� j par, em �n, n � 4, par. Com estascondi�c~oes, j deve ter paridade igual a um dos outros dois. O grafo gen�erico para ocaso de j ��mpar, i ��mpar e k par.Lema 5.3.19 Dadas as permuta�c~oes �n = ( �1 �2 : : : �(n� 1) �n ) e �n = (+1 +2 : : : +(n � 1) +n ), com n par, n � 4, e G(�n; �n), a transposi�c~aot(i; j; k), com 1 � i < j < k � n + 1, e (j � i) ou (k � j) par, constitui-se num0-movimento.Prova: De novo, temos G(�n; �n), com n par, composto por um �unico ciclo detamanho n+ 1 (Figura 5.7).Queremos provar que a aplica�c~ao de t(i; j; k) com 1 � i < j < k � n+ 1 e (j � i) ou(k � j) par constitui-se num 0-movimento. Assim,t(i; j; k) � �n =( �1 �2 : : : �(i� 1) �j �(j + 1) : : : �(k � 1)�i �(i+ 1) : : : �(j � 1) �k �(k + 1) : : : �n)com 1 � i < j < k � n+ 1 e (j � i) ou (k � j) par.Neste caso, j deve ter paridade igual a um dos outros dois.No caso de j ��mpar, i ��mpar e k par, temos o grafo de pontos-de-quebra mostrado naFigura 5.24, formado por um �unico ciclo. Neste caso, temos o ciclo:c = [ ���n+ 1; ���n� 1; : : : ; ���k + 1; ����������i+ (k � j � 1); ����������i+ (k � j � 3); : : : ; �i ; ��i� 2; : : : ; �3 ; �1 ;�!2 ;�!4 ; : : : ;��!i� 1;����������!i+ (k � j + 1);����������!i+ (k � j + 3); : : : ;���!k � 1;��!i+ 1;��!i+ 3; : : : ;�������!i+ (k � j);����������!i+ (k � j + 2); : : : ;�!k ;���!k + 2; : : : ;�!n ]Portanto, esta transposi�c~ao �e um 0-movimento. A Figura 5.25 mostra alguns exem-plos.Os outros casos s~ao inteiramente an�alogos.
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5.3. Um limite inferior para o diâmetro de revers~ao e transposi�c~ao 1372Os lemas seguintes mostram que em G(�n; �n) a aplica�c~ao de qualquer transposi�c~ao1-movimento gera grafos de pontos-de-quebra que n~ao admitem 2-movimentos.Lema 5.3.20 Dadas as permuta�c~oes �n e �n, com n ��mpar, n � 3, e a transposi�c~aot(i; j; k) com 1 � i < j < k � n + 1 e (j � i) e (k � j) ambos ��mpares, t(i; j; k) � �nproduz um grafo de pontos-de-quebra que n~ao cont�em 2-movimentos.Prova: Do Lema 5.3.16, sabemos que a aplica�c~ao de t(i; j; k) nas condi�c~oes dahip�otese em �n, n ��mpar, n � 3, constitui-se num 1-movimento, e os ciclos, para i; k��mpares e j par, s~ao: c1 = [ ���k � 1; ���k � 3; : : : ; �j ; ��j � 2; : : : ; ��i+ 1]e c2 = [ ���n+ 1; ���n� 1; : : : ; ���k + 1; ����������i+ (k � 1� j); ����������i+ (k � j � 3); : : : ; ��i+ 2; �i ; ��i� 2; : : : ; �3 ; �1 ;�!2 ;�!4 ; : : : ;��!i� 1;����������!i+ (k � j + 1);����������!i+ (k � j + 3); : : : ;�!k ;���!k + 2; : : : ;�!n ]Podemos observar que c1 �e uma seq�uência estritamente decrescente e c2 �e bimon�otono,e portanto, pelo Teorema 5.3.9, n~ao existem 2-movimentos poss��veis.O caso para i; k pares e j ��mpar �e an�alogo.Assim, n~ao temos 2-movimentos poss��veis no grafo de pontos-de-quebra gerado poruma transposi�c~ao, nas condi�c~oes deste lema, aplicada em �n, n ��mpar, n � 3. 2A prova para o caso em que n �e par �e inteiramente an�aloga, bastando utilizar oLema 5.3.18.Lema 5.3.21 Dadas as permuta�c~oes �n e �n, com n par, n � 4, e a transposi�c~aot(i; j; k) com 1 � i < j < k � n + 1 e (j � i) e (k � j) ambos ��mpares, t(i; j; k) � �nproduz um grafo de pontos-de-quebra que n~ao cont�em 2-movimentos.Os lemas seguintes tamb�em ser~ao utilizados na prova do Teorema 5.3.24.O pr�oximo lema mostra quais s~ao as �unicas opera�c~oes que geram uma permuta�c~aocontendo apenas faixas positivas, nos dois primeiros passos. A Figura 5.26 mostraexemplos.
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Figura 5.26: Os grafos de pontos-de-quebra gerados por revers~oes, nas condi�c~oes doLema 5.3.22.Lema 5.3.22 Dadas as permuta�c~oes �n e �n, n � 3, uma permuta�c~ao �2 contendoapenas faixas positivas �e gerada nos dois primeiros passos se e somente se uma dasquatro condi�c~oes ocorre:1. �2 = r(i+ 1; n) � r(1; i) � �n; 1 � i < n2. �2 = r(1; i) � r(i+ 1; n) � �n; 1 � i < n3. �2 = t(i; j; k) � r(1; n) � �n; 1 � i < j < k � n+ 14. �2 = r(1; n) � t(i; j; k) � �n; 1 � i < j < k � n+ 1.O lema abaixo baseia-se nos fatos de que, quando uma permuta�c~ao tem faixas negati-vas com rela�c~ao a uma outra permuta�c~ao, devemos necessariamente aplicar revers~oespara tornar estas faixas positivas, e de que uma revers~ao pode criar no m�aximo 1ciclo.Lema 5.3.23 Dadas as permuta�c~oes �, de comprimento n, e �n, tais que � cont�emalguma faixa negativa com rela�c~ao a �n, ent~ao qualquer caminho c de � a �n satisfazp(c) � 1.Vamos provar agora o principal teorema desta se�c~ao.



5.3. Um limite inferior para o diâmetro de revers~ao e transposi�c~ao 139Teorema 5.3.24 Seja c = �0�1�2 : : : �k�1�k qualquer caminho de �n = �0 at�e �n =�k. Ent~ao temos para n � 3:1. p(�0�1) � 12. se p(�0�1) = 1 ent~ao p(�1�2) � 13. se p(�0�1�2) = 2 ent~ao p(�2�3�4 : : : �k�1�k) � 1.Prova:A primeira a�rma�c~ao �e verdadeira porque o peso p(�0; �1) �e sempre maior ou igual azero, e �e zero apenas se o evento �e um 2-movimento. Entretanto, �0 = �n tem apenasum ciclo, e este ciclo �e bimon�otono. A a�rma�c~ao segue do Teorema 5.3.9.Para a segunda a�rma�c~ao, observamos que p(�0�1) = 1 exatamente quando aopera�c~ao e que age em �0 = �n �e 1-movimento. Ambos os eventos, revers~oes etransposi�c~oes, podem ser 1-movimentos. A a�rma�c~ao segue dos Lemas 5.3.14, 5.3.15,5.3.20 e 5.3.21.Vamos agora analisar a terceira a�rma�c~ao. Dividiremos a prova em dois casos. Exis-tem elementos negativos em �2 ou todos os elementos de �2 s~ao positivos.Se existem elementos negativos em �2, ent~ao do Lema 5.3.23 temos que qualquercaminho c = �2�3�4 : : : �k�1�k satisfaz p(c) � 1.Vamos veri�car o caso em que �2 tem todos os elementos positivos. Do Lema 5.3.22,temos que existem apenas quatro formas de obter uma permuta�c~ao com todos oselementos positivos, em dois passos. Neste lema, os primeiros dois casos s~ao os mesmospois r(1; i) e r(i + 1; n) comutam. De fato, podemos mostrar que todos os casospodem ser reduzidos ao Caso 3. Para isto basta observar que toda transposi�c~ao podeser escrita como o produto de três revers~oes:t(i; j; k) = r(i; k � 1) � r(i; j � 1) � r(j; k � 1)Isto pode ser facilmente veri�cado a partir das de�ni�c~oes. Se substituirmos i = 1 ek = n+ 1 nesta equa�c~ao, obtemos:t(1; j; n+ 1) = r(1; n) � r(1; j � 1) � r(j; n)mostrando que os casos 1 e 2 s~ao ainda casos particulares do Caso 4 (basta lembrarque r(1; n)2 = I). Por outro lado,r(1; n) � t(i; j; k) � r(1; n) = t(k0; j0; i0)



5.3. Um limite inferior para o diâmetro de revers~ao e transposi�c~ao 140onde i0 = n+ 2� i, j0 = n+ 2� j e k0 = n+ 2� k, o que mostra que o Caso 4 podeser reduzido ao Caso 3.Vamos portanto nos concentrar no Caso 3. Observe que neste caso �1 �e a permuta�c~ao(+n + (n � 1) : : : + 2 + 1). Uma conseq�uência do trabalho de Meidanis, Waltere Dias [30] e de Christie [10], que computa a distância de transposi�c~ao desta per-muta�c~ao �e tal que p(�1�2 : : : �n) � 2 para qualquer caminho constitu��do somente portransposi�c~oes. Ent~ao, se p(�2�3 : : : �n) = 0, isto iria signi�car um caminho usandoapenas transposi�c~oes, e ent~ao concluir��amos que p(�1�2) = 2 e que p(�0�1) = 0,uma contradi�c~ao pois no primeiro passo r(1; n) foi uma revers~ao. Segue portanto quep(�2�3 : : : �n) � 1. 2O Teorema 5.3.24 garante que p(c) � 3 para qualquer caminho c de �n at�e �n. Uti-lizando este fato na f�ormula do Corol�ario 5.3.4 conclu��mos quedrt(�n; �n) � n+ 32 ;o que implica que drt(�n; �n) � bn2 c+ 2 pois drt(�n; �n) �e um n�umero inteiro.O teorema seguinte decorre imediatamente deste resultado e do Teorema 5.3.5.Teorema 5.3.25 Tomando �n = ( �1 �2 : : : �(n� 1) �n ) e �n = ( +1+2 : : : +(n� 1) +n ), para todo n, ent~ao temosdrt(�n; �n) = ( bn2 c+ 1 se n = 1; 2bn2 c+ 2 se n � 3Prova: Para n = 1 �e �obvio que drt(�n; �n) = 1 pois �n 6= �n e uma revers~aotransforma �n em �n. Para n = 2 uma s�erie m��nima de opera�c~oes transformando �nem �n consiste de duas opera�c~oes. Para n � 3 o resultado segue dos Teoremas 5.3.5e do resultado drt(�n�n) � bn2c+ 2. 2Neste ponto, observamos que um algoritmo para obter uma seq�uência m��nima deopera�c~oes para transformar �n = ( �1 �2 : : : �(n� 1) �n ) na identidade �n �e:inicialmente aplique a revers~ao r(1; n) em �n para obter r(1; n)��n = ( +n +(n� 1): : : +2 +1 ), e depois use o Algoritmo DistTransp, descrito na Se�c~ao 4.2.2, paraobter as transposi�c~oes para computar drt(r(1; n) � �n; �n).Ent~ao temos um limite inferior para o diâmetro�n2 �+ 2 � Drt(n):



5.4. Sum�ario e quest~oes 141Bafna e Pevzner [4] estabeleceram um limite superior para Drt(n),Drt(n) � 34n:Finalmente, podemos veri�car que Drt(n) = bn2 c+ 2 para n = 3; 4; 5; 6.5.4 Sum�ario e quest~oesNeste cap��tulo inicialmente apresentamos algoritmos de aproxima�c~ao para computara distância de revers~ao e transposi�c~ao. Para o caso de permuta�c~oes sem sinaismostramos um algoritmo baseado na no�c~ao de pontos-de-quebra, e para o caso comsinais, o algoritmo proposto foi baseado nos ciclos do grafo de pontos-de-quebra. Parao caso com sinais nosso algoritmo usa um tipo espec���co de revers~ao enquanto forposs��vel, e em seguida usa parte dos resultados de Bafna e Pevzner [4] para encontraras transposi�c~oes a serem aplicadas.Os limites inferiores usados para estimar a raz~ao de aproxima�c~ao destes algoritmosforam simples, mas levaram a um resultado mais profundo, que �e o c�alculo da distânciaexata para a permuta�c~ao ( �1 �2 : : : �(n� 1) �n ) com rela�c~ao �a permuta�c~aoidentidade. Esta prova �e baseada no n�umero de ciclos que podem ser criados nos grafosgerados por qualquer seq�uência de opera�c~oes transformando �n em �n. Claramenteeste resultado estabelece um limite inferior para o diâmetro, que conjecturamos sertamb�em o limite superior.Um t�opico a ser estudado futuramente �e como a inclus~ao de um terceiro evento, atransvers~ao, afetaria os algoritmos e o c�alculo do diâmetro. Apenas para lembrar, esteevento transfere um bloco de genes de um local para outro dentro do cromossomo,mas com os genes invertidos. Este evento �e natural se considerado sob o ponto devista biol�ogico.Uma outra linha de pesquisa �e considerar diferentes pesos para transposi�c~oes e re-vers~oes. Com pesos iguais, como feito neste trabalho, o caminho m��nimo �e formadopredominantemente por transposi�c~oes. Seria interessante usar pesos sugeridos porobserva�c~oes feitas na pr�atica pelos bi�ologos.



Cap��tulo 6Conclus~oesDentre os diversos eventos de rearranjo de genomas j�a descobertos em Biologia Mole-cular, particularmente, nesta tese, estudamos os eventos de revers~ao e de transposi�c~aoagindo num �unico cromossomo.No primeiro cap��tulo, apresentamos formalismos para diversos eventos de rearranjode genomas, e para os problemas relacionados a eles. Em seguida, por meio de umatabela, descrevemos o estado destes problemas com rela�c~ao �a complexidade e aosmelhores algoritmos conhecidos.Dos problemas apresentados no Cap��tulo 1, mais especi�camente, estudamos três:o problema da distância de revers~ao de cromossomos circulares com sinais, o pro-blema da distância de transposi�c~ao de cromossomos lineares sem sinais e �nalmente oproblema da distância de revers~ao e transposi�c~ao de cromossomos lineares com sinais.Mostramos inicialmente que os problemas da distância de revers~ao de cromossomoscom sinais, circulares e lineares, eram equivalentes. Como conseq�uência propuse-mos um algoritmo polinomial para resolvê-lo, baseado num algoritmo polinomialque resolve o mesmo problema para cromossomos lineares. Em seguida, calculamoso diâmetro de revers~ao de cromossomos com sinais, lineares e circulares. Depois,mostramos rela�c~oes entre as distâncias de revers~ao de cromossomos circulares e line-ares, do mesmo tamanho.Para o problema da distância de transposi�c~ao de cromossomos lineares sem sinais,apresentamos uma estrutura denominada de diagrama de pontos-de-quebra, e umalgoritmo de aproxima�c~ao baseado neste diagrama. Apesar da raz~ao 2:25, superior�a do melhor algoritmo conhecido de raz~ao 1:5, proposto por Bafna e Pevzner [4],apresentou um desempenho bastante melhor quando utilizado na pr�atica, conformemostraram os testes realizados. Mostramos ainda um limite inferior para o diâmetro142



143de transposi�c~ao.Por �ultimo, para o problema da distância de revers~ao e transposi�c~ao agindo em cro-mossomos lineares com sinais, apresentamos um algoritmo de aproxima�c~ao de raz~ao2, que embora sendo um resultado simples, levou a um resultado mais complexo, umlimite inferior para o diâmetro de revers~ao e transposi�c~ao.Uma raz~ao pr�atica para estudar o diâmetro, para cada um dos eventos estudados,�e que este valor fornece um referencial para valores de distância encontrados pelosalgoritmos, no seguinte sentido. Quanto mais pr�oxima a distância estiver do diâmetro,menor a chance dos dois organismos estarem relacionados em termos de evolu�c~aogen�etica.Extens~oes e aprimoramentos dos nossos resultados foram propostos diretamente nossum�arios dos cap��tulos.De uma forma geral, como pudemos veri�car nos nossos estudos, a �area de rearranjode genomas n~ao possui uma teoria estabelecida e uniforme. Nesta �area, as estruturase algoritmos propostos s~ao completamente independentes umas das outras, inclusivena nota�c~ao, e as estrat�egias de solu�c~oes vêm de diferentes �areas como Teoria da Com-puta�c~ao, Estat��stica e Matem�atica. Neste contexto, julgamos que seria interessanteinvestigar a possibilidade de formaliza�c~ao dos eventos e dos problemas relacionados aum �unico evento ou m�ultiplos eventos de uma forma mais padronizada. Assim, pas-samos agora a sugerir novas dire�c~oes de pesquisa que possivelmente propiciem novose signi�cativos avan�cos no sentido de uma padroniza�c~ao.Uma dire�c~ao seria utilizar �Algebra. Mais particularmente, sugerimos \Grupos deWeyl", que possui formalismos para gerar um grupo de permuta�c~oes, sem e com sinais,utilizando como operador um tipo espec���co de revers~ao. Sugerimos ainda �AlgebraLinear, considerando que uma seq�uência de permuta�c~oes que fornece uma distânciam��nima poderia ser encontrada se fosse poss��vel obter uma base para o espa�co vetorialde todas as permuta�c~oes, considerando como opera�c~ao um determinado evento derearranjo.Outra dire�c~ao de pesquisa seria estudar grafos de permuta�c~oes, dentro da �area deTeoria dos Grafos. Existe um grande ferramental te�orico j�a dispon��vel na literatura.Por �ultimo, estudar problemas de distância entre dois cromossomos que evoluempor m�ultiplos eventos de rearranjo de genomas representa um desa�o consider�avelatualmente. Um outro problema importante hoje �e pesquisar as complexidades dosdiversos problemas de distância de eventos de rearranjo de genomas, formados porum ou mais cromossomos.



Apêndice AGloss�ario de de�ni�c~oes e nota�c~oesEste apêndice apresenta de�ni�c~oes e nota�c~oes utilizadas nesta tese, para facilitar aleitura do texto.Observamos que as de�ni�c~oes est~ao separados por assunto, e ap�os a de�ni�c~ao h�a umareferência para a p�agina do texto na qual o termo �e referenciado pela primeira vez.Eventos de rearranjorevers~ao inverte a ordem e a orienta�c~ao de um bloco de genes num cromossomo(p�ag. 6).transposi�c~ao move um bloco de genes de um local para o outro dentro do cromos-somo (p�ag. 6).transvers~ao move um bloco de genes de um local para o outro dentro do cromos-somo, mas inverte a ordem e a orienta�c~ao dos genes movidos (p�ag. 6).transloca�c~ao troca blocos de genes de dois cromossomos diferentes (p�ag. 6).Grafo de pontos-de-quebraciclo bom ciclo c no qual podemos aplicar pelo menos uma revers~ao que quebra c,isto �e, conseguimos aumentar o n�umero de ciclos do grafo de pontos-de-quebrade 1 (p�ag. 27).ciclo ruim ciclo c no qual a aplica�c~ao de qualquer revers~ao n~ao quebra c, isto �e, n~aoconseguimos aumentar o n�umero de ciclos do grafo de pontos-de-quebra de 1(p�ag. 27). 144



145ciclos entrela�cados ciclos que possem arestas cinzas que se cruzam (p�ag. 27).componente conjunto de ciclos entrela�cados (p�ag. 28).obst�aculo componente composta apenas por ciclos ruins, que n~ao separam quaisquerduas outras componentes (p�ag. 28).super-obst�aculo obst�aculo, cuja remo�c~ao transforma uma outra componente, quen~ao �e um obst�aculo, num obst�aculo (p�ag. 29).fortaleza grafo de pontos-de-quebra que cont�em um n�umero ��mpar de obst�aculos,e todos eles s~ao super-obst�aculos. Numa fortaleza, existe pelo menos um cicloque n~ao pertence a um obst�aculo (p�ag. 29).Cromossomos circularesrota�c~ao opera�c~ao que move os elementos de uma permuta�c~ao uma posi�c~ao �a esquerda(p�ag. 40).re
ex~ao opera�c~ao que inverte a ordem e os sinais de todos os elementos de umapermuta�c~ao (p�ag. 40).revers~ao circular inverte o mesmo bloco de elementos, qualquer que seja a per-muta�c~ao escolhida da classe de equivalência que representa o cromossomo cir-cular (p�ag. 44).representante canônica uma particular permuta�c~ao de uma classe de equivalência,tendo como primeiro elemento o bloco 1, com orienta�c~ao + (p�ag. 45).Ponto-de-quebraem permuta�c~ao com sinais/revers~ao par de elementos adjacentes x = (�i; �i+1)tal que nem x nem x = (�i+1; �i) s~ao da forma (j; j+1) para algum j, 0 � j � n(p�ag. 107).em permuta�c~ao sem sinais/transposi�c~ao par de elementos adjacentes �i; �i+1,0 � i � n tal que �i+1 � �i 6= 1 (p�ag. 66).faixa todos os elementos de uma permuta�c~ao que est~ao entre dois pontos-de-quebraconsecutivos (p�ag. 66).Em seguida relacionamos as nota�c~oes utilizadas nesta tese.



146r(i; j) � � revers~ao aplicada �a permuta�c~ao �.t(i; j; k) � � transposi�c~ao aplicada �a permuta�c~ao �.t(i; j; k) � � transvers~ao aplicada �a permuta�c~ao �.Tr(�; �; i; j) �� transloca�c~ao aplicada �as permuta�c~oes � e � do genoma �.% = dr(�; �) n�umero m��nimo de revers~oes que transformam � em �.� = dt(�; �) n�umero m��nimo de transposi�c~oes que transformam � em �.� = dt(�; �) n�umero m��nimo de transvers~oes que transformam � em �.� = dTr(�;�) n�umero m��nimo de transloca�c~oes que transformam � em �.%� = drt(�; �) n�umero m��nimo de revers~oes e transposi�c~oes que transformam � em �.%�� = drtt(�; �) n�umero m��nimo de revers~oes, transposi�c~oes e transvers~oes que trans-formam � em �.%� = drTr(�;�) n�umero m��nimo de revers~oes e transloca�c~oes que transformam � em�.�� = dtT r(�;�) n�umero m��nimo de transposi�c~oes e transloca�c~oes que transformam �em �.G(�; �) grafo de pontos-de-quebra de � com rela�c~ao a �.c(�; �) n�umero de ciclos de G(�; �).h(�; �) n�umero de obst�aculos de G(�; �).f(�; �) indica se o grafo G(�; �) �e ou n~ao uma fortaleza.rot (�) rota�c~ao aplicada �a permuta�c~ao �.re
 (�) re
ex~ao aplicada �a permuta�c~ao �.can(A) representante canônica de uma classe de equivalência A.Sn conjunto de todas as permuta�c~oes lineares com sinais de n elementos.Scn conjunto de todas as classes de equivalência das permuta�c~oes lineares com sinaisde n elementos.Rn conjunto de todas as revers~oes lineares agindo nas permuta�c~oes de Sn.



147Rcn conjunto de todas as revers~oes circulares agindo nas classes de equivalência deScn.�i��j ponto-de-quebra entre �i e �j.� � �j indica que �j � �i = 1.D(�; �) diagrama de pontos-de-quebra de � com rela�c~ao a �.T (i; j; k) transposi�c~ao aplicada aos v�ertices i, j e k de D(�; �).



Apêndice BReferências bibliogr�a�cascomentadasEste apêndice traz um resumo dos artigos referenciados na bibliogra�a, sendo ressalta-dos certos pontos importantes para a �area de rearranjo de genomas.[1]Neste artigo, Aigner e West estudaram o problema de ordenar uma permuta�c~ao,considerando como opera�c~ao a reinser�c~ao do primeiro elemento na permuta�c~ao. Odiâmetro neste caso �e n� 1, onde n �e o n�umero de elementos da permuta�c~ao.[2]Neste trabalho �e estudado o problema de ordena�c~ao por revers~oes de permuta�c~oeslineares. Inicialmente, �e introduzida uma estrutura chamada de grafo de pontos-de-quebra de uma permuta�c~ao inicial em rela�c~ao a uma permuta�c~ao alvo, que permitiuestabelecer um limite inferior mais preciso para a distância de revers~ao considerandoum novo parâmetro, baseado numa decomposi�c~ao de ciclos alternantes de m�aximacardinalidade deste grafo. Em seguida, com base nesta constru�c~ao, foi apresentadauma prova da conjectura de Gollan, a saber, existem apenas duas permuta�c~oes cujadistância de revers~ao �e n�1, onde n �e o n�umero de elementos da permuta�c~ao. Depois,mostraram que a distância de revers~ao esperada entre duas permuta�c~oes randômicasaproxima-se muito do diâmetro de revers~ao, indicando que a distância de revers~aofornece uma boa separa�c~ao entre seq�uências de genes relacionados e n~ao-relacionados.Para o problema de ordena�c~ao por revers~oes de permuta�c~oes lineares com sinais,apresentaram um algoritmo com raz~ao de aproxima�c~ao 1:5, baseado no fato de quea decomposi�c~ao em ciclos do grafo de pontos-de-quebra �e �unica para permuta�c~oescom sinais. Finalmente, utilizaram o algoritmo anterior e estruturas especiais obtidas148



149a partir do grafo de pontos-de-quebra para desenvolver um algoritmo com raz~ao deaproxima�c~ao 1:75 para o problema de ordena�c~ao por revers~oes de permuta�c~oes semsinais.[3]Neste trabalho, Bafna e Pevzner mostram os resultados obtidos de um programaque constr�oi um cen�ario para rearranjo de genomas (para DNA linear e circular).As aplica�c~oes foram feitas em organelas de plantas e no cromossomo X humano e decamundongos. O programa implementa um algoritmo de aproxima�c~ao para ordena�c~aopor revers~oes, apresentado em trabalho anterior destes mesmos autores [2].[4]Neste trabalho, Bafna e Pevzner apresentaram dois algoritmos de aproxima�c~ao, comraz~oes 1:75 e 1:5, respectivamente, para o problema de ordena�c~ao por transposi�c~ao deuma permuta�c~ao linear sem sinais. Os limites inferiores foram encontrados a partirde de�ni�c~oes de ciclos alternantes de uma estrutura denominada de grafo de ciclos,gerada a partir da permuta�c~ao inicial com rela�c~ao �a permuta�c~ao identidade. Os limitessuperiores foram encontrados com base em de�ni�c~oes de ciclos que se entrela�camneste grafo de ciclos. Por �m, considerando estes algoritmos, encontraram um limitesuperior de 34n para o diâmetro de transposi�c~ao.[5]Neste trabalho foi apresentada uma implementa�c~ao do algoritmo polinomial para or-dena�c~ao por revers~oes de permuta�c~oes lineares com sinais de Hannenhalli e Pevzner[19], reduzindo a complexidade de tempo de execu�c~ao deste algoritmo de O(n4) paraO(n2�(n)), onde �(n) �e a inversa da fun�c~ao de Ackerman. Para reduzir a com-plexidade, foram modi�cados dois procedimentos: as componentes conexas do grafode entrela�camento s~ao computadas em tempo O(n�(n)) por meio da estrutura dedados 
oresta de conjuntos disjuntos; as revers~oes que n~ao criam componentes n~ao-orientadas s~ao encontradas em tempo O(n2�(n)) considerando certas propriedadesespec���cas do grafo de entrela�camento.[6]Neste artigo, �e apresentada a prova de que o problema de ordena�c~ao por revers~oesde uma permuta�c~ao linear sem sinais �e NP-dif��cil. A prova �e feita em dois passos.Primeiro, Caprara mostra uma transforma�c~ao polinomial do problema de particionaro conjunto de arestas de um grafo euleriano num n�umero m�aximo de ciclos no pro-blema de encontrar um n�umero m�aximo de ciclos alternantes aresta-disjuntos numgrafo bi-colorido nas arestas. Caprara mostra neste mesmo artigo que o primeiroproblema �e NP-completo utilizando resultados publicados em trabalhos anteriores, e



150de�ne o grafo bi-colorido de forma tal que o grafo possui todas as propriedades de umgrafo de pontos-de-quebra. No segundo passo, �e feita uma transforma�c~ao polinomialdeste �ultimo problema no de ordenar uma permuta�c~ao sem sinais por revers~oes.[7]Neste artigo, Caprara, Lancia e Ng prop~oem, para o problema da ordena�c~ao porrevers~oes, um algoritmo exato branch-and-bound. Neste algoritmo, a estimativa dolimite inferior �e baseada em resultados anteriores de Bafna e Pevzner [2], e ainda emPrograma�c~ao Linear, na qual utilizaram uma t�ecnica espec���ca chamada \gera�c~aode colunas". Para obter o limite superior os autores usaram certas heur��sticas. Oalgoritmo mostrou-se muito e�ciente na pr�atica, permitindo resolver problemas detamanho signi�cativo, quando comparado ao algoritmo de Kececioglu e Sanko� [25],o outro algoritmo exato conhecido para solucionar o mesmo problema. Por �ultimo,mostram resultados dos experimentos realizados.[8]Christie estuda o problema da ordena�c~ao de permuta�c~oes por uma opera�c~ao chamada\troca de blocos", que troca de lugar dois blocos de elementos n~ao necessariamenteadjacentes na permuta�c~ao, onde os blocos podem ter qualquer tamanho. Ele descreveum algoritmo polinomial, bastante simples, para o problema, e computa o diâmetro(maior distância entre duas permuta�c~oes quaisquer).[9]Neste artigo, Christie apresenta, para o problema da ordena�c~ao por revers~oes, umalgoritmo de aproxima�c~ao de raz~ao 1:5, menor do que a raz~ao mais baixa conhecidaanteriormente, de 1:75, de Bafna e Pevzner [2].[10]Nesta tese, Christie estuda os eventos de revers~ao, transposi�c~ao e troca de blocos.Para o problema da ordena�c~ao por revers~oes, entre outros resultados, ele apresentaum algoritmo de aproxima�c~ao de raz~ao 1:5. Depois, prop~oe um algoritmo polinomialpara o problema da ordena�c~ao por troca de blocos. Para o problema da ordena�c~aopor transposi�c~oes, ele descreve um novo algoritmo de aproxima�c~ao de raz~ao 1:5, eapresenta resultados de experimentos realizados executando este algoritmo. No �ultimocap��tulo, Christie de�ne problemas de distância de revers~ao e transposi�c~ao em strings,mostra alguns resultados para estes problemas, e prova que o problema da distânciade revers~ao em strings �e NP-dif��cil, mesmo com strings formadas a partir de umalfabeto bin�ario.[11]



151Copeland e co-autores apresentam mapas de liga�c~ao gen�etica de alta-resolu�c~ao parao camundongo, utilizando avan�cos tecnol�ogicos recentes. Eles apontam diversasaplica�c~oes para mapas deste tipo. Citaremos apenas o mapeamento comparativo(que �e mostrado no artigo) entre os cromossomos humanos e do camundongo. Fize-ram ainda uma estimativa de que aproximadamente 150 eventos de rearranjo ocor-reram desde a divergência entre estas duas linhagens h�a 80 milh~oes de anos atr�as,con�rmando outras pesquisas feitas anteriormente em Biologia Molecular.[12]Even e Goldreich provaram que dado um conjunto de geradores de um grupo depermuta�c~oes e uma permuta�c~ao alvo, determinar uma seq�uência de geradores comtamanho m��nimo que gera a permuta�c~ao alvo �e NP-completo.[13]Neste trabalho, Gates e Papadimitriou estudaram o problema de ordenar por revers~aode pre�xos uma permuta�c~ao linear sem sinais: revers~oes da forma r[1; i]. Foi provadoque o diâmetro de revers~ao por pre�xos �e � 53n + 53 e � 1716n para n su�cientementegrande. Considerando a hip�otese de que cada inteiro da permuta�c~ao �e revertido umn�umero par de vezes, eles mostraram que 32n� 1 � diâmetro de revers~ao por pre�xos� 2n+ 3.[14]Gu, Peng e Sudborough estudaram o problema da distância de revers~ao, transposi�c~aoe transvers~ao, apresentando dois algoritmos de aproxima�c~ao: o primeiro de raz~ao 2,que pode n~ao ser polinomial em casos espec���cos, e o segundo, que possui tempopolinomial, tem raz~ao 2(1 + 1k ), onde k > 3 �e qualquer inteiro �xado.[15]Neste trabalho, Guyer, Heath e Vergara estudaram o problema da ordena�c~ao portransposi�c~oes. Apresentaram certas heur��sticas e formularam algoritmos correspon-dentes �a estas heur��sticas, baseadas nos conceitos de faixas crescentes e subseq�uências.Implementaram ainda algoritmos branch-and-bound para determinar exatamente asdistâncias de transposi�c~ao de permuta�c~oes de tamanho pequeno. Por �m, descreverame analisaram resultados experimentais baseados nos algoritmos implementados.[16]Este artigo traz um algoritmo polinomial para o problema da distância de transloca�c~aode permuta�c~oes lineares com sinais, com complexidade de tempo O(n3). Este al-goritmo baseou-se num teorema da dualidade com seis parâmetros, que incluem on�umero de genes e o de cromossomos, al�em de determinadas caracter��sticas associ-



152adas a uma estrutura denominada de grafo de ciclos, gerada a partir do genoma inicialcom respeito ao genoma alvo. �E interessante notar que o grafo de ciclos baseia-se nografo de pontos-de-quebra para permuta�c~oes com sinais, de Hannenhalli e Pevzner[19], e que este algoritmo trata genomas com o mesmo n�umero de genes e de cromos-somos, e admite apenas transloca�c~oes rec��procas.[17]Hannenhalli e co-autores apresentaram neste trabalho um m�etodo para reconstru�c~aode �arvores �logen�eticas utilizando distância de revers~ao e distância de revers~ao etransposi�c~ao. O m�etodo foi aplicado na an�alise da evolu�c~ao do v��rus da herpes, poisos genomas destes v��rus j�a foram quase que totalmente seq�uenciados.[18]Este artigo traz descri�c~oes de problemas combinatoriais motivados por rearranjos degenomas, apresenta um levantamento de algoritmos desenvolvidos para compara�c~aode genomas evoluindo por eventos de rearranjo (alguns deles bastante detalhada-mente), e cita aplica�c~oes j�a desenvolvidas para estes algoritmos para analisar rear-ranjos em v��rus da herpes, organelas de plantas e cromossomos de mam��feros.[19]Este artigo traz um algoritmo polinomial para o problema da ordena�c~ao por revers~oesde permuta�c~oes lineares com sinais, com complexidade de tempo O(n4). Este algo-ritmo baseou-se num teorema da dualidade com quatro parâmetros, que incluem ospontos-de-quebra da permuta�c~ao inicial com rela�c~ao �a permuta�c~ao identidade, e certascaracter��sticas associadas a uma estrutura denominada de grafo de pontos-de-quebragerada a partir da permuta�c~ao inicial com rela�c~ao �a permuta�c~ao identidade. Notamosque este foi o primeiro algoritmo polinomial para este problema.[20]Este artigo traz um algoritmo polinomial para o problema da distância de revers~oes etransloca�c~oes de permuta�c~oes lineares com sinais, com complexidade de tempo O(n4).Este algoritmo trata genomas com diferentes n�umeros de genes e de cromossomos,e admite transloca�c~oes internas, fus~oes e �ss~oes. Este algoritmo foi desenvolvidocom base num teorema da dualidade com sete parâmetros, que re
etem certas car-acter��sticas de uma estrutura, que �e basicamente um grafo de pontos-de-quebra comdeterminadas propriedades, gerada a partir do genoma inicial com rela�c~ao ao genomaalvo. Genericamente, o algoritmo pode ser visualizado em dois passos. No primeiropasso, o algoritmo encontra uma concatena�c~ao �otima dos cromossomos de um genomaem rela�c~ao ao outro, gerando um grafo de pontos-de-quebra. No segundo passo, �eutilizado o algoritmo polinomial de Hannenhalli e Pevzner [19], para ordenar por



153revers~oes permuta�c~oes lineares com sinais, de tal forma que as revers~oes efetuadaspor este algoritmo simulam revers~oes, transloca�c~oes, fus~oes e �ss~oes do problema dadistância de revers~oes e transloca�c~oes.[21]Neste trabalho, Hannenhalli e Pevzner estudam o problema de ordena�c~ao por re-vers~oes de permuta�c~oes lineares sem sinais. Inicialmente, �e apresentado um algoritmopolinomial para o problema, com complexidade de tempo de O(n4), para permuta�c~oescom O(log n) faixas unit�arias, onde n �e o tamanho da permuta�c~ao. Provam aindaduas conjecturas de Kececioglu e Sanko� [25], para toda permuta�c~ao existe uma or-dena�c~ao �otima por revers~oes que n~ao corta faixas longas, e para toda permuta�c~aoexiste uma ordena�c~ao �otima que n~ao aumenta o n�umero de pontos-de-quebra. Final-mente, aplicam este algoritmo para analisar rearranjos em milho e algas verdes.[22]Este artigo mostra que o problema dados um grupo de permuta�c~oes descrito comoum conjunto de geradores, e uma permuta�c~ao alvo que �e membro do grupo, encontrara menor seq�uência de geradores cuja composi�c~ao �e a permuta�c~ao alvo �e Pespa�co-completo. Apresenta ainda casos particulares deste problema que podem ser com-putados em tempo polinomial, dos quais citamos todas as transposi�c~oes adjacentes(as permuta�c~oes (1; 2); (2; 3); : : : ; (n�1; n) do conjunto f1; 2; : : : ; ng) e todas as trans-posi�c~oes adjacentes ciclicamente (o mesmo conjunto de geradores do primeiro caso ea transposi�c~ao (1; n)).[23]Neste trabalho, Kaplan e co-autores apresentaram um algoritmo polinomial com com-plexidade de tempoO(n2) para o problema de ordena�c~ao por revers~oes de permuta�c~oeslineares com sinais, baseado no algoritmo polinomial de Hannenhalli e Pevzner [19].Basicamente, eles utilizam uma estrutura chamada de grafo de sobreposi�c~oes paracomputar as componentes conexas do grafo de pontos-de-quebra em vez do grafo deentrela�camento, sendo que a computa�c~ao das componentes conexas �e feita uma �unicavez utilizando o algoritmo de Berman e Hannenhalli [5]; tratam as componentes orien-tadas e n~ao-orientadas do grafo de sobreposi�c~oes separadamente; e simpli�cam tantoa pesquisa para encontrar uma revers~ao que n~ao cria componentes n~ao-orientadasquanto a atualiza�c~ao do grafo de sobreposi�c~oes.[24]Este artigo apresenta inicialmente um algoritmo com raz~ao de aproxima�c~ao 2 parao problema da distância de transloca�c~ao de permuta�c~oes lineares, com complexidadede tempo de O(n2), onde n �e o tamanho da permuta�c~ao. Al�em disso, traz dois



154algoritmos de aproxima�c~ao para o problema da distância de revers~oes e transloca�c~oespara permuta�c~oes lineares: um com raz~ao de aproxima�c~ao 2 para permuta�c~oes semsinais e o outro com raz~ao de aproxima�c~ao 1:5 para permuta�c~oes com sinais, amboscom complexidade de tempo O(n2).[25]Kececioglu e Sanko� apresentam dois algoritmos para o problema de ordena�c~ao porrevers~oes de permuta�c~oes lineares sem sinais. O primeiro �e um algoritmo com raz~aode aproxima�c~ao 2 e complexidade de tempo O(n2), que tenta em cada passo tiraro m�aximo n�umero de pontos-de-quebra (utiliza uma estrat�egia gulosa). O segundo�e um algoritmo exato branch-and-bound que busca uma solu�c~ao �otima em tempoO(mL(n; n)), onde m �e o tamanho da �arvore de busca e L(n; n) �e o tempo pararesolver um problema de programa�c~ao linear com n vari�aveis e n restri�c~oes.[26]Kececioglu e Sanko� apresentam neste artigo um algoritmo branch-and-bound parao problema da distância de revers~ao para permuta�c~oes circulares com sinais. O al-goritmo, que usa procedimentos muito simples para encontrar os limites inferiores(O(n)) e superiores (O(n2)), mostrou limites extremamente precisos para a distânciade revers~ao, em uma s�erie de experimentos. Os autores relatam que n~ao encontrarammotivos para que estes limites fossem t~ao pr�oximos.[27]Este livro traz um estudo bastante aprofundado de Gen�etica, apresentando in�umerosexemplos e ilustra�c~oes, que auxiliam muito no entendimento do texto. Descreve de-talhadamente o DNA (como o DNA �e traduzido em prote��nas, formas de replica�c~aoe manuten�c~ao); descreve a organiza�c~ao do genoma dos eucariotos, n~ao s�o em termosdos seus genes, mas tamb�em discute a estrutura dos cromossomos; mostra ainda es-tudos sobre a express~ao dos genes nos eucariotos e fun�c~oes do RNA. Particularmente,apresenta um cap��tulo sobre peda�cos do genoma que têm a capacidade de \mover-se", os transposons, que podem causar muta�c~oes, e portanto implicar na evolu�c~aodeste genoma. Muta�c~oes afetando por�c~oes grandes do genoma, os eventos de rear-ranjo, podem ocorrer por inser�c~oes, duplica�c~oes, remo�c~oes, invers~oes ou transposi�c~oes,modi�cando apenas um cromossomo, ou por transloca�c~oes, modi�cando cromossomosdiferentes.[28]Neste livro �e feita uma ampla cobertura dos problemas estudados atualmente emBiologia Molecular Computacional. Para cada problema, Meidanis e Setubal ap-resentam conceitos e formalismos empregados para solucion�a-los, exemplos, al�em de



155indicar vasta bibliogra�a relacionada ao assunto. Em particular, dedicam um cap��tulopara o problema de rearranjo de genomas.[29]Meidanis, Walter e Dias estudam o problema da distância de revers~ao de cromossomoscirculares com sinais, isto �e, cromossomos circulares em que s~ao conhecidas a ordem ea orienta�c~ao dos genes. Inicialmente, apresentam uma formaliza�c~ao para o problema,onde o cromossomo circular �e representado por uma classe de equivaência. Depois,de�nem reves~ao circular agindo num cromossomo circular por meio de revers~ao linearagindo numa particular permuta�c~ao da classe de equivalência que representa o cro-mossomo circular. Como conseq�uência, eles obtêm um algoritmo polinomial para oproblema circular, utilizando o algoritmo polinomial de Kaplan, Shamir e Tarjan [23]que resolve o problema linear. Justi�cam, tamb�em, uma pr�atica comum, em arti-gos onde se calculam distâncias de revers~ao, de escolher uma particular permuta�c~aopara representar o cromossomo. Finalmente, calculam o diâmetro de revers~ao (maiordistância entre dois cromossomos quaisquer), linear e circular.[30]Meidanis, Walter e Dias computam a distância de transposi�c~ao entre uma permuta�c~aoe sua inversa (sem complementa�c~ao). Claramente, esta distância �e um limite infe-rior para o problema da ordena�c~ao por tranposi�c~oes. Finalmente, apresentam umalgoritmo polinomial que funciona para este caso particular.[31]Nadeau e Taylor estudaram mapas de liga�c~ao gen�etica de homens e camundongos,fazendo uma estimativa de que aproximadamente 178� 39 eventos de rearranjo ocor-reram desde a separa�c~ao destas duas linhagens h�a 80 milh~oes de anos atr�as. Esta foiuma tentativa pioneira no estudo de rearranjos de genomas em mam��feros.[32]Este artigo mostra estudos de Palmer e Herbon em DNA mitocondrial de plantas(gêneros Brassica e Raphanus). Eles descobriram que os genes eram quase idênticosem seq�uência (99% a 99:9%) mas muito diferentes em ordem, descobrindo ent~ao umnovo padr~ao de mudan�ca evolucion�aria nos genomas mitocondriais de esp�ecies dogênero Brassica. Este foi um trabalho pioneiro em rearranjo de genomas ocorrendoem DNA mitocondrial de plantas.[33]Palmer, Osorio e Thompson apresentam resultados de experimentos realizados emDNAs de cloroplastos de legumes, como tabaco, espinafre e ervilha. Eles constatam



156que os genomas dos organismos das diferentes esp�ecies estudadas evolu��ram um a par-tir do outro por revers~oes, con�rmando trabalhos anteriores, em Biologia Molecular,nos quais foi descoberto que muta�c~oes ocorrendo em por�c~oes grandes dos genomas(em particular, revers~oes) constituem um modo comum de evolu�c~ao molecular.[34]Neste trabalho s~ao discutidos resultados encontrados na literatura, e descritos proble-mas combinatoriais ainda n~ao-solucionados at�e aquele momento (v�arios deles aindan~ao foram hoje), na �area de Biologia Molecular Computacional. Particularmente,uma se�c~ao �e dedicada aos problemas de rearranjo de genomas.[35]Sanko� introduz uma teoria de invariantes (com respeito a medidas de tempo) associ-ados aos ramos de �arvores �logen�eticas. Esta teoria permite estudar o relacionamentoevolutivo entre esp�ecies, considerando eventos de rearranjo ocorridos nos seus geno-mas.[36]Neste artigo, Sanko� de�ne medidas de certos eventos de rearranjo de genomas comum �unico cromossomo (revers~ao, remo�c~ao e transposi�c~ao). Estas medidas s~ao uti-lizadas na de�ni�c~ao de distância de edi�c~ao de rearranjos entre dois genomas, isto �e, on�umero m��nimo de eventos de rearranjo necess�arios para converter um no outro. Acomputa�c~ao da distância de edi�c~ao �e feita por um programa chamado DERANGE, e oartigo comenta de forma gen�erica alguns procedimentos realizados por este programa.Por �m, relata resultados obtidos pela execu�c~ao do programa em dados de genomasmitocondriais de organismos de v�arios gêneros.[37]Sanko� e co-autores apresentam modelos probabil��sticos para embaralhamento degenes em genomas (particularmente por transposi�c~oes), aplicando os modelos paradescobrir relacionamentos entre genomas de bact�erias. O DNA pode ser linear oucircular, mas os modelos os tratam uniformemente como sendo circulares.[38]Sanko� e co-autores apresentam um m�etodo para reconstruir �arvores �logen�eticaspara genomas mitocondriais. Inicialmente, eles descrevem a constru�c~ao de uma basede dados para armazenar a seq�uência dos genes. Em seguida, prop~oem uma medidade rearranjo baseada num conjunto minimal de eventos de rearranjo (revers~oes, trans-posi�c~oes, inser�c~oes, e remo�c~oes) necess�arios para transformar um genoma em outro.Descrevem ent~ao de forma gen�erica as t�ecnicas empregadas para o desenvolvimento



157do programa, que utiliza os dados da base e calcula a distância de rearranjo. Final-mente, apresentam os resultados obtidos a partir deste programa: as distâncias entre16 genomas mitocondriais de organismos de diferentes gêneros e a reconstru�c~ao deuma �arvore �logen�etica baseada nestas distâncias.[39]Este livro traz uma introdu�c~ao �a citogen�etica humana. Apresenta com detalhes a es-trutura e comportamento de cromossomos humanos. Descreve tamb�em o processo dareprodu�c~ao, al�em de diversos tipos de muta�c~oes que podem ocorrer nos cromossomos,em diferentes etapas da vida celular (em particular, citamos transloca�c~oes). Comocertos mecanismos s~ao encontrados de forma similar em outros organismos eucariotos,os autores mostram in�umeros exemplos de fenômenos ocorrendo em outras esp�ecies,diferentes da esp�ecie humana.[40]Walter, Dias e Meidanis apresentam inicialmente algoritmos de aproxima�c~ao para oproblema da distância de revers~ao e transposi�c~ao de cromossomos lineares. Para ocaso com sinais, o algoritmo de aproxima�c~ao de raz~ao 3 utiliza o conceito de ponto-de-quebra. Para o caso com sinais, o algoritmo de raz~ao 2 utiliza propriedades do grafode pontos-de-quebra de Bafna e Pevzner [2] para aplicar revers~oes, e o algoritmo deaproxima�c~ao de Bafna e Pevzner [4] para aplicar transposi�c~oes. Em seguida mostramum limite inferior para o diâmetro de revers~ao e transposi�c~ao, por meio do c�alculo dadistância de revers~ao e transposi�c~ao entre as permuta�c~oes � = (�1�2 : : : �(n�1)�n)e a identidade � = (+1 + 2 : : : + (n� 1) + n).[41]Este �e o primeiro livro na �area de Biologia Computacional. Neste livro, Watermandescreve problemas estudados nas diversas �areas de Biologia Computacional, apresen-tando formalismos empregados para solucion�a-los e exemplos. �E enfatizada a an�aliseestat��stica para diversos problemas nesta �area.[42]Este artigo apresenta uma algoritmo bastante simples para ordenar por revers~oes per-muta�c~oes circulares sem sinais, estabelecendo um limite inferior (n�umero de pontos-de-quebra=2), e um limite superior (n � 2) para a distância de revers~ao. Apresentatamb�em um algoritmo estoc�astico para o mesmo problema.[43]Neste artigo, Whiting e co-autores relatam os resultados obtidos por experimentosrealizados em Drosophila melanogaster e Drosophila virilis, que basicamente indicam



158que os genes destas duas esp�ecies s~ao quase idênticos em seq�uências, mas bastantediferentes em ordem. Esta pesquisa con�rma proposi�c~oes, feitas em trabalhos ante-riores, de que esp�ecies do gênero Drosophila evoluiram provavelmente por meio derevers~oes (com maior freq�uência) e fus~oes (com menor freq�uência).



Apêndice CGloss�ario de termos de BiologiaMolecularEste apêndice apresenta alguns termos empregados em Biologia Molecular, utilizadosnesta tese.bact�eria organismo constitu��do por uma �unica c�elula com um �unico cromossomo,limitada por uma membrana que a protege do ambiente externo.cloroplasto organela celular de plantas, que tem como fun�c~ao realizar a fotoss��ntese.eucariotos nestes organismos as c�elulas contêm um n�ucleo que guarda o materialgen�etico, envolvido por um citoplasma, que por sua vez �e envolvido por umamembrana que marca os limites da c�elula. O citoplasma cont�em outras divis~oes,tamb�em envolvidas por membranas, as organelas celulares.genes hom�ologos genes que têm origem evolucion�aria comum.mitocôndria organela celular de organismos, com a capacidade de sintetizar todosos seus �acidos nucleicos e algumas das suas prote��nas, e tem a fun�c~ao de produzirenergia.procariotos organismos muito simples constitu��dos por c�elulas que n~ao possuem on�ucleo celular, ou seja, as c�elulas s~ao formadas por uma �unica divis~ao.prote��nas mol�eculas compostas por uma cadeia de mol�eculas mais simples,chamadas amino�acidos, respons�aveis por fun�c~oes vitais na vida de um organ-ismo, como as enzimas, que catalisam rea�c~oes qu��micas.159



160RNA mol�ecula constitu��da de forma similar ao DNA, com certas diferen�cas: o a�c�ucar�e a ribose (e n~ao desoxirribose como no DNA); a base T (timina) n~ao �e encon-trada, sendo substitu��da pela base U (uracil) que �e pareada com a base A(adenina); a estrutura espacial varia (n~ao �e dupla h�elice como no DNA); exis-tem diferentes tipos de RNA, que realizam diferentes fun�c~oes (o DNA realizabasicamente uma fun�c~ao, a de codi�car a informa�c~ao gen�etica).v��rus constitu��do por DNA ou RNA encapsulado por uma estrutura sim�etrica com-posta por prote��nas. V��rus s~ao diferentes de bact�erias pois n~ao apresentamrea�c~oes qu��micas (metabolismo), mas podem interferir de forma mortal nometabolismo do organismo infetado por ele.
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