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Resumo

O sucesso na obtencédo de cadeias completas de DNA de algamssanos tem incentivado a
busca de novas técnicas computacionais capazes de apaisanontante de informacéo para
aplica-lo na descoberta de novos remédios, aumento dagiodie alimentos e investigacao
do processo de evolugéo dos seres vivos, entre outrasg@a

A comparacao de sequéncias de DNA (ou RNA) de diferente<iesp& uma das técnicas
importantes para desvendar novas propriedades bioldéditaa das maneiras de se comparar
dois genomas € analisar como os dois se distinguem com baserts mutacdes chamadas
eventos de rearranjo em genomas. Nessa técnica de companaggenoma é modelado como
uma sequéncia de regides que sao conservadas em um corguygoamas. O problema de
rearranjos em genomas consiste genericamente em encaolattlas dois genomas como en-
trada e um conjunto de tipos de eventos de rearranjo peasjtisha seqiéncia minima de tais
eventos de rearranjo que transforme um genoma em outro.

No formalismo classico de rearranjos em genomas, um genammaitio modelado como
um conjunto de sequéncias de inteiros. Cada numero intgn@senta um gene e 0 seu Si-
nal representa a orientacao do gene no genoma. O probleneardanjos em genomas nesse
modelo é analisado de forma geral por meio de diversos dieg& grafos que representam
certas propriedades do par de genomas na entrada do probdgste trabalho, usamos um
novo modelo para rearranjos em genomas proposto por Msidddias [39]: dormalismo al-
gébrica Em vez de se basear na andlise de diagramas, o formaliséiwiatyusa permutacées
na modelagem de genomas e, principalmente, utiliza refdtde grupos de permutacdes para
analisar as propriedades de genomas e os efeitos de evenaidnjo.

A motivacdo para o desenvolvimento do formalismo algébéieopossibilidade de forma-
lizacdo de argumentos sobre rearranjos por meio de méttgkdwiaos, em vez da utilizacédo
de recursos graficos como é feito no formalismo classicoefaspos que, por meio do desen-
volvimento de um novo formalismo para o tratamento de probkede rearranjos em genomas,
algoritmos mais eficientes para a resolucédo desses prahlemananeiras mais simples de
demonstrar alguns dos resultados classicos na area sejamtr@glos com maior facilidade.

Nesse trabalho, apresentamos duas solu¢des simples atefiaierivadas diretamente do
formalismo algébrico para dois problemas de rearranjosesmargas (o problema de rearranjos
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em genomas por intercambio de blocos e reversées com singsablema de rearranjo em
genomas por fissdes, fusdes e reversdes com sinais). Tangerindos e propomos um algo-
ritmo polinomial para o problema de rearranjos em genomasr@osposicoes generalizadas.
Acreditamos que o sucesso ha solucéo desses problemaseosstendido para outros proble-
mas de rearranjos em genomas com a consolidacao dos cerfoeiamentais do formalismo
algébrico.

Esperamos com essa tese convencer o leitor de que o forroaigibrico € um modelo
representativo e poderoso para tratar genomas compostosoprossomos circulares e ao li-
dar com a atribuicdo de pesos a eventos de rearranjo. Porladt, ndo defendemos que o
formalismo classico seja simplesmente substituido pelodbsmo algébrico. Ambos os for-
malismos podem ser beneficiados por um processo semellpanég em menor escala, ao
sucesso do desenvolvimento da Geometria Analitica e da &eariiradicional.
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Abstract

The success in obtaining complete sequences of DNA of soemesphas encouraged the se-
arch for new computational techniques for the analysis ohdwge amount of information.
One hopes that the results of this research could be applig¢dd development of new medici-
nes, increasing food crops productivity, better undeditanof the evolutionary process in live
beings, among other applications.

One technique for the genome analysis is the comparison & [@X RNA) sequences
from different species. Such a comparison may reveal th#ssitres and differences between
the genomes, which could be used in phylogeny reconstruétioinstance. Two genomes
can be compared by the analysis of their differences baseautetional events called genome
rearrangements. The genome rearrangement problem (disd@sorting problem) consists of
finding a minimum sequence of rearrangement events thaftnans one genome into another
and the number of rearrangement events in the sequencéag ttad genomic distance.

In the classical formalism for genome rearrangements, argens usually modeled by a set
of sequences of integers. Each integer represents a geits aigh stands for the orientation of
the gene in the genome. The genome rearrangement problaie madel is analyzed generally
with tools such as diagrams and graphs that convey the pgrepef the genomes in the problem
input. We use instead a new model for genome rearrangemespieged by Meidanis and
Dias [39]: thealgebraic formalism Instead of being based on the analysis of diagrams, the
algebraic formalism uses permutations to model genomegtandesults from permutation
group theory for the analysis of the properties of genomektha effects of rearrangement
events.

The motivation for the development of the algebraic forsralis the possibility of stating
arguments more formally by means of algebraic methods tiiarsing graphical resources as
the classical formalism does. We hope that more efficiemralgns for genome rearrangement
problems or simpler proofs for classical results in the avilebe more easily found due to the
development of a new formalism.

We present a simple, efficient solution based on the algeboamalism for two genome
rearrangement problems (the problem of genome rearrangsrbg block-interchanges and
signed reversals and the problem of genome rearrangemegiiisstons, fusions, and signed
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reversals). We also discuss and offer a solution for thelprolof genome rearrangements by
generalized transpositions. We believe that the successving those genome rearrangement
problems could be extended to other problems by consatigidtie fundamental concepts of

the algebraic formalism.

We hope that the reader will be convinced that the algebrimdlism is representative
and powerful in dealing with circular chromosomes and miodethe assignment of weights
to rearrangement events. On the other hand, we do not argaeanof a substitution of the
classical formalism by the algebraic formalism. Both ofstadormalisms could profit by a
similar, even though on a smaller scale, success of the @@weint of the Analytic Geometry
and the Traditional Geometry.
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Capitulo 1

Introducao

Os avancos obtidos no sequenciamento de macromolécuidseqdmicléicos e proteinas) nas
tltimas décadas nos permitiram encontrar as sequiénciandengs completos de diversos or-
ganismos [1, 18, 54]. O sucesso obtido nesse empreendiroientidfico incentivou a busca
por novas técnicas computacionais que fossem capazes|gaaaarande quantidade de da-
dos obtidos dessas sequiéncias visando a obtencao de ipi@sngue sejam relevantes para
a pesquisa biologica. Por exemplo, uma compreensdo medhmadeira de se comparar ge-
nomas pode trazer a luz novas hipéteses evolutivas, um matibendimento do processo de
especiacao e destacar as distin¢cdes e similaridades entsengs de espécies distintas [51].

Um dos métodos de analise de genomas € o de comparacao desaa&NA (ou RNA)
de espécies distintas a partir da qual € possivel identffiGs diferencas e similaridades, o que
pode ser usado na reconstrucdo de filogenias. A analisefdesngias entre espécies provocada
por eventos de rearranjo em genomas € a técnica mais adegueatt#o ocorrerem nos geno-
mas eventos de mutacao de grandes blocos de bases, acica®rdperacdes pontuais sobre
as bases [48, 50]. O problema de rearranjo em genomas (taottzénado de problema da or-
denacédo) consiste em encontrar uma seqiéncia minima dederearranjo que transforme
um genoma em outro e o0 niumero minimo de tais eventos de rgan@sgequéncia é chamado
de uma distancia gendmica.

Os eventos de rearranjo em genomas mais estudados naildesap reversao, transpo-
sicdo, intercambio de blocos, fuséo, fisséo e transloca@@dalaos interessantes problemas
combinatérios definidos a partir dessas operacdes, bem aoraparecimento freqiente des-
ses eventos de rearranjo na evolugcao de alguns genomase@sste duplicacdo e delegcao
possuem grande interesse pratico do ponto de vista biologias a investigacao desses even-
tos ndo tem sido tdo acentuada como os demais eventos dmjeatevido a auséncia de um
formalismo que permite integrar esses tipos de eventosaiango aos tipos anteriores. A dis-
tancia de reversao pode ser calculada por meio de um algadigrtempo de execucdao linear de
Bader, Moret e Yan [4]. O primeiro algoritmo polinomial (tponde execugd®(n?), onden é
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2 Capitulo 1. Introdugéo

0 numero de genes no genoma) exato para obter uma sequénevaddes que transforma um
genoma em outro foi obtida por Hannenhalli e Pevzner [29eBdos neste algoritmo, Ber-
man e Hannenhalli [10] apresentaram um algoritmo com caxigade de temp® (n’«a(n)),
ondea(n) é a inversa da fungdo de Ackermam. Diversas simplificacdésomz que descreve
rearranjos em genomas por reversoes resultaram em melinortgmpo de execucao do pro-
blema de encontrar a seqiéncia de reversdes que transfarrganoma em outro. Kaplan,
Shamir e Tarjan [32] propuseram um algoritmo que executaeenpdO(n?), Bergeron [8]
simplificou a teoria envolvendo reversées e ofereceu unriggmde tempo de excucdd(n?)

e Tannier e Sagot [56] utilizaram uma estrutura de dadoetaq por Kaplan e Verbin [33]
para projetar um algoritmo cujo tempo de execuga®,/n logn). Se a orientacédo dos genes
for desconsiderada, isto €, se as reversdes ndo alterareentagio dos genes, entdo o pro-
blema de rearranjos em genomas por revers@égdificil [15]. Hannenhalli e Pevzner [28]
apresentam um algoritmo de tempo polinomial para resoiveproblema envolvendo translo-
cacéo, fusdo e fissdo em genomas multicromossomais. HallhenRevzner [28] pensaram
ter encontrado um algoritmo para o problema de rearranpaswendo reversdes com sinais e
translocacdes por meio da reducdo desse problema ao peotgerearranjos em genomas por
reversdes com sinais, porém Ozery-Flato e Shamir [49] detremam que aquele algoritmo
falha em determinadas circunstancias e propuseram umecéorpara o algoritmo. Dias e
Meidanis [20] apresentaram um algoritmo polinomial paraablgma de rearranjo em geno-
mas por fusodes, fissdes e transposicdes. Hannenhalli [B&eou um algoritmo polinomial
para encontrar uma sequiéncia de translocacdes que trapsfion genoma em outro, no en-
tanto Bergeron, Mixtacki e Stoye [9] encontraram um errcsaesdgoritmo e propuseram um
algoritmo de tempo de execucéin®) para resolver o problema. Li e colegas [35] apresen-
taram um algoritmo de tempo de execucdao linear para detarraidistancia de translocacdes
entre dois genomas. Uma sequUéncia de translocacdes ga®tna@ um genoma em outro
pode ser encontrada em tempo de execucdo quadratico [S5@htanto se restringirmos as
operacoes a translocagdes que ndo alterem a orientacaemns @ntdo o problema torna-se
N P-dificil [62]. Yancopoulos e colegas [61] ofereceram umoaigno de tempo de execucao
para o problema de rearranjos em genomas envolvendo ttagékes, reversdes com sinais e
intercambios de blocos por meio de uma reducao desses svkntearranjo a operacdoes mais
simples (cortes duplos e juncdes).

A pesquisa no problema de determinar a distancia de traiggpamtre dois genomas resul-
tou em diversos algoritmos aproximativos. Bafna e PevzZner]|[apresentaram um algoritmo
aproximativo quadratico para o problema de transposic&gqasui um fator de aproximacao
de 1,5 e complexidade quadrética, entretanto esse algoritmo €idgyado muito complexo.
Christie [17] propde um outro algoritmo com o mesmo fator pi@gimacao dd .5, mas com
complexidadeO(n?). Erikssonet al. [23] projetaram um algoritmo que ordena qualquer cro-
mMOossomo com no maximd2n — 2)/3] transposi¢des. Hartman e Shamir [30] apresentaram



um algoritmo aproximativo de fatdr5 e tempo de execucd®d(n+/nlog n) pois utiliza a estru-
tura de dados desenvolvida por Kaplan e Verbin [33]. Eliasdrkian [22] apresentaram um
algoritmo de tempo de execucado quadratico e fator de apewéiol,375. Aigner e West [2] e
Jerrum [31] apresentaram variantes do problema de reasranj genomas por transposicoes
gue podem ser resolvidas em tempo de execucao polinonspkevamente o problema en-
volvendo transposicdes que desloquem um bloco que conégr@mas o primeiro gene de um
cromossomo linear e o problema envolvendo transposicdes blocos a serem movidos séo
dois genes adjacentes apenas. Meidanis, Walter e Dias [4lE] ferma independente, Chris-
tie [17] calcularam a distancia de transposicao entre umaytacdo e sua inversa. Dias e
Meidanis [21] propuseram um algoritmo para o problema deaep em genomas por trans-
posicoes de prefixo, ou seja, transposi¢cdes que movem ura blotendo o primeiro gene
de um cromossomo linear. Fortuna e Meidanis [25] apresantam algoritmo para ordenar
a permutacao reversa por transposicoes de prefixo e afesanim novo limitante superior
para esse problema de rearranjo em genomas. Christie fhBgta propds e ofereceu um al-
goritmo de tempo de execucdo quadratico para o problemadémagdo por intercambio de
blocos em genomas — um problema que pode ser visto como ureeatjieacao do problema
de transposicdo. Lin e colegas [37] propuseram um outraitidgm de tempo de execucao
guadratico para o problema de rearranjos em genomas paténtbio de blocos usando um
formalismo algébrico como modelo para genomas. O problenwadkenacdo por transposicdes
até o momento ndo pbde ser classificado adequadamente quaardaomplexidade de tempo
de execucdo. Nao sabemos se o problema de ordenacao pposigiies éV P-dificil ou se
existe um algoritmo de tempo de execucao polinomial queavwes

No formalismo classico de rearranjos em genomas, um genemaitlo modelado como
um conjunto de sequiéncias de inteiros. Cada nimero inepresenta um gene e o seu sinal re-
presenta a orientacdo do gene no genoma. O problema denjeseen genomas nesse modelo
€ analisado por meio de diversos diagramas e grafos queespaen certas propriedades do par
de genomas na entrada do problema. Pelo contrario, usamoswonimodelo para rearranjos
em genomas proposto por Meidanis e Dias [3%pronalismo algébricoAo invés de basear-se
na analise de diagramas, o formalismo algébrico usa pecdegana modelagem de genomas
e, principalmente, utiliza resultados de grupos de perpdespara analisar as propriedades de
genomas e os efeitos de eventos de rearranjo. A prépriatderpermutacées foi estendida
com conceitos como norma e divisibilidade, que até ondensaberam desconhecidos, para
adequar-se ao estudo de genomas. Neste trabalho, definimosve conceito, o da-norma,
atil no estudo de problemas com transposicdes e afins.

A motivacédo para o desenvolvimento do formalismo algéb¥iagossibilidade de formali-
zar argumentos sobre rearranjos por meio de métodos algsélad invés de utilizar de recursos
graficos como é feito no formalismo classico. Por exemplog®®n [8], para demonstrar um
resultado fundamental do formalismo classico a respeiteféibo de reversdes em um deter-
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minado diagrama, descreve informalmente o efeito de uneaséw e baseia-se fortemente em
uma figura para ilustrar o seu argumento (a autora mencioadeagpicture is worth a thou-
sand words”). Esperamos que, por meio do desenvolvimentordeovo formalismo para o
tratamento de problemas de rearranjos em genomas, algernit@is eficientes para a resolucéo
desses problemas ou maneiras mais simples de demonstras algs resultados classicos na
area sejam encontrados com maior facilidade.

Definimos algumas caracteristicas comuns que um problemgad@njo em genomas deve
possuir e que nos permite aplicar uma estratégia gulosasphreiona-lo. Apresentamos uma
nova estrutura de dados baseada na representacao de ggrmmasmutacdes. Essa estru-
tura de dados e a aplicacdo da estratégia gulosa permitercébtde uma solucdo simples e
eficiente para dois problemas de rearranjos em genomas lftepra de rearranjos em geno-
mas ponderado por intercambio de blocos e reversdes cois singproblema de rearranjo em
genomas ponderado por fissbes, fusdes e reversdes con).sifaighém analisamos alguns
aspectos sobre o limitante inferior do problema de reasran) genomas por transposicoes e
apresentamos alguns resultados sobre o grafo formado poonjomto de genomas (grafo de
transposicdes boas). Além disso, propomos uma solucdoopamablema de rearranjos em
genomas ponderado por transposi¢cdes generalizadas. itAoted que 0 sucesso na solucao
desses problemas possa ser estendido para outros prollemeesranjo em genomas com a
consolidacédo dos conceitos fundamentais do formalismébalgp. A pesquisa de um novo
formalismo para representar genomas e eventos de reapaaolevar a identificacdo de no-
vas propriedades que nao estavam explicitas no formalikmesico e a novos algoritmos mais
eficientes. Os formalismos classico e algébrico provaveiengossuem o mesmo poder de re-
presentacéo de problemas de rearranjo em genomas, embanancaesses formalismos possa
ter vantagens especificas em diferentes circunstanciagxpmplo ao se modelar cromosso-
mos lineares ou circulares. Pretendemos com essa teséuaonpara demonstrar algumas
das vantagens do formalismo algébrico sobre o formalisdssiio em determinados proble-
mas e fundamentar as bases sobre as quais novas pesquisas Igdcionamento entre esses
formalismos possam ser realizadas.

No Capitulo 2 apresentamos o formalismo classico e comaotgmnas de rearranjo envol-
vendo reversdes com sinais e transposi¢des sao tratadessgoiormalismo. Apresentamos no
Capitulo 3 os conceitos algébricos fundamentais que s&@ss&tos para modelar genomas e
eventos de rearranjo. Apresentamos o conceito de pernastag@gumas de suas propriedades
fundamentais. Divisibilidade, os efeitos de produtos dksj conjugacdo e norma sao tratados
a seguir. Além disso, mostramos como modelar genomas par eeepermutacées em sua
representacdo como produto de ciclos. Apresentamos a agashelde alguns eventos de rear-
ranjo em genomas e a abordagem de problemas de rearranjmemagequando representados
pelo formalismo algébrico. Por dltimo, discutimos a egga gulosa mencionada anterior-
mente para problemas de rearranjo em genomas. O Capitwdtaddtr uma nova estrutura de



dados que projetamos para modelar genomas em um problereardejo em genomas. Dis-
cutimos as operacdes basicas permitidas pela nova eatdggiados e como ela pode ser usada
para lidar com o caso no qual 0os genes séo representados E@aMsORroprios nomes em um
genoma. No Capitulo 5 apresentamos solucfes para tréeprablde rearranjo em genomas
por meio do formalismo algébrico. Discutimos primeiraneemtimitante inferior do problema
de rearranjo por transposi¢des e apresentamos algumagepseafes fundamentais do grafo de
transposicdes boas. Em seguida, apresentamos um algbn&aopara encontrar uma sequén-
cia de transposicbes generalizadas que transforme um geawnoutro. Apresentamos um
algoritmo de tempo de execucdo quadratico para o problemeadienjo por intercambio de
blocos e reversdes com sinais e outro algoritmo de tempoeatiedo linear para o problema
envolvendo fus@es, fissdes e reversdes com sinais. Sumagzss nossos resultados no Capi-
tulo 6. Segue no apéndice desse trabalho uma revisdo bifiiceyde resultados importantes
da teoria de rearranjo em genomas.

Adotaremos a convencao de chamar de “proposi¢coes” aosa@ssicujas demonstracoes
nao sdo dadas aqui, mas podem ser encontradas nas refgrélecidemas” aos resultados
auxiliares demonstrados e de “teoremas” aos resultadosré#rados mais relevantes.






Capitulo 2

Formalismo Classico

O genoma de uma espécie € o conjunto de macromoléculas quesga@ansaveis por codificar
toda a informacé&o necessaria para construir as proteinatsas @rodutos usados no metabo-
lismo de um organismo [53, 34]. Essas macromoléculas s@losaucléicos. Muitos seres
vivos codificam a informacéo para a construcéo de proteimaalgumas moléculas de acido
desoxirribonucléico (DNA em inglés) chamado®mossomas O DNA é uma cadeia com-
posta por duafitas Cada fita € uma seqiiéncia de unidades basicas compostas pgricar
(desoxirribose), um fosfato e unise adenina (A), guanina (G), citosina (C) e timina (T).
A estrutura dessas unidades basicas induz or@mtacdona cadeia de DNA. As duas fitas
do DNA, que obedecem a uma estrutura de dupla hélice, sdadasijuintas pelas conexdes
(pontes de hidrogénio) entre os pares de bases: A—T e C — Gages A e T, bem como
C e G, sao chamad&mses complementarestre si. Umgeneé um segmento, ndo necessa-
riamente continuo, em uma das fitas do DNA que codifica info@imgara a construcédo de
uma proteina. As fitas de um cromossomo s@mplementares reversasto €, 0s genes que
pertencem a mesma fita possuem a mesma orientacdo, enqe@®oaes pertencentes a outra
fita possuem orientacdes opostas a da primeira. Um genortendorapenas um cromossomo
€ chamadainicromossomalcaso contrario € chamadoulticromossomalCada cromossomo
pode ser visto como uma seqiéncia de genes quandoctomnossomo linearou seja, com
duas extremidades; ou uma lista circular de genes, quandon@mssomo € uneromossomo
circular, ou seja, sem extremidades, uma cadeia circular.

O genoma pode sofrer alteracdes causadamptaicéeu recombinacdesUma mutacao
€ uma modificacdo em uma pequena regido no nivel das basesndoessomo. Por exemplo,
mutacBes podem alterar uma base, inserir uma nova base oué&éada cadeia. Uma recom-
binac&o envolve a mudanca de uma grande regido de um crammsgeralmente envolvendo
diversos genes. Recombinac¢des podem causar, por exenthpiplieacdo, insercdo, alteracao
de orientacdo, remog¢ao ou movimento em outras posi¢coesodmossomo de segmentos de
genes.
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Uma das técnicas mais importantes para a reconstrucéo gleniigs e proposicédo de novas
hip6teses evolutivas é a comparagcdo de genomas. Uma téamtastabelecida para a com-
paracdo de dois genomas é@lmhamento de seqiiéncigse consiste em encontradestancia
de edicdo ponderadantre dois cromossomos [53]. No problema de alinhamenteqiéén-
cias, um cromossomo de um genoma é visto como uma cadeiaat#eras sobre o alfabeto
de baseqd A, C,G,T} e supbe-se que ha apenas inserc¢oes, delegbes e subHitlgchases
como eventos de mutag&do. Por outro lado, alguns trabalhdsi@ogia molecular [48, 50]
demonstraram que o alinhamento em sequéncias nao é sendpreca imais adequada para o
problema de comparacao de genomas porque ha genomas rexaajue se distinguem mais
entre si devido aos eventos de recombinac&o do que aos wdmitoutacdo. Um exemplo da
relevancia das recombinacdes na diferenciacdo de genomasliéscoberta de que os geno-
mas mitocondriais dBrassica oleraceérepolho) eBrassica campestri@abo) possuem genes
quase idénticos, porém tais genes aparecem em ordens kamasgism cada genoma [50].
Chamaremos a esses eventos de recombinacéeetitos de rearranjem genomas. Eventos
de rearranjo em genomas parecem ser raros em algumas e$@8tiego a andlise desse tipo
de evento seria mais apropriada para a comparacdo de gedersapécies que possuem um
ancestral comum distante no tempo de evolugdo como é o casgedomas do homem e do
rato por exemplo [48].

A andlise de eventos de rearranjo em genomas foca a compaasfosicdes e orientacdes
dos mesmos genes em diversos genomas distintos. Assusengioe a evolugcdo segue um
cenario parcimonioso, isto é, os eventos seriam tdo rar@glifisilmente ocorreriam eventos
de rearranjo repetidos ou “retornos” a genomas passadam@sinteressados em, dados dois
genomas e os tipos de eventos de rearranjo permitidos, teacoma sequiéncia minima de tais
eventos de rearranjo que transformem um genoma em outre.é&sgsroblema de rearranjo
em genomasO namero minimo de eventos de rearranjo que transforma nonggem outro é
chamado delistancia gendmicaA distancia gendmica pode ser usada por exemplo como um
parametro em reconstrucao de filogenias [12].

Alguns exemplos de eventos de rearranjo sao as reversoesiaisie transposi¢cdes. Uma
reversao com sinais inverte a ordem e a orientacdo de umaérsggicontigua de genes, en-
guanto uma transposicdo move uma seqiéncia de genes pagosicdo no mesmo cro-
mossomo. Na Figura 2.1, podemos observar o efeito de umes&wveom sinais e de uma
transposicao sobre um genoma contendo um Unico cromossomo.

O formalismo classico introduzido por Hannenhalli e PeviRé] modela um genoma en-
fatizando a visdo do genoma como um conjunto de cromossornadaecromossomo como
uma sequéncia de genes. geneé identificado por um inteiro cujo sinal indica a orientacao
do gene. Os: genes encontrados em um genoma sao representados pelotcaglnteiros
SE(n) ={-n, ..., =2, =1, +1, +2, ..., +n}. Um cromossom@ uma fun¢éo, cha-
madapermutagdo com singigjue mapeia umposicaodo conjunto{1, 2, ..., n} em um



a) +1 -5 +4 -3 +2 -€

+1 -2 +3 -4 +5 —¢

b) 1 4 3 2 5 6

L

1 4 5 3 2 ¢

Figura 2.1:Exemplo de uma revers&o com sinais e uma transposig&o, addendmero inteiro representa um
gene (ou um marcador). (a) A reversdo com sinais inverte enoelmodifica a orientagdo de uma sequéncia de
genes. Os genes modificados séo sublinhados na figura. (bjreimsposicdo move uma sequiéncia de genes para
uma posi¢cao imediatamente anterior a um certo gene conaathapela flecha. O mesmo evento pode ser descrito
como a troca de lugar de duas sequiéncias adjacentes de genes.

gene emSE(n) naquela posigdo no cromossomo. Para um cromossgoma@gene encontrado

na posicda € denotado porr;. O formalismo classico assume em sua representacdo de ge-
nomas que um cromossomo € linear. Para que um cromossomtacipossa ser modelado
pelo formalismo classico, ele dever ser aberto entre doisgadjacentes que sédo escolhidos
para serem as extremidades do cromossomo. Um cromossamao fiossui duas representa-
coes equivalentes 281 = [my, ..., ] e -7 = [-m, ..., —m]. Umgenomaé um
conjunto de cromossomos. Dado o gendina {x(1),...,7(N)} contendaV cromossomos,
existem2” maneiras distintas de representar este genoma baseadzasagpresentacées de
Cromossomos.

Exemplo 1. Dado o conjunto de genétF(10) = {z € Z | 1 < |z| < 10}, um exemplo de
genoma com esses genel é {7, 0} onde

m=[+1, —6, +4, =3, +2]

0 =[+7, =5, +10, =9, +8§]

sdo os cromossomos fle

Em problemas de rearranjo em genomas cujos genomas sdomoggomais e 0s eventos
de rearranjo envolvidos ndo criam nem removem cromossausima-se simplificar a nota-
cdo do genoma usando-se apenas uma das representacdateatpsvdo Uinico cromossomo
como modelo para o genoma. Nessa apresentagéo do formalé&ssiro, nos concentraremos
na exposicao dos problemas de rearranjo cujos genomasradasfio unicromossomais.
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2.1 Reversdes com Sinais

Umareversao com sinaig(i, j), paral <i < j < n, € 0 evento de rearranjo que transforma o
genoma

™= [7T17 T2y ooy i1y Ty « ooy Tj—1y Tjy T541 - -y 71—”]
no genoma
Wp(l,j) = [7(17 T2y ov oy i1y —Tgy vovy =Ty Tj41, - o vy 7Tn]'

Exemplo 2. Sejar = [+1, —5, +4, —3, +2] um genoma. A reversdo com sinais}, 4)
inverte a ordem e modifica a orientacdo dos elemenj@sr,:

[+17 _57 _'_47 _37 +2]p(3a 4) = [+17 _57 _'_37 _47 _'_2]

Dados dois genomase o, 0 problema de rearranjo em genomas por reversées com sinais

consiste em encontrar uma sequéncia de reversdes comsingis ..., p; tal que
TP1. - Pk—1Pr = O

e k£ € minimo. Chamamos o niumero minirhade reversdées na sequéncia distancia de
reversdo com sinaider ao, denotada pod,.(7, o).

Dado o genoma, o problema de ordenacé&o por reversfes com sinaissiste em encontrar
uma sequéncia minima de reversdes com sinaigs, ..., p, tal que

TPL - Pr—1Pk = [17 2, ..., 77,]

Chamamos o numero minintode reversdes na sequénciadigtancia de reversao com sinais
der, denotada pod,. (7).

Exemplo 3. Dados 0s genomase o abaixo para um conjunto de geneg (5):
m=[+1, =5, +4, =3, +2] e o=[+1, +2, +3, +4, +5].

Mostramos uma sequéncia de reversdes com sinais que traasfiad genoma no genoma

Os passos da seqUéncia de reversdes com sinais S40 moatsagjos
mp(5,5) = [+1, =5, +4, —3, —2]
m0(5,5)p(3,3) = [+1, =5, —4, —3, —2]
mp(5,5)p(3,3)p(2,5) = [+1, +2, +3, +4, +5]

Para um dado genom@ umareversao com sinais ordenant&uma reversao com sinais
tal qued,.(mp) = d.(m) — 1.

SejaGen(SE(n)) o conjunto de genomas definidos p&r&(n). O valor maximo del,.(r)
para qualquetr € Gen(SE(n)) € chamado ddiametro de reversdo com sina@w denotamos

pord,(n).
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2.2 Transposicoes

Umatransposic¢éo (i, j, k), paral <i < j < k < n+1, € 0 evento de rearranjo que transforma
0 genoma

T =[m, .., T,
no genoma
mT(i, . k) = [T1, <oy Wity Ty «vvy Tholy Tiy oovy Tjm1y Thy - -y Tl
Observe que transposicdes podem ser vistas como permsitagie segue-se.
(i, 5, k)=1[1, ...,i—1,45, ..., k=14, ..., 5—1,k ..., n].
paral <i< j<k<n+1.

Dados dois genomas e um conjunto de genes sem sinais (i.@ rmo@sma orientacaa)e o,
o problema de rearranjo em genomas por transposig@ssiste em encontrar uma sequéncia

de transposicbes, 7, ..., 7 tal quenr, ... 717 = o € k € minimo. Chamamos ao valor
minimok dedistancia de transposicate = parac, denotada pod; (7, o).

Dado um genoma no conjunto de genes sem sifgig = {1, ..., n}, o problema de
ordenacao por transposicoe&®nsiste em encontrar uma sequéngia. .., 7, de transposi-
¢cdes que transformem um genomam|[+1, ..., +n] e k € minimo. O ndmero minimo de

transposi¢coes é chamado ddistancia de transposicage = e € denotado pat, (7).

Para um dado genomaumatransposicéo ordenanteuma transposicaotal qued;(77) =
dy(m) — 1.

Denotamos pod,(n) o diametro de transposicate Gen(E(n)), que € a maxima distancia
de transposicaa, (7) para todar € Gen(E(n)).

Em um cendrio evolutivo, diferentes tipos de rearranjo eemts podem ocorrer em uma
sequéncia de eventos de rearranjo que transformam um gesmomatro. Logo, é natural pro-
curar por sequéncias de eventos de rearranjo que transfoumegenoma em outro usando
um namero minimo de eventos de rearrranjo de tipos distiftosexemplo, poderiamos con-
siderar reversfes com sinais e transposi¢cdes como eventesudanjos possiveis. Dados 0s
genomasr e o € um conjunto de genes,poblema de rearranjo em genomas por reversoes
com sinais e transposicoesnsiste em encontrar uma sequéncia de eventog,, ..., px,
cada um sendo uma reversao com sinal ou uma transposicgoetab, . .. pr_1pr = 0 €k
€ minimo. Chamamos ao nimero minimo de eventos de rearratgalistancia de reversao
com sinais e transposi¢éntrer e o, denotado comd,(w, o). O problema de ordenagéo
(apenas um genoma como entrada) e o diametro podem ser defil@dnaneira semelhante a
dos problemas anteriores.
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2.3 Diagramas de Ciclos

Uma vez que problemas de rearranjo em genomas (envolvemsigadmmas) sdo sempre equi-
valentes aos problemas de ordenacéo (envolvendo um genofieaialismo classico foi de-
senvolvido principalmente para problemas de ordenagdon€ettos e resultados apresentados
a seguir podem ser encontrados nos trabalhos de diversmea(®8, 29, 32, 8, 53]. Esses
conceitos sao fundamentais para a compreensdo de como alifvnm classico lida com os
problemas de ordenacgao por reversfes com sinais e o proiéeandenacao por transposicoes.

Dada uma permutagdo (sem sinais} [ry, m, ..., 7,] Sobre um conjunt¢z € Z | 1 <
x < n}, aversdo estendidde = adicionar, = 0 em,,1 = n + 1 a permutacaa. Um par de
elementog;, m;11), para0 < i < n, dew € umaadjacénciaquando|r;;; — m;| = 1, caso
contrario o par é umponto de quebr§28]. O numero de pontos de quebra é denotaddpor.

Uma permutacdo com sinais pode ser também representada por uma permutacéo so-
bre o conjunto{1, ..., 2n}, chamada démagemde =, que consiste na sequéncia obtida
de 7 ao substituir-ser; por 2|m;| — 1 e 2|m;| quandor; é um inteiro positivo, e po2|m;| e
2|m;| — 1, caso contrario. Por exemplo, a imagem[d8, 2, —1, —4, —5] & a permutacdo
6, 5, 3, 4, 2, 1, 8 7, 10, 9]. A imagem de um cromossomoé€ denotada por’. Al-
guns autores definem a imagem de uma permutacao usando+; ao invés de|r;| — 1 de
2|m;| [53]. Ambas as representacdes sdo equivalentes. O nimeanttes de quebr&(w) de
uma permutacdo com sinaisé o niumero de pontos de quebra da permutacdo (sem sinais)
imagem der.

Dada uma reversdo com singig, j) para uma permutacdo com sinaisa reversdo com
sinais com efeito equivalente para a imagemrdep* = p(2i — 1,25) [6]. Nesse caso temos
(mp)" = «'p*. Logo, qualquer sequiéncia de reversdes com sinais queerdende ser vista
como uma sequéncia de reversdes com sinais que ordena

Exemplo 4. Parar = [—1, 4, 2, —5, —3| areversdo com sinajg2, 4) tem efeito equivalente
ap(3,8), que inverte os elementos nas posi¢ces d8, incluindo ambos e &:

ot =7'p(3,8) =10, 2, 1,9, 10, 4, 3, 8, 7, 6, 5, 11]

Dada uma permutacdo com sinaisdenotamos poAb(p, ) a diferenca no numero de
pontos de quebr&(wp) — b(7). Uma vez que uma reversao inverte um segmento contiguo de
uma permutacado com sinais, a reversao pode criar ou elimimaaximo dois pontos de quebra
emr. Logo, temos-2 < Ab(p, ) < 2. A desigualdade anterior sugere um limitante inferior
para a distancia de reversdo com sinais:

b(r)

T < dr(ﬂ-)

O limitante inferior baseado em pontos de quebra ndo é musto j28]. Bafna e Pevz-
ner [6] identificaram um parametro mais adequado ao obsarestrutura de um diagrama
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definido a partir de uma permutacao.

O diagrama de ciclosle uma permuta¢c&o em sua versao estendida (também chamado de
diagrama de pontos de queBralenotado poB (), é construido tomando-sews-2 elementos
de 7 como vértices e dispondo esses vértices nha ordem em queapana permutacdo. Os
verticesr; e 7; séo ligados por umaresta pretagquando(r;, 7;) € um ponto de quebra em
(i.e. |m — mj| # 1 eli — j| = 1) e por umaaresta cinzequando|i — j| # 1 e |m; — ;| = 1.

A Figura 2.2 mostra o diagrama de ciclos para uma permut&g&@ilagrama de ciclos de uma
permutacdo com sinais é 0 diagrama de ciclos obtido a partir da imagemrgd®u seja, 0
diagramaB(7’). A Figura 2.3 ilustra um diagrama de ciclos para uma perrdotagm sinais.

Figura 2.2:Diagrama de ciclos d@, 6, 3, 5, 4, 8, 2, 9, 7, 1, 10, 11] ja em sua vers&o estendida.

Bergeron [8] define o diagrama de ciclos de maneira um podecedie da definicao origi-
nal de Hannenhalli e Pevzner [28]. Na definicdo de Bergerarr@ifido que existam multiplas
arestas entre dois vértices. Nesse caso o diagrama de €ictosstruido ao se dispor os ele-
mentos da imagem de uma permutacdo com sin@emo veértices, incluindo e 2n + 1, na
ordem em que aparecem na permutacao (ver a parte superigguda E.3). Ha uma aresta
cinza(z,y) quandor = 2i, y = 2i + 1 para0 < i < n. H& uma aresta prefa;, y) quando
T = Ty €y = my,, parad < ¢ < n. A Figura 2.3 mostra um exemplo de um diagrama de
ciclos para a permutagdo com sinais= [—3, 2, —5, —4, 1]|. Devido a sua simplicidade,
iremos adotar a representacdo do diagrama de ciclos usatedimgdo de Bergeron. Além da
variacdo de definicdo do diagrama de ciclos, alguns autoresderam uma maneira conveni-
ente de representar graficamente o diagrama. O diagrandi@dralmente representado com
0s vértices dispostos em uma linha, como mostrado no topagdaaF2.3. No entanto, pode
ser mais conveniente apresentar o diagrama de ciclos de dm‘iticcular”, como ilustrado na
parte inferior da Figura 2.3. Como Hannenhalli e Pevzne}, R&aplanet al.[32] ja destaca-
ram em seus trabalhos, circularizar a imagem de uma peréwpsgmite maior uniformidade
para lidar com obstéculos, que seréo definidos na Secao 2.5.

Dado um diagrama de cicld3(r), um ciclo deB(r) é chamadalternantequando quais-
quer duas arestas incidentes em um mesmo vértice possuesriggintas. De agora em diante,
guando nos referirmos a ciclos do diagrama de ciclos estarémando de ciclos alternantes
e também poderemos nos referir aos “ciclos da permutacaidquestamos de fato falando
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Figura 2.3: Duas maneiras diferentes de se desenhar o diagrama de dicipsrmutacdo com sinais =

[-3, 2, —5, —4, 1]. Na parte superior da figura, o diagrama € desenhado comsis pretas alinhadas ao longo
de uma reta horizontal (as arestas cinzas séo represeptadathas tracejadas). Na parte inferior da figura, O
mesmo diagrama é desenhado com as arestas pretas dispo&iascede um circulo. Em ambos os casos a ordem

dos vértices é dada pef.
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dos ciclos no diagrama de ciclos definido pela permutacaoa@rama de ciclos possui uma
propriedade fundamental: como cada vértice tem grau exs@?, h4 uma Unica decompo-
sicdo em ciclos no diagrama. @mprimentode um ciclo € o nimero de arestas pretas no
mesmo. Seja(r) o numero de ciclos em® () (esse numero é bem definido devido a Unica de-
composicao em ciclos do diagrama). Como uma consequémcipepitir ciclos de tamanho
unitario na representagéo do diagrama de ciclos de Bergexatorc() definido por Bergeron

€ maior que o numero de ciclos definidos por Hannenhalli erfeeyzelo valor de + 1 — b().
Denotando pots,(m) 0 nimero de ciclos com comprimento de pelo mehdsmos

c(m)=n+1-=0b(m) + cso(m).

Adotamos nessa apresentagdo do formalismo classico o aldeasiclosc(w) que inclui os
ciclos unitarios.

Para analisar a estrutura complexa do diagrama de ciclogfeit®s de uma reversao com
sinais em uma permutacéo e no diagrama, Hannenhalli e Rexam&troem uma permutacao
equivalente por meio deperactes de padding@8]. O diagrama de ciclos da permutacao ob-
tida por meio das operacfes de padding é composto somentiejogrde tamanho dois. Essa
permutacdo equivalente contém a mesma informacao da Ee@oudriginal e simplifica a ana-
lise da influéncia de revers6es com sinais no nimero de ciblass tarde, Kaplaet al. [32]
descobriram que ao se focar revsos i.e. arestas cinzas, ao invés de ciclos, é possivel aban-
donar as operacdes de padding e obter a informacéo desefadaos efeitos de uma reverséo
com sinais diretamente da permutacdo original. Devido @ dssenvolvimento teérico, ndo
apresentamos os efeitos de operacgdes de padding em payesutac

Dado um diagrama de cicloB(r), sejag = (7}, 7;) com 7; par, uma aresta cinza no
diagrama de ciclo®3(7). Definimos ointervalo induzido pory como o conjunto de inteiros
ndo negativosi, j] = {k | i < k < j}. Arestas cinzagr;, 7)) e (m,, m,) sdoentrelagcadas
quando os intervalog, j| e [a, b] s&o tais quéi, j] N [a,b] # 0, [i,j] Z [a,b] €[a,b] < [i,]].
Dois ciclosC; e C; sdoentrelagcadogjuando h& arestas cinzas entrelacagas C, e g» € C,
no diagrama de ciclos.

Denotamos poAc(p, 7) a diferenca no niumero de ciclog&rp) — ¢(7). Uma reversdo com
sinais épropriaquandaAc(p, v) = 1. Cada par de arestas preta§, my, ;) € (my;, m,.1), para
0 <i < j < n, no diagrama de ciclos define uma reversdo com spiaig). Uma reversédo
com sinaisp atua emuma aresta cinza quando ela € definida pelas arestas pretas incidentes
a aresta cinzg. Uma aresta cinza @rientadaquando a reversdo com sinais atuando nela é
prépria, caso contrario elaréo orientada Um ciclo éorientadoquando possuir uma aresta
cinza orientada entre as suas arestas, caso contra#io érientado Se existe uma sequéncia
de reversdes com sinais proprias que orderentaod, (r) = n+ 1 — ¢(7). Em qualquer caso,
temosAc(p, 7) < 1[6]. Logo, um limitante inferior mais justo para a distandmreversédo
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com sinais é:
n+1—c(r) <d,(m),

uma vez que o diagrama de ciclos da permutacao identidadaipos 1 ciclos. A permutacao
identidad€0, 1, 2, ..., 2n + 1] € a Unica permutacgao cujo diagrama de ciclos passuil
ciclos e por esta razdo poderiamos acreditar que para eacanta seqiéncia minima de re-
versfes com sinais bastaria encontrar reversfées que amemtiimero de ciclos do diagrama
de ciclos. Infelizmente, reversdes com sinais que aumeataimero de ciclos (reversées com
sinais proprias) nem sempre pertencem a uma seqiénciaadoieordena uma permutacao.

Exemplo 5. Considere a permutacéo com sinais= [4, 3, 1, —5, —2|, que possui(r) =

3. Existem duas reversdes com sinais proprias que podemicarapim: p; = p(4,5) e

p2 = p(2,4). No primeiro caso, a permutacao resultanie ndo possui nenhuma reversdo com
sinais proprias e portanto sua distancia é pelo menos 3. Rarlado, a permutacéaep, ndo
apenas tem uma reversdo com sinais propria mas também adnateeqiéncia de reversées
com sinais que a ordena, o que atestadjie) = 3. Podemos concluir que é uma reversao
com sinais ordenante enquamtondo €.

2.4 Grafo de Sobreposicéo

Kaplan, Shamir e Tarjan [32] definem um grafo baseado na&elde entrelagamento entre
arestas cinzas (arcos) do diagrama de ciclos. Dada uma f@&gdowom sinais, o grafo de
sobreposi¢aale 7, denotado poOV (r), é o grafo cujo conjunto de vértices é o conjunto de
arcos deB () e dois vértices sdo ligados por uma arestal8it{r) se as arestas cinzas corres-
pondentes en®3 () s&o entrelacadas (adotamos uma nomenclatura distintaliaptien, Sha-
mir e Tarjan [32], pois 0 que chamamos de grafo de sobrepmsagfieles autores chamam de
grafo de entrelagamento). Um vértice €émy () € orientadose a aresta cinza correspondente
em B(m) é orientada, caso contrario o vértice&o orientado Um componente er)V ()

€ orientadoquando ele contém um vértice orientado, caso contrario eioéorientado A
Figura 2.4 ilustra um grafo de sobreposicéo.

O grafoOV (7p) obtido por meio da aplicacéo de uma reversédo com sirdeginida por um
veértice orientade no grafo de sobreposic@d/ () consiste no grafo com 0 mesmo conjunto de
vértices, mas com o subgrafo contendoseus vértices vizinhos complementado e a orientacdo
dos vértices nesse subgrafo trocadas [32]. A Figura 2.5alusefeito de uma reversdo com
sinais em um grafo de sobreposicao.

Dado o grafaOV (r) definido para uma permutag&o com singisima reversdo com sinais
que ndo aumenta o0 numero de componentes ndo orientado$’¢mp) em relacdo &V (),
exceto por vértices isolados, é chamada de revessgura
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" 0 (0,2)
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Figura 2.4: a) O diagrama de ciclos do genoma= [-3, 2, —5, —4, 1]. b) O grafo de sobreposicdo
correspondent®V (r) derw. Para cada vértice no grafo de sobreposi¢éo hd uma arestactirespondente no
diagrama de ciclos. Vértices orientados séo pretos, etguértices ndo orientados sdo brancos.

(0,1) (0,1)
(10,11) (2,3) (10,11) 5 T (2,3)
8.9 o (4,5) ®9) o (4,5)
o
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Figura 2.5: Efeito de uma reversdo com sinais em um grafo de sobreposa@Grafo de sobreposigéo do
genomar = [-3, 2, —5, —4, 1]. b) O grafo de sobreposic@oV (rp) onderp = [-3, 2, —1, 4, 5] epé
definido pelo vérticer = (10, 11). O grafoOV (wp) € obtido por meio da seguinte transformaca@dé(n): o
grafoOV (7p) possui o mesmo conjunto de vértices¥E (), mas o subgrafo contende seus vértices vizinhos
emOV (m) aparece complementado e a orientac&o dos vértices nesgafsudfio trocadas edV (mp).
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Anne Bergeron [8] propds uma simplificacédo da teoria utilzao problema de ordenacéo
por reversdes com sinais. Em seu trabalho, a permutacdoinam é colocada em foco ao
invés das estruturas derivadas como o diagrama de ciclogjei®a identificou alguns dos
conceitos e parametros apresentados anteriormente naagrépmutacdo, como por exemplo
as reversoes proprias e obstaculos (veja Secéo 2.5).

Faremos uma breve descricdo dos principais pontos desaaisao sobre a teoria. Seja
uma permutacdo com sinais em sua verséo estendidapaddmrientado(r;, ;) dew € um
par de inteiros com sinais opostos que seriam consecutvimsrseados em valor absoluto, i.e.,
temos||w(i)| — |7(j)|| = 1, caso contrario o par de inteiros € chamadon&o orientado Por
exemplo, na permutagdo com sinais

[07 _27 37 _57 47 17 6]7

os pares orientados s@e-2, 1), (-2, 3), (=5, 4) e (=5, 6). Para cada par orientado de
uma permutag¢do ha uma unica aresta cinza corresponderfemLogo, um par orientado
induz uma reversdo com sinais prépria que é a reversao c@is sjne atua na aresta cinza
correspondente. A reversdo com sinais induzida pelo pentado(r;, =;), que Bergeron
chama deeverséo orientadae

pli,j—1), sem +m; = +1

ou
p(l + 1,j), ser; +7Tj =—1.

Observando-se o efeito de uma reversao com sinais indpgjdando aplicadaa, pode-se
verificar que ao menos uma adjacéncia é criadargnem outros termos, o nimero de ciclos
em relagdo &(7) aumenta de a0 menos um, uma vez que um ciclo novo de compaiment
aparece enB(wp). Por exemplo, considere a permutacéo seguinte

=10, =2, 3, =5, 4, 1, 6].
A reversdo com sinais induzida pelo par orient&d@, 1) € p(2,5). Temos:
7p(2,5) = [0, =2, —1, —4, 5, —3, 6].

A permutagédar acima possub pontos de quebra € pares orientados, enquantp(2, 5)
possui5 pontos de quebra 2 pares orientados. Toda reversdo com sinais orientada € pro-
pria, embora ha reversdes com sinais proprias que ndo sidamtas no sentido oferecido por
Bergeron [8]. Comentamos anteriormente que seria tentadiaarmos reversdes com sinais
préprias, muito embora elas possam nédo ser reversdes otdena questdo crucial que se
coloca é: quais reversdes com sinais orientadas tambénew@rsdes ordenantes? Bergeron
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propde um novo parametro associado a reversao com sinpisgarque parcialmente responde
a essa questdo. Dada a permutagia pontuacdode uma reversdo com sinais orientaga
denotada pop(p), € o nimero de pares orientados £m A pontuac¢éo de uma reversdo com
sinais orientada pode ser obtida por meio do grafo de sobreposicéo da sedoiinta. Seja
o0 vértice orientado no qual a reversdo com sinais orientataa. O valor da pontuacao de
ép(p) =T+ U — O — 1, ondeT’ é o numero de vértices orientados no grafo de sobreposigéo
dew, o valorU é o numero de vértices ndo orientados adjacentes @valorO é o nimero de
vértices orientados adjacentes.aJma reversao com sinais orientada e com pontuagédo maxima
€ segura [8].

Bergeron afirma que escolher uma reversdo com sinais atgentan a pontuacdo maxima
em cada passo do processo de ordenacdo € uma estratégia Bss®fato é afirmado no
seguinte resultado:

Proposicéo 6(Bergeron [8]) Se a aplicacdo sucessiva de uma sequénciardeersdes com
sinais orientadas com maxima pontuacao a permutadaga a permutacdé com nenhum
elemento negativo, entéyr) = d(0) + k.

A Proposicédo 6 afirma que reversdes orientadas com maxintaggéo sao reversdes or-
denantes. Aplicando-se reversdes desse tipo na permutag@guanto for possivel ira fati-
dicamente levar a uma permutacdo que nao contém nenhumi@atado. Se a permutacao
resultante ndo é a permutacéo identidade, precisamostearooutra maneira para escolher re-
versdes ordenantes. Na Secdo 2.5, discutiremos o coneettbstidculos e o tipo de reverséo
com sinais que pode elimina-los.

2.5 Obstaculos

O conceito de obstaculos foi apresentado primeiramentéiponenhalli e Pevzner [29], no
entanto, iremos apresentar uma definicdo equivalente esmgites de obstaculos apresentada
por Kaplan, Shamir e Tarjan [32].

Dada uma permutagdoe seu grafo de sobreposicd@¥’(r), sejax;, ..., xx uma sub-
sequéncia dos elementag w1, ..., 7,1 que incidem em arcos de componentes ndo orien-
tados com mais de um vértice @&/ (7). SejaC' R uma circunferéncia na qual os elementos da
subsequéncia sdo dispostos tal gue segue a; paral < i < k— 1 ez, segue a. Paraum
dado componente ndo orientatibde OV (7) com mais de um no, seja(M) C {xy, ..., =%}

o0 conjunto dos vértices ed(7) que sejam incidentes aos arcos e Um componente ndo
orientadoM com mais de um né € umbsticuloquando os elementos d&( M) aparecem
consecutivamente na circunferénci&. Ao se utilizar a representagéo circular do diagrama
de ciclos, é possivel identificar quais componentesim) correspondem a obstaculos em
OV (m), pois o diagrama de cicloB(7), descartados os ciclos de comprimento unitario e os
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componentes bons, dispde a subsequéncia de elemgntas, x; como emC R. Componen-

tes ndo orientados deV (7) que ndo sdo obstaculos sdo chamadmsobstaculosDenotamos
porh(m) o nUmero de obstaculos de De maneira semelhante a pontos de quebra e ciclos, a va-
riacdo no numero de obstaculos resultante da aplicacdo deav@rsdo com sinais € denotada
por Ah(p, ) = h(mp) — h(m).

Exemplo 7. Considere a permutacdo com sinais= [11, 10, 1, 8, 7, 2, 5, 4, 3, 6, 9]
definida no conjuntdqz € Z | 1 < |z| < 11}.

A Figura 2.6 mostra o diagrama de ciclB$r) e o grafo de sobreposic@V/ () der. Os
vértices que incidem nos nds dos componentes C’ aparecem consecutivamente ao longo
da representacao circular @) e portantoA’ e C’ sdo obstaculos, ao contrario do compo-
nente B’ que ndo € um obstaculo pois os vértices incidentes nos aec®$ Kdo aparecem
consecutivamente ao longo da representagéo circulBr(dg

Hannenhalli e Pevzner [29] observaram que uma reversaoioais satuando em um arco
de um obstaculd< de uma permutacén, quando aplicada a, transforma o obstaculé&
em um componente orientado com 0 mesmo numero de cicloB(@me cada ciclo com o
mesmo comprimento anterior. O obstacéldoi eliminado deOV (mp), isto é, o componente
torna-se orientado, no entanto outros obstaculos podegir ean OV (7p). Tal operacéo para
eliminar um obstaculo é chamada d&te de obstaculoe dizemos que a reversdo com sinais
p corta o obstaculo. Essas definicbes nos ajudam a distinguir eatsetidos de obstaculos.
Um obstaculo para o qual existe uma reversdo com sinaisddan um dos seus arcos tal que
Ah(p, ) = —1 € chamado debstaculo simplescaso contrario ele é usuper obstaculoA
Figura 2.7 ilustra os diversos tipos de componentes na fi@gdo com sinais

r=I[1,3,5 7 6 8, 4,9, 11, 10, 12, 2, 13, 15, 14, 16].

Dada uma permutacao com sinaisde acordo com Hannenhalli e Pevzner [29], uma re-
versdo com sinais &€ umareversao segurae Ab(p, m) — Acsa(p, ) + Ah(p, m) = —1, 0 que
corresponde ah(p, 7) — Ac(p, m) = —1 em nossa notagdo. Kaplanal.[32] definem uma
reversdo segura de maneira mais restritiva, uma vez quse ass®es requerem que a rever-
sdo com sinais deve ser propria para ser uma reversao s&gleabrando que uma reversao
propria satisfazAc(p, 7) = 1. No caso em que uma reversdo segura atua em componentes
orientados, as duas definicdes de reversdes seguras sémeufes. Uma reversdo com sinais
atuando em um arco de um obstaculo simples é uma reversda $2gJL

Sejar uma permutacdo com pelo menos dois obstacilasL no grafoOV (x). O con-
junto de pontos finaide um obstaculd’, denotado poE' P(K), € formado pelos vértices mais
extremos do arco er@'R que contém todos os vértices incidentes a arco& dam OV ().
Chamamos os obstaculés e L de consecutivogiuando ambos os conjuntos de pontos finais
EP(K) e EP(L) séo consecutivos efiR, isto €, ndo ha um obstaculd tal que EP(M)
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(0,1) o—=o (18,19)
A
(22,23) & & (20,21)

(2,3) O—0 (16,17)
B
(12,13) & L (14,15)

(8,9) O—0 (10,11)
C’

(b)

Figura 2.6: Exemplo de obstaculos de uma permutagdo. (a) Diagrama ties e permutacia =

[11, 10, 1, 8, 7, 2, 5, 4, 3, 6, 9] e correspondente circunferéndi&? com os vértices incidentes aos ar-
cos dos componentes néo orientados. O diagrama de cicloagbsto por trés componentes ndo orientadps

B, eC. Os vértices desses componentes sdo representados pms gemhesmo nome na circunferénCi. Os
pontos enC' R que pertencem ao mesmo componentB8(e) e aparecem consecutivamente@® sao indicados
pelos arcos tracejados. (b) Grafo de sobrepogigi¢r) obtido do diagrama de ciclos anterior. Os componentes
néo orientadosgl’, B’ e C' deOV () correspondem aos componentes3 e C' de B(w). Os componented’ e C’

sdo obstaculos de pois 0s pontos correspondentes a vértices dos componkat@saparecem consecutivamente
emCR.



22 Capitulo 2. Formalismo Classico

S~__+7 / / -
29 ! o 10
/ / v , -
Iz / <
S __ g7 F / // /// //
26 7 7/ 7 A 7/
s 7/ e / /
- // // /// / _ 13
, - /1 [
25 _ a > /0 |7
~ Lo ’ £ @ 14
h - [ /\//
\ s 7 / !
e | A
\ - - / 17 N
\ - ! N
— =" ! I ¢ ~ 11
- ==—-Z- ! N
4 - ,C' BN
| 1 N

21 18 17

Figura 2.7: Diagrama de ciclos da permutacdo com sinaisOs componentes e(7) que correspondem

a obstaculos e ndo obstaculos, bem como obstaculos simplggee obstaculos sdo mostrados no diagrama. O
diagrama de ciclo®(7) ndo contém nenhum componente orientado. Os vértices dooremie ndo orientadB

ndo aparecem consecutivamente no diagrama logo o compar@néspondente e@V (7) € um ndo obstaculo.
Pelo mesmo motivo, o componente €Ny (w) correspondente @ também € um né&o obstaculo. Por outro lado,
os componentes ei@V (7) correspondentes B, E e F' séo obstaculos, uma vez que os vértices de cada um
deles aparecem consecutivamente no diagrama. Se o obstéctgspondente & é cortado, 0 componente
correspondente & em OV () torna-se um obstaculo, logb é um super obstaculo. O mesmo ocorre com o
componente correspondent@'aue também é um super obstaculo. Por outro lado, 0 comporaméspondente

a E pode ser cortado causando uma reducdo no numero de obstéou@V (7p), entdo aguele componente
correspondente B € um obstaculo simples. Os componentes correspondedtesasdo ndo obstaculos porque

possuem apenas um arco cada (sé&o componentes com um Utioe eOV (r)).
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Componentes

Orientados N&o Orientados

Obstéaculos N&o Obstaculos

Simples Super

Figura 2.8:Classificagdo de componentes de uma permutagao.

separeEP(K) de EP(L); caso contrario, 0os obstaculés e L sdonédo consecutivos Por
exemplo, os obstaculo$’ e C' mostrados na Figura 2.6 sdo consecutivos, pois 0 componente
ndo orientadd3 em B(7) ndo corresponde a um obstaculo @i (7). Dados os obstaculds

e L emOV (x), uma reversdo com singisdefinida por uma aresta preta incidente a um arco
de K e uma aresta preta incidente a um arcd.dem B(7) é chamada dpin¢éo de obstacu-

los. A juncédo de obstéculgs elimina os obstaculos ndo consecutivoe L emmp [29, 32].
Hannenhalli e Pevzner [29] demonstram, usando outros tgranBroposicao 8 e Proposicéo 9

a seqguir:

Proposicao 8.Sejar uma permutagdo com um numero parde obstaculos. Qualquer sequén-
cia dek — 1 juncdes de obstaculos que elimine dois obstaculos ndo aans®s seguida por
uma jungéo dos dois obstaculos restantes transfarera uma permutacédtal qued,.(6) =
d,(m) — k e 6 possui apenas componentes orientados.

Uma permutacdar é chamada de umi@rtalezaquandor possui um numero impar de
obstéaculos e todos eles séo super obstaculos (ver FigyraSe.f(7) igual a 1 quandar é
uma fortaleza @, caso contrario.

Proposicéo 9.Sejar uma permutacdo com um namero impart+ 1 de obstaculos.

e se houver ao menos um obstaculo simgleem 7 entdo uma reversgoatuante em um
arco deH corta o obstaculd/, enquanto quep tem2k obstaculos €,.(7p) = d,(7) — 1.

e serw € uma fortaleza entdo uma sequéncia:de 1 juncdes de obstaculos que elimine
dois obstaculos ndo consecutivos seguida por duas jungdésisgl obstaculos conse-
cutivos (uma juncéo elimina dois obstaculos originais em¢ a seguinte elimina dois
obstaculos criados pelo primeiro e Ultimo obstaculos paig) transforma a permutacao
memd tal qued, () = d.(r) — (k + 1) e possui apenas componentes orientados.



24 Capitulo 2. Formalismo Classico

Temos agora todos os dados necessarios para resolver erpeotde ordenacao por rever-
sbes com sinais. Como exemplo, temos o algoritmo proposti§gg@an, Shamir e Tarjan [32]
gue consiste em primeiramente aplicar reversfes que elimgs obstaculos para transformar
a permutacao de entradam uma permutac&bque contenha apenas componentes orientados
emOV (0), seguido da aplicagdo de uma sequéncia de reversdes dagmam maxima pon-
tuacdo (reversdes seguras). A proxima proposi¢cao contémmaila para encontrar a distancia
de reversao com sinais envolvendo os parametros discaidesormente: o nimero de ciclos
de B(w), o nUmero de obstaculos eni/ () e o fato der ser ou ndo uma fortaleza.

Proposicao 10(Hannenhalli e Pevzner[28]Ppada a permutac¢éo, entao:
dy(r) = n +1— c(m) + h(m) + [(m)

A férmula para a distéancia de reversao com sinais nos pecatlitalar o diametro de rever-
s&o com sinais.

Proposicao 11.0 valor do didametra, (n) para todos os genomas &ran(FE) satisfaz:

dr(l) = 1,
dr(2) = 2,
d.(n) = n+1, paran > 3.

2.6 Diagramas de ciclos e Transposicdes

O problema de ordenacéo por transposi¢cdes demonstrowésenaimento um problema mais
dificil do que o problema de ordenacado por reversdes conssino sabemos se existe um
algoritmo polinomial que resolva o problema de ordenacédrposposi¢cées ou se o problema
€ N P-dificil. Bafna e Pevzner [7] apresentaram o primeiro adtgus aproximado de tempo de
execucao polinomial para o problema de ordenacéo por waitgies. Nessa secao, apresenta-
mos a abordagem de Bafna e Pevzner para o problema e mostramadgoritmo com fator de
aproximacao de,5.

Bafna e Pevzner [7] e Hartman e Shamir [30] apresentam vediferentes do diagrama
de ciclos de uma permutacé@o Bafna e Pevzner definem um vértice para cada elemento em
e o resultado final € um diagrama de ciclos de uma permutajaqye os vértices podem ter
até grau quatro. Hartman e Shamir definem o seu diagramalds sigpondo que o0 genoma
unicromossomal é uma permutacdo com sinais e precisa seartido para a sua imagem para
obtermos o diagrama de ciclos, como na Secao 2.3. Uma djteretevante € que Hartman
e Shamir consideram cromossomos circulares, observarelbauma correspondéncia direta
entre as versdes linear e circular do problema. Como vimeeg@o anterior ao lidar com os
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Figura 2.9:0 genomar é uma fortaleza: todos os trés obstaculos no diagrama @ &b super obstaculos.
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obstaculos de uma permutacédo, certas vezes é mais cortedidancom uma lista circular de
elementos do que uma sequéncia (permutacéo) de elementos.

Seguiremos a mesma linha de apresentacao desenvolvida pasa de reversdes com Si-
nais. Como antes, um genoma unicromossomal € uma permutagasinais. Como transposi-
¢bes nunca trocam sinais, iremos considerar que todosrogem/es sdo ndo negativos no pro-
blema de ordenacao por transposi¢cées. Logo, para um genansaa imagem’ € obtida ao
se substituir cada elementdi), paral < i < n por2n(i) — 1 e 27 (i) nessa ordem. Além
disso, a verséo estendida da imagem gessui os elementos(0) = 0 en’(2n+1) = 2n+1.
Uma transposi¢éo(k, [, m) emn’ € chamadédegal quandok, [, m s@o impares ndo negativos.
Observe gque esse conceito de transposicao legal € analoga aagéo implicita no trabalho
de Hannehalli e Pevzner [29], que proibe cortesréem posicdes que nao existem emPara
qualquer transposi¢c&oem uma permutacdo com sinaisexiste uma unica transposicao legal
correspondente tal que(w7)’ = 7'7’. Uma vez que o diagrama de ciclos é definido do mesmo
modo que foi definido para o caso de reversfes com sinaisemasta mesma notacao para
0 numero de ciclog(m) (incluindo ciclos de comprimento unitario). Um ciclo € uniclo
qguando o seu comprimentad:é Um k-ciclo é umciclo longoquandok > 2, caso contrério ele
€ umciclo curto

Dada a permutacdo com sinaise uma transposicae, sejaAc(t,m) = c(n71) — ¢()

a diferenca no numero de ciclos quandeé aplicada ar. Bafna e Pevzner [7] provam que
Ac(r,m) € {—2,0,2}. A partir dessa observacéo, eles deduziram o seguintalfitaiinferior
para a distancia de transposigao:

Proposicao 12.Para qualquer permutagdo com sinaidefinida num conjunto de genes,
temos
de(m) = nt-—dm 12_ C(W)-

Bafna e Pevzner [7] melhoraram ainda mais o limitante iofediado pela Proposicao 12
ao levarem em conta a paridade dos ciclof3de). Um ciclo éimpar se o seu comprimento
é impar, caso contrario o ciclopar. Dada uma permutagén sejamc,yqq () € Cepen () res-
pectivamente o numero de ciclos impares e o numero de ciates pmB3 (7). Um limitante
inferior mais justo para a distancia de transposicéo segue-

Proposicéo 13.Para qualquer permutacao com simadefinida no conjunto de genes, temos

1— 0
dy(m) > n+ Cdd(ﬂ—).
2
Dada uma permutagdo com sinaisuma transposi¢cae € chamada de um-movimento
quandoAc(7nT, ) = z ondex € {-2,0, 2}.

Proposicdo 14.Ser é uma permutacdo com sinais distinta da identidade, eniéte axm
2-movimento ou un-movimento seguido por ugrmovimento emr.
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Dada a permuta¢&o, no pior caso, o numero de ciclos gfr7) seria aumentado de um
ciclos apenas comparadd ). Logo, um limitante superior para a distancia de transposi¢
segue diretamente da Proposi¢ao 14:

Proposicédo 15.Qualquer permutacdo com sinaislefinida no conjunto de genes pode ser
ordenada com + 1 — ¢() transposicoes.

Proposicao 15 permite projetar um algoritmo aproximatiaoap problema de ordenagédo
por transposi¢des cuja solu¢cdo ndo € maior que o dobro dedsolitima. O algoritmo de
ordenacédo € baseado em uma estratégia gulosa de en@ntoimentos ou sequéncias de
0 — 2-movimentos. Observe que ueAmovimento ndo € necessariamente uma transposicao
ordenante. Bafna e Pevzner [7] mostram que uma melhoriéisgjiva no algoritmo aproxi-
mativo pode ser obtida se tentarmos encontrar transpasigfeaumentem o niumero de ciclos
impares no diagrama de ciclos.

Dada uma permutacdo com sinaig uma transposicaq dizemos que é umatransposi-
¢ao validaquandoAc(r,m) = Ac.qq(T, 7). Investigando o papel de algumas estruturas auto-
entrelacadas no diagrama de ciclos, Bafna e Pevzner [#hdegam as condi¢des suficientes
para se encontrar movimentos validos em uma permutacao.

Proposi¢éo 16.Se existe um ciclo longo efi(r), onder € uma permutag¢édo com sinais, entao
existe un2-movimento valido emr ou um0-movimento valido seguido por datismovimentos
validos consecutivos.

Observe que a Proposicado 16 vale apenas para permutacopsssumam ciclos longos.
Uma andlise diversa é necessaria para permutacfes quensgostas somente por ciclos cur-
tos. Bafna e Pevzner [7] encontraram transposi¢des atiandinis ciclos curtos que aumen-
tam o numero de ciclos impares, embora o nimero de ciclos mautscdo mantenha-se o
mesmo. Dada uma permutag&pum 0-movimentor é chamaddomse ele cria dois novos
ciclos impares en3 (7).

Proposi¢éo 17.Se B(w) tem apenas ciclos curtos, entdo existelamovimento bom seguido
de um2-movimento valido enr.

Combinando a Proposicéo 16 e a Proposicao 17, Bafna e P¢vkpespuseram o seguinte
algoritmo aproximativo de fator de aproximacgibo:

Proposigdo 18.0 algoritmoTransSorbrdenar em tempo de execuc@iy(n?) ao usar ndo mais
que%(n + 1 — coqq()) transposicdes, sendo um algoritmo de fator de aproximagao

O algoritmoTransSortordena qualgquer permutagdo com no Maxio + 1 — ca(T))
transposicdes. Logo, um limitante superior mais justo pat@metro de transposicao pode ser
obtido.
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Algoritmo TransSort

. while 7 ndo esté ordenadio
if B(m) tem um ciclo longdhen
Apligue um2-movimento valido ou uni—2—2-movimento valido ar.
else{ B(w) tem apenas ciclos curtos}
Apligue um0-movimento bom seguido por utamovimento valido ar.
end if
end while

NoasrwdbdR

Figura 2.10:Algoritmo para ordenar uma permutagéo

Corolario 19 (Diametro de Transposi¢dop diametro de transposicéo den(F) é no maxi-
mo 22,
4

Bafna e Pevzner [7] verificaram qde(n) = |n/2| + 1, para3 < n < 10 e que gpermu-
tacao reversaisto é, a permutacdo que mapéeiemn — i + 1 paral < i < n, satisfaz essa
distancia de transposicéo. Christie [17] e Meidanis, WatBias [41] demonstraram que de
fato a disténcia de transposi¢éo da permutacao revers®¢ + 1 e conjecturaram que a dis-
tancia de transposicdo da reversa seria o valor do diametramsposicao. Erikssat al.[23]
encontraram valores para o diametro de transposicéo (paral3 e n = 15) que falsificam
a conjectura anterior; além disso, demonstraram que évebssflenar uma permutagcdo com
no maximo| (2n — 2)/3| transposi¢des para > 9, ou seja, um limitante superior mais justo
para o diametro de transposi¢do. Elias e Hartman [22] detmeongjue| (n + 1)/2| + 1 é um
limitante inferior mais justo para o diametro de transpisic

Proposicao 20(Diametro de Transposi¢adparaGen(FE) en > 9, temos:

{n—i—l

J+1§df(n)§ f”_zJ

2.7 Outros resultados em Rearranjos em Genomas

O problema de ordenacéo por reversdes com sinais é o problammanvestigado e bem com-
preendido até o momento. O primeiro algoritmo exato de tedgexecucdo polinomial foi
proposto por Hannenhalli e Pevzner [28]. Diversas melsaiaovos conceitos foram sugeri-
dos e adicionados a teoria original dos autores [32, 8], io@ndo com o algoritmo exato de
tempo de execucdo subquadratico de Tannier e Sagot [56grBddret e Yan [4] ofereceram
um algoritmo que calcula a distancia de reversdo com sinateepo de execucao linear.

A pesquisa no problema de ordenacé&o por transposicoesoresuh diversos algoritmos
aproximativos [5, 17, 30]. O primeiro algoritmo aproxinvatipara o problema de ordenagao
por transposi¢des possui complexidade de tempo de exe€ug#&o e garante um fator de
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aproximacao dé,5 [7]. No entanto, esse algoritmo é considerado muito diéi@br essa razéo
Christie [17] prop0s um outro algoritmo mais simples com cime fator de aproximagao,
mas com complexidade do tempo de execucd®@(e'). Erikssonet al.[23] ofereceram um
algoritmo que requer no maxim@2n —2)/3| transposic¢des para ordenar qualquer permutagao.
Recentemente, Hartman e Shamir [30] propuseram um novadtatgade fator de aproximacéo
1,5 e tempo de execugdd(n+/n logn) para o problema de ordenagéo por transposi¢cdes usando
uma nova estrutura de dados desenvolvida por Kaplan e VE8B]n Elias e Hartman [22]
projetaram um novo algoritmo com fator de aproxima¢&@y5. Para instancias especificas
existem algoritmos exatos que executam em tempo poling@8ak1, 17]. Ndo conhecemos
nenhum algoritmo de tempo de execucéo polinomial que raspproblema de ordenacéo por
transposi¢cdes nem uma demonstracdo de que o probléfizdificil.

Christie [16] prop0s e resolveu o problema de ordenag&orgercambio de blocos em
genomas — uma generalizacdo do problema de ordenacgéo pspdscoes — por meio de
um algoritmo de tempo polinomial.

2.8 Discussao

Nessa secdo, iremos discutir algumas caracteristicasroh@alfemo classico para o problema
de rearranjo em genomas.
As principais desvantagens do formalismo classico salist abaixo:

1. Ao se modelar um genoma como uma permutacdo com sinaismalfemo classico, 0os
blocos de genes tém de ser rotulados com inteiros consesutbmecando corh, por
causa da representacao posicional de permutagOes com dstai dificulta a insercao
e remocao de genes. Mesmo em problemas com operagfes ebinasrieventos que
ndo mudam o conjunto de genes), esta limitacdo dificultacatbs recursivos sobre
permutacfes menores.

2. A indexacéao posicional ndo se adequa a genomas com cremasgirculares porque
ela exige que algum gene seja considerado um gene inicial.

3. Hadiferencas sutis entre os diagramas de ciclos depeéodertipo de genoma (com cro-
mossomos lineares ou circulares) e do tipo de evento dangaua ser tratado (reversoes
com sinais ou transposicfes). Essas diferencas podem sefionte de erros e também
podem mascarar as diferencgas reais entre os problemasdejea

4. O formalismo classico faz uso frequiente de argumentdegséem suas demonstracdes,
0 que pode levar a confusdo. Uma analogia pode ser tomadaaae@& Euclidiana,
cujos argumentos sdo principalmente gréaficos, embora sdbanriquecida com o de-
senvolvimento da Geometria Analitica.
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Capitulo 2. Formalismo Classico

Embora o formalismo classico ndo requeira que a permutigstino na qual a permuta-
cdo de entrada sera ordenada seja a identidade, na pr&@aannos que a grande maio-
ria dos algoritmos baseados nesse formalismo parte dessespa. Tal convencdo causa
problemas para problemas de rearranjo envolvendo maisisi@eiloomas, porque nao é
possivel encontrar uma rotulacdo dos genes que sirva panpacar todos os pares de
genomas no problema.

As desvantagens anteriores nos motivaram a encontrar urelonoeis adequado para ge-
nomas e eventos de rearranjo. Meidanis e Dias [39] apreaemtan formalismo algébrico no
gual o papel de permutacées como modelos de genomas € naisdanmente explorado do
qgue no formalismo classico. Algumas vantagens do formalisigébrico séo:

1.

Os roétulos originais dos genes podem ser usados comorglesraa permutacéao repre-
sentando um genoma.

No formalismo algébrico nenhum tipo de indexacéo € nécesscada gene € mapeado
No gene que aparece em seguida no genoma. Isso simplifica@fiesigdo dos eventos
de rearranjo.

Quando representados como permutacdes, 0s eventosrgmjeae um mesmo tipo
no formalismo classico podem apresentar diferentes tansatéd suporte, ao contrario
dos eventos representados no formalismo algébrico queigrmss mesmo suporte. O
suporte de um evento de rearranjo relaciona-se aos genassie£io uma mudanca de
mapeamento no genoma. Apenas alguns genes sofrem a acadategzande mapeamento
do ponto de vista bioldgico e esses genes sdo expressarmaprasantados pelo suporte
do evento de rearranjo no formalismo algébrico.

Permutacdes como um produto de ciclos representam negsiadmente os genomas
do que permutacdes em sua representacdo posicional.

Resultados bem conhecidos da teoria de grupos de pefesatpgdem ser usados em
argumentos no formalismo algébrico, ao invés de argumenédicos.

A maioria dos conceitos fundamentais do problema deamej@em genomas como ge-
nomas, eventos de rearranjo, o diagrama de ciclos, cictogpp de quebra podem ser
modelados por meio de permutagfes. Esse modelo expressa@pgis conceitos de
uma maneira uniforme, ao invés de utilizar diversas estataomo conjuntos, grafos,
pares, cadeias e etc.

. A norma de um evento de rearranjo pode ser usada como um’ ‘@esproblemas en-

volvendo mais de um tipo de evento. Esse peso baseado na nantém a mesma
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propor¢cao entre 0os pesos geralmente atribuidos a reversiresinais, fusdes, fissbes
e intercadmbios de blocos em estudos tedricos sobre reasralgto parece indicar que
a norma esteja proxima do peso real que 0s eventos deveriage cordo com sua
freqUiéncia na natureza, embora ndo tenhamos evidénciasisiwas neste sentido.

8. Uma vez que cada gene pode ser representado pelo sewpraprie” no formalismo
algébrico, lidar com diversos genomas nao envolve rotekagfistintas de genes para
diferentes pares de genomas.






Capitulo 3

Formalismo Algébrico

O formalismo algébrico € um modelo para genomas e eventasadeanjo que tenciona tirar
vantagens da representacao por permutagdes para obtemernghcdes mais eficientes de al-
goritmos para o problema de rearranjo em genomas. Nessalfemm € possivel representar
genomas, cromossomos, a orientacao de genes e eventogdejogaor meio de permutacoes
em sua representacdo como um “produto de ciclos” e € possareproveito dos resultados
existentes para as permutacdes nessa representacao @araarpropriedades interessantes
sobre o efeito de eventos de rearranjo em genomas. Essaand@eepresentar genomas con-
trasta com a representacdo de genomas mais comumentadatjliz formalismo classico, na
gual um genoma multicromossomal é modelado por meio de ujnrttorde sequéncias.

Nesse capitulo, discutimos os conceitos fundamentaisgagbi@ envolvendo permutacdes
que serao utilizados pelo formalismo algébrico nas Secdes3® e 3.3. Além disso, até
onde sabemos, estendemos a teoria algébrica de permutapte®io da demonstracao do
comportamento de produtos envolverdaiclos e3-ciclos e a apresentagao de novos conceitos
como a3-norma e &-divisibilidade na Secéo 3.4 e Se¢ao 3.5.

Na Secéo 3.6, apresentamos uma versao do formalismo algépriesentado por Meidanis
e Dias [39] na qual fixamos algumas convencdes e definimossramtceitos para estender e
melhorar o formalismo algébrico. Na Sec¢éo 3.7, modelantsal eventos de rearranjo por
meio de permutacdes e discutimos para quais pares de geapistasima sequiéncia de eventos
de rearranjo que transforma um genoma em outro.

Na Secao 3.8, discutimos uma estratégia gulosa para agéeale problemas de rearranjo
em genomas e analisamos em que situacdes essa estratdgiavehp

3.1 Permutactes

Nessa sec¢éo apresentamos a definicdo de permutacao e alsnas principais propriedades.
A permutacao é o conceito fundamental usado na represerdaggenomas e eventos de rear-

33
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ranjo no formalismo algébrico. Ha inUmeros trabalhos gataitn de permutacfes no contexto
de estruturas algébricas abstratas [38, 47]. Nessa seg@dittmos apenas as propriedades
fundamentais relevantes para a modelagem do problemarnameaem genomas. Os resulta-
dos enunciados nessa sec¢ao podem ser encontrados nodmddalacLane e Birkhoff [38].

Dado um conjunto finitd?, umapermutacaor sobre £ € uma bijecdor : £ — E. A
permutacédo identidadé a permutacédo tal que.x = x para todor € E. Dizemos que a
permutacdor mapeiao elementor no elementq, (ou equivalentemente queé mapeado em
y por ) quandorx = y pararx,y € E. Dizemos ainda qug € aimagemde x em 7 quando
™ =Y.

Dada as permutacdese o ambas sobré’, a permutacdcompostgtambém chamada de
produtg der e o é a permutacdd : £ — F tal quefx = wox para todar € E. Observe
gue aplicamos 0 mapeamento das permutacdes “pela dir@ta’gbter a composta de duas
permutacdes, ou seja, ern obtemos primeiramente a imagem:dsobo e entdo aplicamos
memox. A operacdo de produto de permutacdesgociativaou seja, dadas as permutacoes
7, o €0, entdon(cf) = (no)f. A permutacdo inversa de é a permutagda !, tal que
an! = 77lx = 1. Além disso, uma vez que a permutacéo identidade mapeisetami@nto
em si mesmo, entdo. = ' = 7.

Exemplo 21. O produto de duas permutacGe® o sobre o conjuntd” é obtido da seguinte
maneira: para cada elementa= £ usamos a formuléro)x = w(oz). Considere o conjunto
E=A{a, b, ¢, d, e, f, g} e as permutacdese o sobreL:

ma=b wb=d wmc=f wd=a wme=c wf=e wg=g

ca=qg ob=e oc=c od=a oce=f of=d og=b.

O produtod = wo é a seguinte permutacéo:
la=qg Ob=c Oc=f Od=0b Oe=ec¢ O0f=a 60Og=d.
Por exemplda = 7oa = mg = g.

O conjunto de todas as permutacdes sobre o conjurg@ operacao de produto definem o
Grupo SimétricaS(F) [38, 47]. Esse fato decorre diretamente das propriedadpsodaoito no
conjunto de todas as permutacgdes: associatividade dotpr@kisténcia de elemento neutro (a
identidade) e existéncia da inversa para qualquer perdutac

Em um produtoro sobreE, quandor = o, escreveremost comon2. No caso geral,
iremos escrever o produto ... 7 (k vezes) comor” parak > 1 e por convencdo adotamos
7 = L.

Sejam uma permutacdo sobte e n um inteiro positivo. Definimosr— como (7~!)".
Além disso, temog ™ = (7~ !)" = (7™)~!. Dadar uma permutagdo sob#e, para quaisquer



3.1. Permutacgbes 35

inteiros ndo negativos s temosn”7® = 7" ** e (7")* = n"*, Observe que™=™ = n"7™ para
quaisquer inteiros ndo negatives n € uma consequéncia direta das propriedades anteriores.
Considere as sucessivas aplicacbes da permutagé@boreE em um elemente € E:

2
T, T, TAT = T°x, TATT = Tox, ..., T"%, .. ..

O conjunto{z™x | m € um inteirg contém todas as imagens do elemente& F nas
poténcias de. Um elementq, é acessivel par emr, denotado por =, y, quanday = 7™«
para algum inteiron. > 0. Dada a permutacédosobreF, observe que a relac&o=, y € uma
relacédo de equivaléncia paray € E.

Sejar uma permutacao sobfee tome um elemento € E. A Orbitadex sob a permutacéo
7, denotada posrb(r, z), € 0 conjunto{y € E | y =, =}, ou seja, o conjunto dos elementos
tais quey = %z para um inteirdc > 0. Uma 6rbita é chamadaéo trivial quando ela possui
mais de um elemento, caso contrario a 6rbita é chamattevidé. Denotamos poDrb(w, E) 0
conjunto das orbitas da permutagéeobreF. As Orbitas de uma permutacédo sdo mutuamente
disjuntas devido a relacéo de acessibilidade ser uma cethcéquivaléncia.

Discutiremos agora sobre como representar permutacdesan&ira de representar uma
permutacdo pode destacar algumas de suas propriedadé®quais adequadas a modelagem
de genomas. As Orbitas e a relacdo de acessibilidade de umatpedo tém um papel especial
sobre a representacao de permutacdes.

Considere a seguinte permutagésobrely = {a, b, c,d e, f,g,h,i,j}:

> a b cde f g h i ]
\bdi fgacheij)

A permutacéo é representada em forma de ovattiz, onde cada elemento na primeira linha
mapeado para o elemento na mesma coluna na segunda limhd&@mexemplo, o elementa
mapeado para o elementemo. O conjunto de elementos acessiveis@au sejeorb(o, a) €
{a,b,d, f}. Para a permutac@oanterior temosrb(o, a) = orb(o,b) = orb(o,d) = orb(o, f).
Além daqueles conjuntos hab(o,c) = {c,i,e, g}, orb(o,h) = {h} eorb(o,j) = {j}. Os
conjuntosorb(o, a), orb(o, ), orb(o, h) eorb(c, j) séo classes de equivaléncia sobre os elemen-
tos deE’. Como as classes de equivaléncias, ou seja, as Orbitas fadidateexclusivamente
pela relacédo de acessibilidade de uma permutacao, podepresentar uma permutacao por
meio do conjunto das Orbitas e da relacdo de acessibilideskadpermutacdo. A represen-
tacdo de permutacdes por meio do conjunto de érbitas e dgicetle acessibilidade destaca
o relacionamento entre os elementos do conjunto base, noasnfidtiza as propriedades de
produtos envolvendo permutacdes. Por esse motivo, iresfosrd conceito de ciclo que, de
maneira intuitiva, corresponde a uma 6rbita e a um subctmpiarelacédo de equivaléncia de
uma permutagao.

Um ciclo € uma permutagén € S(E) tal que ele tem no maximo uma 6érbita néo trivial.
Um ciclo « € umk-ciclo quando sua 6rbita n&o trivial possui> 1 elementos ou uni-ciclo
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guandoa = (. Dois ciclos sadisjuntosquando as suas respectivas Orbitas néo triviais sao
disjuntas. Podemos representar um cicldiferente da identidade como ursta circular dos
elementos em sua 6rbita ndo trivial de tal forma que um elemnegé seguido pelo elemento
ax.

Exemplo 22. Considere o conjunto de inteirds = {1, 2, 3, 4, 5, 6} e a permutacde
abaixo sobréy. Uma vez que podemos escolher qualquer elemento jpi#ra ser o “primeiro”
elemento do ciclo, a mesma permutacao pode ser escrita dgragdiferentes. A permutacéo

1 2 3 456
350 6 1 4 2

€ um6-ciclo e ela pode ser escrita cortd54 136), (541362),(136254), etc. Apesar
de seus diferentes formatos, todos representam a mesmatpeém

Iremos representar uma permutacao qualquer comproduto de ciclos Para facilitar a
compreensao sobre esse tipo de representacao, iremoganraete discutir um exemplo.

Exemplo 23. Considere a permutacé&osobre o conjunto de inteirds = {0, 1, ... 5}:
m0=1,m1=3, m2=0,73=5, 1d=4, n15=2

que pode ser representada como uma lista cir¢oldr 3 5 2). O ciclo poderia ser obtido
por meio do produto de outros dois ciclos, por exemplo o pdy tal quea = (0 1 3) e
B = (3 5 2). De fato uma permutagéo pode ser escrita por meio de um ntnfarto de
distintos produtos de ciclos. O cictopoderia também ser obtido por meio dos produtos:

7= (01)(135)(04)(52)(04)

7= (013)(35)(045)(452)(04)

Uma maneira de representar permutacdes que permitisgeviesas de infinitas maneiras
nao parece ser muito Gtil quando queremos, de fato, nosrrafama forma “canénica” que
apresente as propriedades intrinsecas de uma permutag@odigtinglie das demais. O pro-
blema dos produtos escolhidos no Exemplo 23 anterior éa fadt propria representacao, de
evidéncia da relacao de acessibilidade definida pela pagéoit Dada uma funcgo: X — Y,
arestricdo def ao conjuntol’ C X, denotada pof|w, é a funcéof |y deW paraY tal que
flw(z) = f(z) paratodar € W. Sejar uma permutacao sobre, adecomposi¢do em ciclos
disjuntosde € um conjunto de ciclos tal que um ciclesobreF pertence a essa decomposicéo
quandor = |,p(a.2) Para algume pertencente a orbita néo trivial de A decomposicéo em
ciclos da permutacao identidade é vazia.



3.1. Permutacgbes 37

Exemplo 24.SeFE = {1,2,3,4,5,6} ew sobreE é igual a

entdo uma decomposi¢cdo em ciclos disjuntos dessa perraytaggdui os ciclogl 2 3 4)

e (5 6). Uma possivel representa¢cdo como produto de ciclols 2 3 4)(5 6). Os ciclos
(123 4)e(56)sao os ciclos cujas Orbitas correspondem as Orbitas, 1) e orb(m, 5) dew

e suas relacdes de acessibilidade sao os subconjuntosci@rele acessibilidade deguando
restrita respectivamente aos elementos da Osbliar, 1) e orb(m, 5). Observe que os produtos
(1234)(56)e(56)(1234)sdo representacdes equivalentes de

Dada uma permutacdo sobre £/, um elementor de £ é chamaddixo quandorx =
x. Elementos fixos ndo precisam aparecer na representacacodotqde ciclos der pois
sao intrinsecamente conhecidos por meio do conjuntoPor exemplo, a permutac&o =
(b c d)(e f)é arepresentagdo em produto de ciclos s@bee {a, b, ¢, d, e, f} naquala
nao aparece por ser fixo. O conjunto dos elementos nao fixosrenpermutacae sobreFE é
o suporteder, denotado pofupp(n); i.e. Supp(w) = {x € F | mx # z}. O produto de duas
permutacdes representadas como um produto de ciclos éaamstnaixo no Exemplo 25.

Exemplo 25. Sejam
T=(ac)legb) e o=(cg)bd)

permutag¢des sobre o conjuntb= {a, b, ¢, d, e, f, g}. O produtorc pode ser obtido do
seguinte modo. Construa o produto ciclo a ciclo. Escolhalemento em~ que previamente
nao tenha sido incluido em algum ciclo de, digamosa, comece um novo ciclo emo e
encontre a imagem de emo. Nesse casa € mapeado em si mesmo em entdoca =
a. Agora temos que encontrar; em m e observamos que o elemento estd em(a ¢). O
elementou € mapeado parasobr, entdoroa = c¢. O elementa: é mapeado para sobo
e m mapeiag emb, logo moc = b. Sobo, 0 elementd € mapeado pard e d é fixo emm,
logomob = d. Continuamos com esse procedimento até que encontremosairprelemento
incluido no ciclo corrente (até o momento o element@sse exemplo). Nesse exemplo, ao fim
do procedimento temos

mo=(acbdeyg).

O elementagy “fecha” o primeiro ciclo uma vez quesg = a. O elementgf € mapeado para si
mesmo em ambase o, entdo ele permanece fixo no produto das duas permutacodes.

Observe que em gerab # om, mas ha situacdes nas quais a igualdade vale. Duas permu-
tacOes sadisjuntasquando seus suportes sao disjuntos. Logo, permutacéessobreF sao
disjuntas se e somente se para qualquer elemeatd’ temosrx = r OUox = .
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Proposicéo 26.Sew e o sao duas permutacdes disjuntas sdbrentdo temoso = o.

Decorre da Proposicao 26 que dadas as permutacdes muteatigmbtasr;, ..., o, €
S(FE), o produto envolvendo essas permutag¢des é comutativo.

Como vimos até agora, uma permutacéo pode ser representadaimn produto dos ciclos
em sua decomposicdo em ciclos disjuntos. A Proposicao @miafque ha apenas uma maneira
de representar uma permutacdo como um produto de ciclosittisjdesconsiderando apenas a
ordem desses ciclos no produto.

Proposicéo 27.Qualquer permutacéo sobfepode ser representada como um Unico produto
de ciclos disjuntos, a menos da ordem dos ciclos no produto.

A Proposicéo 27 garante que qualquer permutacédo pode sesegpada por meio de um
anico produto de ciclos disjuntos, a menos da ordem dossci€dserve que urk-ciclo para
k > 3 possui umaordem circulardos elementos em sua Orbita ndo trivial. Dizemos que 0s
elementosiy, as, ..., a,, de E, para3 < m < k, aparecem na ordem circulagas . . . a,,
de umk-ciclo o comk > 3 quandoa’i-ta; = a; € j;_1 < j; para2 < i < m < k. Por
exemplo, os elementas b, ¢, d e e aparecem na ordem circulatbde no 5-ciclo (a ¢ b d e).
Equivalentemente, podemos representar a ordem circuda@ldmentos dd-ciclo anterior por:
acbde, cbdea, bdeac, deach e eacbd. A ordem circular de um ciclo permite uma maneira sim-
ples de obter a permutacédo inversa de uma dada permutacdermiitacao inversa de um
cicloa = (a; ay ... a,) éa! = (a, a,_1 ... a1), OU Seja, a orientacdo do ciclo foi
trocada. Para uma permutacao qualquer a; . .. «, SobreF, a sua permutacéao inversa é sim-
plesmentex_'...a;'. Observe quer.'...a;' = o;'...a; ! uma vez que ciclos disjuntos
comutam. Logo, basta mudar a orientagéo de todos os ciclosrenpermutacgao representada
como um produto de ciclos para obter a permutacdo inversse &€apenas um exemplo de
como a representacdo de uma permutacao pode sugerir nopaegades ou procedimentos
para a manipulacao de permutac¢des. Discutiremos outraeitos e propriedades que serao
relevantes para a modelagem de genomas nas secdes subsequen

3.2 Conjugacao

Uma permutacda sobreE tem uma Unica representacdo como produto de ciclos disjunto
Diversas permutacdes distintas podem compartilhar algympriedades tais como o nUmero
de ciclos em sua decomposicao em ciclos disjuntos, os sejistos de érbitas ou a cardina-
lidade de suas o6rbitas, por exemplo. Definimos a seguir ureeag@o entre permutacées que
intuitivamente “renomeia” os elementos de uma permutaGioonceito de conjugacao pode
ser encontrado no trabalho de MacLane e Birkhoff [38] e fetdiido no contexto de rearranjos
em genomas por Meidanis e Dias [39]. Apresentamos uma didifagmal para o conceito de
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estrutura de ciclos que € uma propriedade de permutacéegamed para o formalismo algébrico
e que é preservada pel operacao de conjugacao.

Dadas as permutagdgse a sobreF, aconjugacdo de? por o € a permutacdaSa—t. A
operagdo de conjugacdo é denotadapof = aBa~! e o € chamado @onjugadorenquanto
[ é chamado @onjugado

O operador de conjugacéao preserva a estrutura da permutagfial é aplicada, digamos
(4, no entanto ele modifica a relacdo de acessibilidade dosatesndes de acordo com o
conjugadoky. Por exemplo, pard = (a b ¢)(d e):

alabc)(de)a = (aa ab ac)(ad ae)
Proposicao 28.Dadas as permutacdess, v, 7 sobreF, entdo:
L7 (af) = (T-a)(r-p),
2. L-a=q,
.7atl=(r-a),
4. v-(1-a)=(y7) - a.
5. (1-a)f =7-a* ondek > 0.

Meidanis e Dias [39] tratam de estruturas de ciclos de umaytacdo sem definir for-
malmente esse conceito. Apresentamos uma definicdo simpiégtiva para esse conceito e
demonstramos que a operacéo de conjugacéao preserva aresfieiticlos de uma permutacgao.
A estrutura de ciclogle uma permutacéo € S(E) é o multiconjunto dos tamanhos de suas
Orbitas. Por exemplo, a estrutura de ciclos da permut&¢doc)(d e)(f g)(h)(i)(j) sobre
E ={a,b,c,d,e, f,g,h,i,5} €{1, 1, 1, 2, 2, 3}. Demonstramos no Lema 29 que a operacao
de conjugacéao preserva a estrutura de ciclos de uma pedoutac

Lema 29. Sejama, f permutacdes sobie, temos:

1. Sef = ~ - a ondey é uma permutacdo sobieentdoa e S tém a mesma estrutura de
ciclos.

2. Sea e 3 possuem a mesma estrutura de ciclos entdo existe uma peaoysobreF tal
ques =~ - a.

Prova:



40 Capitulo 3. Formalismo Algébrico

1. Iremos mostrar que para cada Orbitacdexiste uma Unica Orbita correspondente e de
mesmo tamanho em- a.

Sejar um elemento qualquer dé e y um elemento na mesma Orbita deisto €, temos
y = oz para um inteirdc. Afirmamos que o elementgy estd na mesma o6rbita de
em~ - a, como pode ser deduzido da seguinte igualdade:

vy = vaFz = yakfy vz = v (F)yz = (v - a)Fya.

Logo, temosyy € orb(y - a, yx). Assim, como para cada elementemorb(a, x) existe
um elementoyy emord(y - «, yx) entdo para cada Orbita emha uma orbita de mesmo
tamanho emy - . Comoa e 3 = v - « séo definidos sobre 0 mesmo conjuAtoentao o
namero de Orbitas em ambas as permutacdes € o mesmo.

Portanto, as permutacdes S = v - « ttm 0 mesmo namero de Orbitas e cada Orbita em
« corresponde a uma 6rbita de mesmo tamanhg em, ou seja, ambas as permutacdes
possuem a mesma estrutura de ciclos.

2. Dadas as permutacfese  com a mesma estrutura de ciclos, sejgm ..., o, e
p1, ..., pr as Orbitas dev e 3, respectivamente, ordenadas pelo tamanho de cada 6rbita.
Escolha elementos arbitrarias € o, e y; € p; paral < i < k. Definimosy como a
permutacdo tal quea'z; = B'y; para todo inteird e paral < i < k. A permutacdoy
esta bem definida pois o tamanhoal@ igual ao de; paral < i < k.

Qualquerr € E pode ser escrito como = «o!z; para um certo inteird e elementar;,
entéo

Bryx = ﬁ’YOélfL’i = ﬁﬁlyi = ﬁlﬂyi = ’Y@Hliﬂi = 7040/371‘ = yax.

Logo fyx = yax para qualquer € E. Portanta3 = v - .

3.3 Norma e Divisibhilidade

Nessa sec¢dao, discutimos um parametro de permutacdesaaksaciim tipo particular de de-
composicao em ciclos. Os resultados e definicbes enuncrels® secao encontram-se no
trabalho de Meidanis e Dias [39], exceto pela introducédacdoseitos de “maximo divisor co-
mum” entre permutacdes e “permutacdes primas” que saolmagties desse trabalho. Esses
novos conceitos sdo prescindiveis no atual estagio deadgenento do formalismo algé-
brico, mas acreditamos que possam colaborar para a siragéibade notacdo a medida que o
formalismo seja estendido.
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Umadecomposicédo erk-ciclosde uma permutacéo sobre £ é uma representacao de
como um produto dé-ciclos, ndo necessariamente disjuntos. Decomposi¢cdesoatos e em
3-ciclos tém um papel importante na busca de limitantesiores para distancias de rearranjo
no formalismo algébrico.

Lema 30. Toda permutagéo ersi( £) possui uma decomposicéo énciclos.

Prova: Como qualquer permutacao pode ser representada por unt@aelaiclos disjuntos
segundo a Proposicao 27, iremos encontrar uma decompesiczaiclos de um ciclo e uma
permutacdo arbitraria pode ser composta pelas decompesgd-ciclos de seus ciclos. O
ciclo (a; as ...a,) pode ser reescrito como

(a1 ag ... ay) = (a1 a)(ay a,—1) ... (a1 az)(a; as).

0
Ha diversas maneiras de escrever uma permutacdo como umntgiaeR-ciclos (veja o
Exemplo 31). Uma decomposicéo @aticlos minimade uma permutacéo sobre’ contém
0 numero minimo de-ciclos cujo produto &. Esse nimero minimo deciclos é chamado de
normader e ele é denotado pdjrr||. Por exemplo, temog | = 0 e a norma de ur2-ciclo é1.

Exemplo 31. A permutacéor = (728 1)(3 5 10)(6 4 9) sobre o conjuntd = {x € Z | 1 <
x < 10} possui pelo menos duas representagdes distintas comd@uaeiciclos:

(32)(72)(28)(8 1)(75)(3 7)(5 10)(6 4)(4 9)

(7 1)(7 8)(7 2)(3 10)(3 5)(6 9)(6 4).

Podemos deduzir dessas decomposi¢oeg-eitios que||r|| < 7.
Seguem algumas propriedades envolvendo a norma de pefiesitac

Proposicao 32.Para quaisquer permutacaes (§ sobreF, temos:

1. ||a|| = 0 se e somente se= ¢
2. a7t = el

3. (|-l = llal

4. [lapl < [lel + 18]

5. [lag]l = [|Ba]]
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Sejao(m, ) 0 nUmero de 6rbitas da permutagéeobreFE. Quando o conjunté € conhe-
cido pelo contexto, iremos chama-lo apenas(@g. Do mesmo modo, denotamos par(w) 0
ndmero de Orbitas néo triviais desobre~. O niumero de oOrbitas de tamanho par e o nimero
de Orbitas de tamanho impar de uma permutacs&o respectivamente denotados @or,, ()

e 0,q4(). Observe que a cardinalidade da decomposicao em ciclesmttisjda permutagéo
éno(m). Porexemplo,se = (728 1)(3510)(649)eFE ={z € Z |1 <z <12}, entdo
o(m) =5 eno(r) = 3.

O produto envolvendo urciclo (a b) e uma permutacd® “separa” em oOrbitas distintas os
elementos eb. Meidanis e Dias [39] apresentam esse resultado sem deddmsEornecemos
uma demonstracao para esse resultado no Lema 33.

Lema 33. Dado um2-ciclo o = (a b) e uma permutac¢de® ambos sobré&, temos € orb(, a)
se e somente se

1. b & orb(af,a)e
2. b ¢ orb(fa,a).
Prova:

1. Seb € orb(,a) entdob = [*a paral < k < |orb(3,a)|. Comoa é um2-ciclo entéo
ar = x parar # aex # bemkE. Deb = 3*a obtemos3~'b = 3~la. Fazendo as
substituicdes adequadas

aff*ta = aBfb = ab = a,

obtemosa33*~ta = a. Comopi*tla # a e F*la # bparad < j < k — 2 entdo
aBBa = B a parad < j < k—2. Logo os elementos’a paral < j < k—1 e apenas
esses elementos pertencem a uma mesma Orbitedefortanto, sé € orb(3, a) entdo

b & orb(af,a).
Por outro lado, suponha que tentog orb(af3, a). TemosawaS = 3 poisa € um2-ciclo.
Além disso, substituindo adequadamente em

aafB(af)ta =aa =b,

ou seja, colocando em outros termos, obtefes?) 'a = b.

Comoaa3 = B entdo(aaf)*a = BFa parad < k < |orb(aB,a)|—1. Como(af)ta =
(aB)™a param = |orb(af3,a)| — 1, entdo(aB)ta € orb(3,a). ComoB(aB)~ta = b
entaob € orb(3, a). Portanto, sé ¢ orb(af, a) entdob € orb(3, a).
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2. Seb € orb(3,a) entdoa € orb(3,b) ea = *b paral < k < |orb(3,b)|. Comoaa = b,
ab=aeaxr = x parar # aex # bentdofab = fa, faa = (b e Paxr = fr parar # a
exr #bemE. DeB b #£ aepBtbh # bparal < j < k — 2 obtemos3a /b = 3742
para0 < j < k — 2. Comofaa = b, 3*b = a e faB3'+1b # bparal < j < k — 2 entdo
apenas os elementos™b para0 < j < k — 2 pertencem a 6rbita que conténem Sa
e portantd ¢ orb(fa, a).

Por outro lado, sé ¢ orb(5a, a), entdo de maneira semelhante ao item anterior, obtemos
b€ orb(f,a).

Portanto temos € orb(3, a) se e somente $e¢ orb(af,a) eb & orb(Sa, a). O

O valor da norma de uma permutacao pode ser obtido por meanuanho do conjunté&
e do numero de orbitas da permutacéo. A Proposicao 34 demdagtor Meidanis e Dias [39]
estabelece uma férmula para se obter a norma de uma permetagaer necessario obter sua
decomposicéo emrciclos.

Proposi¢éo 34.Dada uma permutac@osobreF, temos||r|| = |E| — o(m).

A norma do produto envolvendo duas permutacdes disjuntasaéa soma das normas das
permutacoes.

Proposic¢éo 35.Dadas duas permutacée® (3 disjuntas sobré temos||as|| = ||| + ||5]]-

Uma permutacéa divideuma permutacég, o que é denotado pai 3, quandd|Sa~}|| =
18]| — |la||. Dizemos também que é umdivisor de 3.

Exemplo 36. Considere as seguintes permutacdes sabre{z € Z | 0 < z < 7}:
T=(164)(352)(07)
c=(153)(02647)
Um exemplo de decomposic¢des eraiclos minimas dessas permutacdes sao:
T=(164)(352)(07)=(16)(64)(35)(52)(07)

o=(153)(02647)=(15)(53)(02)(26)(64)(47)

Além disso, dadas as permutac@es: (1 3) ed = (6 7 0) sobreE, temosp|o, mase ¢ .
Temos aind#@|o, mas# t 7.

Meidanis e Dias [39] que a relacdo de divisibilidade é umacés de ordem, isto €, uma
relacao reflexiva, anti-simétrica e transitiva.

Proposicéo 37.A relacdo de divisibilidade € uma relacdo de ordem, i.e.:
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1. o|a
2. sea|B e f|a, entdon = 3
3. sea|S e B, entdoa|y

A divisibilidade entre permutacdes tem uma caracteristgaelhante a divisibilidade no
conjunto dos nimeros inteiros. Em ambos os conceitos exidéga de que o divisor “compde”
de algum modo o dividendo. Enquanto no caso de numerosasteidivisor € um fator em um
produto de inteiros; no caso das permutacdes o divisor € wmauytacao que compartilha
algumas propriedades com o dividendo como a distribuicaa@eno dos elementos entre as
Orbitas em ambas as permutac¢des. Por exemplo, dada a pegdimiita: (e« d b e ¢)(f g h)
sobreE = {a,b,c,d,e, f,g,h} a permutacde = (a b ¢)(f g) sobreE & um divisor de3. A
Proposicao 38 lista algumas propriedades ajudam a detrsgruma permutacao € um divisor
de outra permutacéo.

Proposicéo 38.Para quaisquer permutac@ess ey sobreFE, temos:
1. i,
2. a|fB se e somente se !5,

3. a|3 se e somente sg- aly - 3,

A divisibilidade entre duas permutacdes e o nimero de &rdéa duas se relacionam se-
gundo a férmula apresentada no Lema 39. O Lema 39 é impopaig@ferece uma férmula
para a variagao do numero de 6rbitas do produto envolventopgmmutacéo e seu divisor em
relacdo ao numero de Orbitas da permutacao.

Lema 39. Dadas as permutacas 3 sobreE, sea|3 entdoo(Ba™t) = o(3) + ||a]].

Prova: Seals entédo
o(fat) = [E| = [|Ba” ]| = [E] = (18] = llell) = [E] = (|1E] = o(B)) + [lall = o(B3) + |||l

Logoo(Ba") = o(B) + [ O

O ciclo a é um ciclo dapermutacég?, paraa e 3 sobreE, quandoa|s € ndo existe um
ciclo v distinto de« e (3 tal quealy e y|5. Por exemplo, a permutacé® 5 2) € um ciclo de
(164)(352)(07).

Dadas as permutacdese 3 sobreF, o maximo divisor comurde « e 3, denotado por
gcd(a, 3), € 0 conjunto das permutag¢des de maior norma que dividar.

Exemplo 40. Considere as permutacdes= (153642)e3 = (14536 2)sobreE = {z €
Z |1 <z <6}. O conjunto maximo divisor comum dee 5 € ged(a, 5) = {(1 536 2)}.

Duas permutacdes e 3 sdoprimas entre sguandogcd(a, 3) = {¢}.
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3.4 Produtos envolvend@-ciclos

O resultado do produto de duas permutacdes € influenciadalstibuicdo e ordem dos ele-
mentos nos ciclos das decomposi¢des em ciclos disjuntosli@saas permutacdes. Dsiclos
afetam a relacdo de acessibilidade de modo particularnmeetessante. Dado um cictoe
uma permutacae sobreF, a distribuicdo dos elementos efapp(«) nas orbitas de deter-
mina se«|S ou ndo. Mostraremos a influéncia da distribuicdo de elersemttre as 6rbitas
na divisibilidade quanda: € um2-ciclo. Considere primeiramente 0 seguinte exemplo de um
produto envolvendo ur2-ciclo.

Exemplo 41. Dado o02-ciclo « = (a b) e uma permutagde = (c a d b)(e f g) ambos
definidos sobré” = {a, b, ¢, d, e, f, g}. Os produtos envolvendo as duas permutagdes séo:

(ab)(cadb)e fg)=(cb)da)efg)

(cadb)(e f g)(ab)=(ca)db)e fg).

Nos dois casos, temésc orb(m,a), b & orb(am,a) eb & orb(ra,a). Os elementos e b
do 2-ciclo que pertenciam a mesma Orbita enpertencem a orbitas distintas nos produtes
erma.

Considere a permutacao= (a ¢ e)(b d f) sobreE. Os produtosvo e o« S80 respectiva-
mente:

(ab)(ace)(bd f)y=(acebd f)

(ace)bd f)(ab)=(ad fbce)

Nesse caso temas¢ orb(o,a), b € orb(ac,a) eb € orb(ca,a). Os elementoa e b que
pertenciam a Orbitas distintas depertencem a mesma 6rbita nos produtese oa.

O produto de un2-ciclo (a b) e uma permutacdg “separa” os elementase b em Orbi-
tas distintas enfa 0)5 (ou 5(a b)) quandoa e b pertencem a mesma Orbita de Meidanis
e Dias [39] discutem esse comportamento do produto de unmaupegao e un2-ciclo mas
nao o demonstram. Uma consequéncia do Lema 33 é o Corolarno 4Ral explicitamos o
comportamento do produto de uma permutagcao €-alo.

Corolario 42. Dado um2-ciclo a = (a b) e uma permutacd®é ambos sobré’, temos

1. Os elementos e b pertencem a 6rbita ndo trivial do mesmo cicle de 5 se e somente
se a Orbita € a unido das orbitas que contéra b, respectivamente, enquanto as demais
oOrbitas distintas de de 5 sdo preservadas enp.
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2. Oselementoseb pertencem as respectivas Orbita® o, de 5 se e somente sg e o, S&0
unidas em uma mesma orbitaenquanto todos as demais Orbitasidgdo preservadas
emag.

O Corolario 42 informa como se da a mudancga na estrutura e cle um produto entre
uma permutacd@ e um2-ciclo a. Esse resultado é essencialmente 0 mesmo tanto para o
produtoa S quantofa pois essas permutacdes tém a mesma estrutura de ciclos eméde@
de uma ser obtida da outra por meio de uma conjugacaa.por

Nos proximos lemas apresentamos alguns relacionamenti@s e@nconceitos de norma,
divisibibilidade e o comportamento de produtos de pernigsenvolvend@-ciclos. Esses no-

VoS resultados estendem o conjunto de propriedades dotprexiolvend@-ciclos oferecidos
por Meidanis e Dias [39] e sdo Uteis para compreender commaano suporte e o numero de
orbitas de uma permutacao sao afetados pela operagéo degprod

Lema 43. Sejama = (a b) um 2-ciclo e 5 uma permutag¢do, ambos soli#eOs elementos e
b pertencem ao suporte geondey € um ciclo dej se e somente se b)|.

Prova: Sea eb pertencem &upp(y) para um cicloy de $ entdo a Orbita n&o trivial do
ciclo v de 8 é dividida em dois conjunto§a, Ba, ..., 87'b} e{b, Bb,5%, ..., 37 'a}
em a3 segundo o Corolario 42. Logg«af3) = o(8) + 1. Além disso|af|| = ||Sa~!|| pela
Proposicao 32, entédo

1Ba7 M = |E| = o(aB) = |E] = (o(8) + 1) = (|E] — o(8)) = 1 = [IB]] — [ler[l

ou seja, temog/|[.

Inversamente, suponha qué¢s, ondea = (a b). Entdo, pelo Lema 39, temaega ) =
o()+1, i.e. o nUmero de 6Orbitas € aumentado de unugem relacéo &. Pelo Corolario 42,
0s elementos e b pertencem a mesma Orbita deque é a oOrbita nao trivial de um cictode
3. Logoa eb pertencem &upp(y) para um cicloy deg.

Portanto os elementase b pertencem &upp(y) para um cicloy de 5 se e somente se
(a b)]5. O

Segundo o Lema 43, a decomposi¢cao em ciclos de uma permutggite ser modificada
pelo produto de u-ciclo o em apenas dois casos a serem considerados de acordossm
divisivel ou ndo porv: respectivamente h4 um aumento no nimero de orbitasidie 1 ou
uma diminuicdo no nimero de 6rbitas@é de 1 (o numero de Orbitas é sempre comparado ao
namero de Orbitas d&). Se une-ciclo a = (a b) divide uma permutacd® entdo os elementos
a e b aparecem na mesma Orbita éimLogo, informalmente, o ciclz ... b...) € “quebrado”
em dois cicloga...)(b...) emag. Por outro lado, séu b) ndo divides entéo dois ciclos em
(3 séo “fundidos” enn 3. Cada um desses dois ciclos @deontém um elemento de. Logo,
outra maneira de verificar se ha um aumento ou diminuicdo neeraide érbitas é encontrar
em quais ciclos dg os elementos no suporte deaparecem.
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Lema 44. Sejama um 2-ciclo e 5 uma permutacdo, ambos solife Entao

”ﬁOz” _ { ||6H -1 Sea\ﬁ,

3]l +1 caso contrario.

Prova: Sea|Sentdo||3at|| = ||5]| —||a/. Comoa™ = « e]|a|| = 1 porquea é um2-ciclo,
entao

1Ball = 18Il = llafl = 151 = 1.

Por outro lado, ser 1 5 entdo os elementase b pertencem a ciclos distintos depelo
Lema 43. Logo, pelo Corolario 42, os dois ciclos distintas iinidos em um anico ciclo em
Ba e temos(fa) = o([) — 1. Entdo

1Ball = |E| — o(Be) = [E| = o(8) + 1 = [|B]| + 1.

Lema 45. Sejama um 2-ciclo e 5 uma permutacdo, ambos solifeEntao
1. sea|f entdoo(af) = o(F) + 1
2. sea t fentdoo(af) = o() — 1

Prova:

1. Suponha que|3 entédo pelo Lema 39 temaegfa~!) = o(3) + ||a]|. Comoaps =
a ! (Ba™!), entdoo(af) = o(Bat) pelo Lema 29. Logo(af) = o(3) + 1.

2. Umavez que(a3) = o(Ba~') e usando-se o Lema 43 entéde b pertencem a orbitas
de diferentes ciclos dé. Essas Orbitas diferentes sdo reunidas em uma Unica Onbita e
a3 pelo Corolario 42. Logo(a) = o(f) — 1.

O

As propriedades de produtos de permutagdes envolveyidos permitem relacionar a
divisibilidade entre permutacdes e seus suportes.

Lema 46. Dadas as permuta¢cOa< ( sobreFE, entdo
1. sea|f entdoSupp(a) C Supp(p).
2. sea é um ciclo tal quex|3 e a # 3 entdoSupp(a) C Supp(S).

Prova:
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1. Suponha que existe um elemente Supp(«) tal quex ¢ Supp(5). Temos(z y)|«
para qualquey € orb(a,x) distinto dez pelo Lema 43. Ent&o, pela Proposicéo 37,
temos(z y)|8 de(x y)|a e a|5. H& dois casos a ser considerados:

(@) Sey € Supp(F) entdo||(x y)B| = ||5] + 1 pelo Lema 43, come ey pertencem a
Orbitas distintas dg. Logo (z y) 1 .

(b) Sey ¢ Supp(B) entdo(z y) e 3 sdo disjuntos. Logd5(z y)|| = [|(z y)I| + (|8 e
entdo(z y) 1 0.

De qualquer modo, temds: y) 1 5 0 que contradiz o fato dec y)|3. Logo ndo ha um
elementar € Supp(«) tal quexr ¢ Supp(3), ou seja, temoSupp(a) C Supp(3).

2. Sea € um ciclo tal quey| e o # [ entdo ha novamente dois casos a se considerar:

(a) Seps é um ciclo en|s entdoSupp(a) C Supp() pelo item anterior (mais precisa-
mente, temosrb(a) C orb(3) porque ambos& e 5 séo ciclos). Coma # 3 entdo
existe um elemento € Supp(() tal quex ¢ Supp(«). Logo Supp(a) C Supp(F).

(b) Sep ndo é um ciclo ev|s entdoSupp(a) C Supp(B) e existem elementos, y €
Supp(() tais queord(3, z) # orb(5,y). Suponha qué&upp(a) = Supp(S), entédo
z,y € Supp(a) e entdo(x y)|a pelo Lema 43 gz y)|5. Comoorb(5,z) #
orb(f,y) entdo(z y) 1 [ pelo Lema 43. Como encontramos uma contradi¢éo,
deduzimos qué&upp(a) # Supp(3). PortantaSupp(a) C Supp(3).

Em ambos os casos, tem8spp(a) C Supp(3).

3.5 Produtos envolvenda-ciclos

O efeito do produto de uma permutacao porasaiclo é distinto do efeito de um produto por um
2-ciclo. Ao contréario do caso envolvendericlos, a ordem dos trés elementos no suportg-do

ciclo é relevante para determinar a modificacdo na decoggmsim ciclos de uma permutacao.
No Exemplo 47 descrevemos informalmente os efeitos de udups@nvolvendo uri-ciclo.

Exemplo 47. Dado o03-ciclo « = (a b ¢) e uma permutacde = (a d b c¢)(e f g) ambos
definidos sobré” = {a, b, ¢, d, e, f, g}. Os produtos envolvendo as duas permutagdes séo:

(@abc)(adbe)(e fg)=(badc)efyg)

(adbe)e fg)labe)=(bacd)ef g).
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As Orbitas der, am e T SA0 as mesmas, no entanto os ciclos dessas permutacdefesao di
rentes. Os segmentag e b tém sua ordem trocada emr, 0 mesmo ocorre com 0s segmentos
dbeaemma.

Considere a permutac@o= (a g ce b d f) sobreE. Os produtoswo e o« S0 respectiva-
mente:

(@bo)ageebdf)=(ag)ce)bdf)

(agecebdf)abe)=(adf)(be)(cg).

Nesse caso, as oOrbitas deao e oo séo distintas entre si. A Unica Orbita ddoi dividida
em trés oOrbitas emo e oca. Os segmentogy, ce € bdf sdo transformados em trés ciclos em
ao, enquanto os segmentds:, eb e gc transformam-se em trés ciclos em.

Considere agora a permutagéie: (a d)(b g)(c f) sobreE. Os produtosd e 6« sao:

(@bc)(ad)(bg)cf)=(adbgcf)

(ad)(bg)(cf)labe)=(agbfcd).

As quatro Orbitas dé (os conjuntosa, d}, {b, g}, {¢, f} e{e}) foram reduzidas para
duas orbitas emaf e o (0s conjuntos{a, d, b, g, ¢, f} e{e}). Emaf os trés ciclos
(a d),(b g) e(c f) sdo transformados no cicle d b g ¢ f) reunindo 0s segmentaed, bg e cf
nessa ordem (a mesma ordem circular dos elementosc ema). Eméa os trés cicloga d),
(b g) e(c f) séo transformados no cicla g b f ¢ d) que reine os segmentds, gb e fc nessa
ordem (os segmentos sdo reunidos na mesma ordem circulaletosntos:, b e c ema, mas
cada segmento sofre uma rotacéo tal guee c aparecem no fim de cada segmento).

Como ultimo exemplo, considere a permutagae (a d b g)(c f ) sobreE. Os produtos
af efa sao:

(abc)(adbg)(cfe)=(adcfe)by)

(adbg)(cfe)abe)=(ag)bfecd).
As duas Orbitas d¢ sdo transformadas em duas novas Orbitasaghe Sa. Podemos

descrever o efeito dd-ciclo o em 3 no produtoas como uma troca dos segmentgse cfe
entre os seus respectivos ciclos. No prodiitas segmentos trocados s@oe fec.

Meidanis e Dias [39] enunciaram sem demonstracdo qual € pawamento do produto
envolvendo uma permutagéo qualquer edsoiclo. Apresentamos no Teorema 48 uma prova
desse resultado.

Teorema 48.Dado ums3-ciclo o = (a b ¢) e uma permutacde ambos sobre um conjunts,
temos
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1. Os elementos, b e c pertencem a Orbitas de trés ciclos distintosijese e somente se as

Orbitas desses trés ciclos séo reunidas em uma Unica oOrhigual a, b e aparecem na
ordem circularabc em um ciclo dex/.

. Dois elementos de b e, digamos: eb, pertencem a mesma Orbita, enquanteertence

a uma oOrbita distinta de5 se e somente sec orb(af,a), b ¢ orb(af,a) eo(f) =

o(af).

. Os elementos,b e c pertencem a mesma Orbita e aparecem na ordem cireiblaem um

ciclo deg se e somente se 0s elementgdse c pertencem a mesma Orbita e aparecem na
ordem circularacb em um ciclo devs3.

. Os elementos, b e c pertencem a mesma Orbita e aparecem na ordem ciraulaiem

um ciclo des, se e somente os elemenig$ e c pertencem a Orbitas distintas des.

Prova: A demonstracédo de cada um dos casos do teorema utiliza-sguiate observacao:
parar em E distinto deg~la, 37'b e 3~1c temosaSzr = [Bx poisay = y paray diferente de
a,bec.

1. Se oselementasb ec pertencem a Orbitas de trés ciclos distintog dentédo avaliaremos

qual é o valor dex3z parar € E. Sex = 37 'a entdo temos3~la = a e aa = b.
Logo a3 'a = b. De maneira semelhante obtemes3 b = c e a3 'c = a.
Comoafr = px parax distinto de3ta, 37'b e 371c entdo3'a é acessivel poa,
B~1b é acessivel par e 37 1c é acessivel par ema. ComoS~—ta é acessivel pot e
a3 ta = b entdob é acessivel pat em 3. Utilizando a transitividade nos casos dos
elemento9 e ¢, obtemos que o elementcé acessivel pds e o elementa é acessivel
porc. Logoa, b e c pertencem a mesma Orbita dg. Além disso, o elementonéo é
nenhum dos elementes3‘a paral < i < k, ondek é o menor inteiro ndo negativo tal
queaBta = b, devido an 3z = Bz parazx distinto de3~'a e a3 'a = b. Logo, temos
k < m ondem € o menor inteiro ndo negativo tal que™a = c¢. Portanto as oOrbitas dos
trés ciclos sao reunidas em uma Unica Orbita na guak c aparecem na ordem circular
abc em um ciclo dexg.

Por outro lado, suponha queb e c aparecem na ordem circulasc em um ciclo dexs.
Para demonstrar que os elementos devem pertencer a triés d@listintas eny avaliare-
mos a permutacde'a3. Temosa~tafxr = afz parar # (af)ta, z # (af) b e

r # (af)"te poisar = z. ComoaB(aB) b = bea b = a entdof(af) b = a. De
maneira semelhante, obtem@&3)~'c = b e 3(af) 'a = c¢. Comoatafzr = afz
paraz # (a3)"'b e B(af) b = a entdo os elementdse c ndo pertencem a érbita con-
tendoa. Comoa™'afxr = afBz parar # (af) " tceB(aB)"'c = bentdo os elementas

e c ndo pertencem a oOrbita contenfdd_ogo os elementos, b e ¢ pertencem a trés Orbitas
distintas de3.
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2. Suponha qué € orb(3,a) ec &€ orb(3,a). Comoafzr = Sz parar # [ 'a, v # 71D
ex # (3 lc, entdo todas as Orbitas que ndo contéma, 5!b e f~'c sdo mantidas
inalteradas em3. Como33~1b = b eab = c entdoa33~b = c. Logoc € orb(af, a)
pois 371b é acessivel pot emaf3. Como35~lc = c e ac = a entdoafB lc = a.
Comob ¢ orb(3,c) e aff b = c entdob & orb(af,a). Comos~ta é acessivel por
bemp, 337 'a = a e ca = b entdoa35ta = b. Logo as duas érbitas contend@ c
em (5 sdo substituidas por duas orbitas contendo respectivamentemqa5 e as demais
Orbitas dejd sdo preservadas emp. Portanto, obtemase orb(af, a), b € orb(af,a) e

o(B) = o(ap).

Por outro lado, se € orb(af3,a), b & orb(af, a) e o(f) = o(af) entdo podemos provar
queb € orb(3,a) ec & orb(3,a) fazendon’ = o' e 3 = a3 e aplicando a implicagdo
gue acabamos de demonstrar para 3’

3. Suponha que,b e c pertencem a mesma 6rbita e aparecem na ordem cikdui@m um
ciclo des. Comoa, b e c aparecem na ordem circulabc entdok < m ondek é o menor
inteiro ndo negativo tal que= 3*a e m € o menor inteiro ndo negativo tal que- 5™a.

ComopsB~—th = beab = c entaoaB37 b = c. Aplicando o produtax3 de maneira
semelhante pard'a e 37 c, obtemos35~1a = beaBB tc = a. Os demais elementos
de E distintos des~ta, 37'b e 5~ 'c sdo mapeados ems para 0s mesmos elementos aos
guais eram mapeados e Logo a, b e ¢ pertencem a mesma Orbita ent pois ¢

€ acessivel pot e b € acessivel por. Além disso, como a relagcao de acessibilidade
é preservada para os elementos distintogde:, 57'b e 37 1c, entdoc = (afB)ka e

b = (af)™a. Portanto, os elementes b e c pertencem a mesma Orbita e aparecem na
ordem circulamcb em um ciclo dexs.

Por outro lado, se os elementad e ¢ pertencem a mesma Orbita e aparecem na ordem
circular acb em um ciclo dea entdo podemos demonstrar que 0s elemeafiog ¢
pertencem a mesma Orbita e aparecem na ordem cirghlam um ciclo des fazendo

o =a ted = ap e aplicando o resultado demonstrado acima neste item.

4. Se os elementas b e c pertencem a mesma Orbita e aparecem na ordem cirathl@m
um ciclo des, entdok < m ondek é o menor inteiro ndo negativo tal que- f*a em é
0 menor inteiro n&o negativo tal qle= 3™a.

Comofsf~—ta = a e aa = b entaoaBB ta = b. Aplicando o produtax3 de maneira
semelhante pard='b e 5~ !¢, obtemosy35~1b = ceafB lc = a. Comoa3S~ta = b,
afBx = Bz parar € E distinto de3~'a, 57'b e 37 c e 0os elementos, b e c ocorrem na
ordemacb em 3, entdoa ¢ orb(af,b) e c € orb(af,b) pois a Orbitaorb(a3,b) contém
apenas os element6&*a parad <i <n—m—1en = |orb(3,a)| em3. Além disso,
o elementa: ndo esta na orbitarb(a, c), pois a Orbiteorb(a3, c) € composta apenas
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pelos elementog**iq parad < i < m — k — 1 devido aa337'b = ¢, oSz = Bz para
x € E distinto des~'a, 37'b e~ 'c e os elementos, b e c ocorrem na orderch em j3.
Portanto, os elementasb e c pertencem a Orbitas distintas dg.

Por outro lado, se os elementasb e ¢ pertencem a Orbitas distintas d¢J entdo é
possivel demonstrar que os elemenip$ e ¢ pertencem a mesma Orbita e aparecem
na ordem circularcb em um ciclo de3 por meio da aplicacéo do item 1 demonstrado
anteriormente para as permutacdes 5’ ondea’ = o~ e 8’ = o3. Segundo o resultado
do item 1, as drbitas contendgb e ¢ sdo reunidas em uma Unica 6rbita ef¥’ = G e
esses elementos possuem a mesma ordem circulat®mema’, ou seja, a ordenach.

O
Meidanis e Dias [39] utilizaram o Teorema 48 para analisants de rearranjo represen-
tados poB-ciclos, mas nao desenvolveram o relacionamento entredufwrale trés ciclos e 0s
conceitos de norma e divisibilidade, por exemplo. De margemelhante ao caso do produto
envolvend@-ciclos, apresentamos as propriedades que relacionammanardivisibilidade e
0 numero de 6rbitas de uma permutacdo. Esses novos resuti@adaontribuicbes de nossa
pesquisa para a extensdo do formalismo algébrico.

Lema 49. Sejama = (a b ¢) um 3-ciclo e 3 uma permutacdo, ambos solite Ent&o os
elementos, b e c pertencem &upp() para um cicloy de3 e aparecem na ordem circutdt:
em~ se e somente ge b ¢)|0.

Prova: Se os elementas b e c pertencem &upp(vy) para um cicloy de 3 e aparecem nessa
ordem circular ena entdo pelo Teorema 48, tema§3a~t) = o(3) + 2. Além disso, temos
||| = 2 uma vez quer € um3-ciclo. Dai, desenvolvendo-se a formula que relaciona enaor
€ 0 numero de orbitas de uma permutacao:

1B = |E| — o(Ba™") = |E| — (o(8) + 2) = |E| — (I1E] = [|BI)) — 2= I8]| — [l.

Logo || o || = [|8]] — llal| e ] 3.

Por outro lado, se|3 entdoo(Sa~!) = o(3) + ||«|| pelo Lema 39, ou seja* é um3-ciclo
tal queo(Sat) = o(3) +2. Logo, pelo Teorema 48, os elemento$ e c pertencem &upp()
para um cicloy de 3 e aparecem na ordem circuldic em-. O

Considere uma permutacasobreF tal que existe umi-cicloa = (z y z) cujos elementos
séo todos contidos no suporte de um ciclordeNessa situagédo, os elementoscdpodem
aparecer em duas ordens emzyz ou zzy. O papel dosl-ciclos na variagdo no numero de
orbitas é determinado ndo apenas pela distribuicdo dogrtemda3-ciclo entre os ciclos de
uma permutacao, mas também pela ordem em que 0s elementessspaa permutacao.

Lema 50. Sejama = (a b ¢) um 3-ciclo e § uma permutagdo, ambos solifte Entéo
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1. a|f se e somente s€Ba 1) = o(3) + 2.
2. sea t 3 e todos o2-ciclos(a b), (a ¢) e (b ¢) dividem 3 entdoo(Ba™t) = o(5).
3. sea t 3 e somente um ddsciclos(a b), (a ) e (b ¢) dividem 3 entdoo(Ba~!) = o(3).
4. se(ab), (a c) e (b c) ndo dividem3 entdoo(Sa~t) = o( ) — 2.
Prova:

1. Sea|B entdol|Bat|| = ||3]] — ||«||. Além disso, temogBat|| = |E| — o(Ba™?) €
18]l = |E| — o(8), entdo usando essas igualdades e o fatg déemos|E| — o(Ba~!) =
|E| — o(3) — 2 que implicao(Ba™t) = o(3) + 2. Inversamente, sgfa~!) = o(3) + 2
entdo||Ba Y| = ||3]] — 2. Como||«|| = 2 entdo||Sa~t|| = || ]| — ||«||- Portantax|s3.

2. Sea 1 3 e todos o2-ciclos (a b), (a ¢) e (b ¢) dividem 5 entdo, pelo Lema 43, temos
orb(B3,a) = orb(8,b) = orb(53,c) e pelo Lema 49 temas!|3. Decompondax~! em
2-ciclos, temosy™! = (¢ b a) = (¢ b)(b a). Como(c b)|3 entdoo(S(c b)) = o(B) + 1.
Além disso, temos. € orb(5(c b),c) porquel(c b)x = [x parax # bex # ce
os elementos, b e a aparecem nessa ordem circular 8m Entdo(b a) 1 G(c b), e

o(B(cb)(ba)) =0o(B(cb)) —1=0(8)+1—1=o0(3). Portantmw(Sa ") = o(3).

3. Suponha quer 1 [ e, sem perda de generalidade, temw)|3, entdoorb(5,a) =
orb(3,b) # orb(5,c). Considere a decomposicao ereiclos (b a)(a ¢) da permutagdo
a~!. Pelo Lema 45 e coma(3(b a)) = o((b a)B) entdoo(B(b a)) = o(B) + 1. Além
disso, temosrb (3, c) € Orb(3(b a)) porques(b a)x = Sz parax # bex # a. Logoa,

b e c aparecem em Orbitas distintas étb «). Dai (a ¢) 1 5(b a) e, usando o Lema 45 e
o fato de que(a) = o(a3) quandon € um2-ciclo, derivamos

o(B(ba)(ac)) =o(B(ba)) =1 =o(F) +1—1=0(p).
Portantoo(B3a™t) = o(3).

4. Se(a b), (a c) e (b ¢) ndo dividemg entdoorb(3, a), orb(3,b) e orb(3, c) séo orbitas
disjuntas de’ pelo Lema 43, ou seja, cada elemento no suporteaj@rece em um ciclo
distinto em3. Mas podemos reescrever' comoa™ = (¢ b a) = (¢ b)(b a). Logo
o(B(c b)) = o(B) — 1 decorre dgc b) 1 5 e do Lema 45. Com@(c b)x = [z para
x # bex # centdoorb(f,a) € Orb(B(cb)). Logoo(F(c b)(b a)) = o(3) — 2 porque
(b a)tB(cb). Portantw(Bat) = o(8) — 2.

O
Os conceitos de norma e divisibilidade sdo relacionadopr@sentacdo de uma permu-
tacdo como um produto deciclos. Podemos definir, com pequenas modificacbes, doscei
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semelhantes que séo relacionados a decomposicado de umaggmens-ciclos. Diferen-
temente do caso do produto geiclos, nem sempre € possivel encontrar uma decomposi¢ao
em3-ciclos para uma permutacao. Dizemos que uma permutagéoatnponivetm 3-ciclos
guando existe uma decomposi¢cado®riclos dessa permutacdo. Dada uma permutagitre

E decomponivel en3-ciclos, definimos &-normade 7, denotada pofir|/;, como o nimero
minimo de3-ciclos em uma decomposi¢ao &nticlos der.

Exemplo 51. Sejamr = (728 1)(3510)(649)ey = (10285 1)(36 4 79) permutagbes
sobre{z € Z | 1 < x < 10}. A permutagaoy pode ser representada por meio do seguinte
produto de3-ciclos:

7=(1028)(851)(364)(479).

Logo 7|5 < 4.

Por outro lado, a permutac&onao possui uma decomposicao 8riclos. Se tentarmos
encontrar um produto envolvendo o nimero maxima-geclos que resulte em esse produto
contera sempre urciclo além dos3-ciclos. Por exemplo:

m=(728)(813)(135)(5106)(10 6 4)(49).

Seria possivel determinar se uma permutacao é decompenigeticlos sem procurar por
uma decomposicao eniciclos? Para responder a essa pergunta, iremos demaoaisfuars
fatos referentes a paridade da norma de uma permutacéao.idagaida norma nos ajudara a
caracterizar as permutacdes que sdo decomponiveisciios.

Lema 52. Dadas as permutac¢de< 3 sobreE, temos||a|| = ||«| + |8 (mod 2)

Prova: Faremos uma demonstracéo por inducad|gth

Considere como caso bage|| = 0 e ||| = ¢. Paral|5|| = 0, entdos = ¢ (pela Proposi-
cdo 32) elogdlaf|| = ||a|| = ||| + [|8]] (mod 2). Sel|5]| = 1 entdos = (a b) e temos dois
subcasos:

e se(ab) taentdo|af| = |«| + 1 pelo Lema 44. Logdag| = ||a| + 1 = ||| + [|3]]
(mod 2).

e se(a b) | a entdollaf| = ||o| — 1 pelo Lema 44. Logdlag| = |lo| — 1 = (||«
(mod 2) + (=1) (mod 2)) (mod 2) = (||a]| +1) (mod 2) = ||| + ||| (mod 2).

Tomaremos como hipétese de inducéo que o resultado sequigtias: k.

Sejag = p1 B2 ... [0k ondes; € um2-ciclo ek € minimo. Considerg, e’ = 3, ... [s.
Pela hipétese de indugéo e comd| < ||| devido a minimalidade da decomposi¢do em
2-ciclos, temog|af,f'|| = || Gi]] + |7 (mod 2). Mas||af:|| = ||a|| +1 (mod 2) como
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demonstramos no caso base. Ldg®|| = (||a|[+1 (mod 2))+||f'|| (mod 2) = || + (1 +
18]1) (mod 2). Como||3[| = 1 +[|#||, entdo né temoga|l = [laf + ||4]| (mod 2). O

Uma permutacao € un@ermutacdo impaguando sua norma € impar, caso contrario ela
€ umapermutacao par Um r-ciclo € umciclo imparquandor é impar, caso contrario ele €
um ciclo par. Os conceitos de paridade (par ou impar) em permutacdes rainegeclos sao
opostos.

Lema 53. Ciclos impares sdo permutacdes pares e ciclos pares saotpedes impares.

Prova: Pelo Lema 30 um-ciclom = (a; as ...a,) pode ser escrito como

T = (a1 a,)(ay ar_1) ... (a1 ag)(a; az),

ou seja, como um produto de— 1 2-ciclos. Esse produto d&ciclos (a; a,)...(a; az) &,

de fato, uma decomposicao elrriclos dewr. Mostraremos que essa decomposi¢cao é uma
decomposicdo minima efciclos. Pela Proposi¢éo 34 temps|| = |E| — o(w). Sejaf o
numero de elementos fixos emLogo

|E| = o(m) = |Supp(m)| + [ = (no(m) + f) = |Supp()| — no(m) =r -1,

uma vez quer é umr-ciclo. Entdo o produto de-ciclos envolve||r|| 2-ciclos e ele é uma

decomposicdo minima eiciclos der. Logo a normd|x|| € impar (par) se e somentese

€ par (impar). Portanto ciclos impares sao permutacdes parelos pares sdo permutacdes

impares. O
Mostramos no Lema 54 uma caracterizacao das permutacéed@decomponiveis em um

produto de3-ciclos:

Lema 54. Dada uma permutacdosobreF, existe uma decomposicao exticlos der se e
somente s || € par, ou seja, &norma é definida para permutacdes pares apenas.

Prova: Sejar uma permutacao tal quer|| € par;i.e.0 = ||x| (mod 2). Para cada par de 2-
ciclos consecutivos; digamese [, em uma decomposicdo minima €raiclos der podemos
obter3-ciclos de acordo com dois casos:

i) Se|Supp(a) N Supp(B)| = 1;isto é, temosy = (a b) e 5 = (b ¢), entdo substituimos os
dois ciclos pela-ciclo (a b ¢).

i) Se Supp(a) N Supp(B) = 0;i.e.a=(abd), = (cd),ea,bd, cedsao distintos entre si,
entdo obtemos doisciclos(a b ¢) e (b ¢ d).

O caso no quabupp(a) = Supp(f); isto é, temosy = 3 = (a b) NGO ocorre em um
produto minimo de-ciclos pois teriamos = fa = «.
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Como o norma de é par entdo o numero @eciclos em uma decomposicao erticlos de
7 € par. Logo, ao aplicarmos uma transformacao dos paresidos em3-ciclos seguindo os
casos acima, o resultado sera uma decomposicéo da perowutag@3-ciclos. Agora, consi-
dere a permutacaotal que ha uma decomposi¢cdo minima&uoiclos der: 7 = oy as ... ag.
Logo||7|| = ||a1 ca ...ax|| € pela generalizag@o do Lema 52, temos:

lag ag ool = JJaa]] + ezl + ... + [Jax]] (mod 2)

Como a norma de urd-ciclo é2 entdo|la; as ...ax|| =0 (mod 2); ou seja, a norma de
T € par.

Portanto||7||; é definido apenas para permutagdes pares. O

De modo semelhante a norma de uma permutacaooama de uma permutacao par possui
algumas propriedades uteis:

Lema 55. Dadas as permutac¢des patres 3 ambas sobré’, temos

a A W N P

. |le]|s = 0 se e somente se= .
e s = llalls

1B - alls = llalls

- NleBlls < llells + (181l

- [laBlls = ll5alls.

Prova:

1

. Sea pode ser representado como um produto de Z@iolos entaay € a identidade. Por
outro lado, &-norma da identidade € zero.
Sejaa; . .. a;, um produto minimo dé-ciclos cujo resultado &, entdo

al=(a;...oap) P =a; . Lar

Logo, o produtan; ' ... ;' € uma decomposigéo edreiclos dea! e [|a~|3 < [lalls.
Por simetria, obtemog |5 > ||a||3. Portanto|a~!|3 = ||«/|3.

Dadoa = ay ..., tal quea; . . . o € uma decomposicao edreciclos dex, entdo

Bra= (L a1)...(0a)

el «; paral < i < k, € um3-ciclo uma vez que a conjugacao preserva a estrutura
do ciclo. Logo||3 - a||3 < ||a||s. Como esse resultado vale para permutacdes quaisquer,
temos||37! - (B a)|lz < ||3 - alls. Comos~!- (3-a) = a, entdoljalls < ||5 - s
Portanto||al|; = |5 - alls.
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4. Sejac = a;...q4 €0 = (... respectivas decomposi¢cfes minimas3aiclos das
permutacbes e 5. Entdo

Oéﬂ:Oél...Oékﬁl...ﬂl
ellaflls <k +1=llalls +5]s.

5. Segundo oitem 3, temdgal/s = ||a-(Ba)||3 ea-(fa) = af. Portantd|Sal|s = ||af]|s-

O

Dadas as permutacdes pares ( sobreF, dizemos quex 3-divide 3, o que é denotado
porals3, quandd|Sa~t||s = ||8]|s — ||«/|3- O Lema 56 reline algumas propriedades basicas da
3-divisibilidade.

Lema 56. Dadas as permutacdes pareg’ ey sobreF, temos
1. aofza
2. sea|3f e fB|za entdoa =
3. seal3( e (]3y entdoa|sy
4. al33 se somente se !|357 1.
5. sea|s33 entdoy - alsy - 5
Prova:
1. A propriedade reflexiva segue diretamentdlde ||z = ||¢||3 = 0 = |||z — ||@]|5-
2. Sejamn e 3 permutacdes pares sobiidais quex|s 3 e 3|3«. Logo
1B s =118lls = llalls & B s = llalls — [I5]5-

Somando os membros de cada igualdade obtejfas?||s + |37 !||s = 0.

Comoaf~! = (Ba~1) 71, entdo|| a3 = ||aB7 Y5 pelo Lema 55. A partir das igual-
dades|fa!||z + a8 s = 0 e ||fa" |3 — |[aB7t]|s = 0 obtemos|as~t|s = 0, i.e.
afB~t = .. Logoa = 3 e a propriedade anti-simétrica segue-se.

3. Sejamn, [ ey permutacdes pares sobidais quex|s e §]3y. Entdo temos
1B~ s =118lls = llalls & 187 s = lIvlls — 1815
e somando essas equacoes obtemos:

187 ls + 1787 s = ll7lls = lletlls-
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Verificaremos o relacionamento entrea'(|3 € [|v||s — [|o||s. As desigualdades

lva™ s = lv8~" Ba ls < [1v8~ ls + 118 s < llylls — llals,

17lls = llve alls < flvals + llels

implicam|lya™"[s > [|vlls — [lalls. Logo[lya~ls = [[v]ls — llalls € afsy.

4. Seals e como|y||s = ||y} ||s entdo temog (Ba—1) |5 = |37 |5 — [la~t||s. Manipu-
lando o primeiro termo da igualdade:

1(Ba™") s = llaB™Mls = 18 at]ls.

Consequentemente, temgs~'al|3 = |||z — ||a~!|]3, ou de modo equivalente temos

a 367"
Sea”[;67, entdo|| 3 alls = (|67 |5 — [la~(|s. Logo |57 [ls — a7 s = [IBlls —
|la|ls. Além disso, como mostrado anteriormente, tefiés'alls = ||(Ba!)!|5 €

|(Ba=H)|3 = ||Ba™t||3. Portantox|s5.
5. Seal;8 entéol|Ba |3 = [|B]ls — [|Vlls- Mas||]ls = ||y - Blls. Logo
17 Blls = Iy - alls = 18lls = lalls = [|Ba™ s = Iy - (Ba™)ls = (v B)(v-aH]s.

Mas temog|(v- 3)(y-a™H]ls = ||(7- B) (- a)7Y|5. Portantoy - a3 - 3. E por simetria
da igualdade, obtemos qge «/|37 - 5 implicaa/|s 0.

O

O relacionamento entre a norma 8-aorma de uma permutacéo par € dado pelo Lema 57
e Teorema 58.

Lema 57. Dada a permutacao parsobreF, temos||x|[s > ||7]|/2.

Prova: Dada a permutacéo paisobrel, sejar; . . . 7, uma decomposi¢cdo minima éticlos
der ek = ||r||3. Cada3-ciclor; paral < i < k é da forma(a b c¢) e pode ser escrito como
o produto de doig-ciclos (a b)(b ¢). Logo uma decomposigdo e?rciclos der obtida pela
substitui¢céo de un-ciclo por dois2-ciclos possuR||r||s 2-ciclos e pela definicdo da norma
temos2||x||; > ||]||. Portanto temo§r||s > ||7]|/2. 0

Teorema 58.Se uma permutacao parsobreE possui apenas ciclos impares em sua decompo-
si¢cdo em ciclos disjuntos entda||; = ||| /2.
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Prova: Para qualquer permutagdo patemos||||s > ||«||/2 pelo Lema 57.

Para mostrarmos quer||s < ||r||/2 dada uma permutac¢&ocuja decomposi¢cao em ciclos
disjuntos é formada apenas por ciclos impares, iremos oirterdecomposi¢ao esaciclos de
7 a partir de uma decomposicdo minima 24iclos der.

Dada a permutacaocuja decomposi¢ao em ciclos disjuntos € composta por ditipares
apenas, considere uma decomposi¢cdo minima-eitlos der obtida do seguinte modo: subs-
titua cada ciclay = (a; a2 ... a,) parar > 2 da decomposicdo em ciclos depelo produto
de2-ciclos

(a1 as)(az az)(as ay) ... (a,—2 ar_1)(ar_1 a,).

Essa decomposicédo ericlos é minima pois possui- 1 2-ciclos de acordo com a férmula da
norma segundo a Proposicdo 34. Entéo € possivel agrupatices dessa decomposicaoze
em pares da forméu b)(b c) e para cada pdw b)(b ¢) ha um3-ciclo correspondenté: b c).
Logo ||7[|3 < [|=||/2.

Portanto, se uma permutacdo pasobreF possui apenas ciclos impares em sua decompo-
si¢cdo em ciclos disjuntos ent§a||; = ||7||/2. 0

Este resultado ndo é valido em geral. Por exemplo, para aupegéioc = (a b)(c d),
temos qué|al| = 2 e||all; = 2.

3.6 Modelagem de Genomas

Nessa secao iremos apresentar uma versao do formalisnioietgéefinido originalmente por
Meidanis e Dias [39] para a modelagem do problema de rearesimjgenomas. A versao apre-
sentada nessa secao difere do trabalho original de Meiddiss, pois adotamos a convencao
de aplicar eventos de rearrajo em genomas pela esquerda.dfdéo, introduzimos o conceito
de sistema de genes, analisamos os tipos de genomas que ped@nde entrada para um
problema de rearranjo em genomas por meio do conceito degatiniidade” entre genomas
e relacionamos a definicdo de um genoma ao conceito de didiade de permutacbes. Esses
novos conceitos estendem a versé@o do formalismo algéleibteiianis e Dias.

Iremos modelar genomas como permutagdes que obedecenas penpriedades relacio-
nadas ao conjunto de genes modelados e sua relacao de ca@ntagadade.

O par formado por um conjunt& e uma permutacab sobreF é chamado de ursis-
tema de genesdenotado po(FE,T"), quandoSupp(I') = E e I'T = . A permutacad’
associa cada elemento deao seu elemento complementar. Por exemplo, dado o conjunto
E={-4, -3, -2, -1, 1, 2, 3, 4} eapermutagdb = (1 —1)(2 —2)(3 —3)(4 —4),0
par(E,I") € um sistema de genes uma vez que o suporfe&e eI'T' = .. Uma particdo de’
em dois conjunto#’, e E_ tal queE_ = {T'z | x € E,} é chamada de unparticdo valida
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Figura 3.1: Genoma mitocondrial humano. O genoma mitocondrial possas ditas: uma fita H rica em
guanina e a fita L rica em citosina. A fita H contem 12 dos 13 gguesodificam polipeptidios, 14 dos 22 genes
gue codificam RNA de transporte (tRNA) e ambos os genes quéozmd RNA ribossémico (rRNA). Os genes
ND1, ND2, COX1, COX2, ATP8, ATP6, COX3, ND3, ND4L, ND4, ND5 g/tB pertencem a fita H enquanto o
gene ND6 aparece na fita L com orientagdo contraria aos getersoaes (seqiéncia complementar e reversa a
sequéncia correspondente na fita H). Figura obtida da thggerde Finnila [24].
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A Figura 3.1 mostra um diagrama representando o genomaaondaal humano. O ge-
noma mitocondrial humano é uma molécula circular e fechadBMA (MtDNA) composta
por 16,569 pares de base (bp) [3], localizada dentro da znaitocondrial em milhares de
cépias por célula [24, 34]. O DNA mitocondrial possui duaasfituma fita rica em guanina
(chamada de fita H) e a outra rica em citosina (chamada de fifa fita H contem 12 dos 13
genes que codificam polipeptidios, 14 dos 22 genes que adifRiNA de transporte (tRNA)

e ambos os genes que codificam RNA ribossdémico (rRNA). A senj@g codificadoras de pro-
teinas séo contiguas no genoma [3]. Os genes ND1, ND2, CO3X2(CATP8, ATP6, COX3,
ND3, ND4L, ND4, ND5 e CytB pertencem a fita H enquanto o gene NMpé&rece na fita L
com orientacdo contraria aos genes anteriores (sequémjlementar e reversa a seqiéncia
correspondente na fita H).

A cada gene de um genoma que aparece em uma das fitas, ha uéracseda bases com-
plementar e reversa ao gene. Nem todas essas sequéncidsmentpres sdo genes, mas sua
representacdo em um formalismo para rearranjo em genoravémnte quando sdo envolvidas
reversdes com sinais.

O conjunto de sequéncias de bases (genes ou ndo) pode séachoquido sistema de genes
(E,T')ondeE = E, U E_ tal que

E. = {COX1, COX2, COX3, ATP6, ATP8, NDI,
ND2, ND3, NDAL, ND4, ND5, ND6, CytB}

E. = {-COX1, —COX2, —COX3, —ATP6, —ATP8, —NDI,
—~ND2, —ND3, —NDAL, —ND4, —ND5, —ND6, —CytB}.

Usando a complementariedade das sequéncias, deflne-se—x parar € E. Os elementos
de um sistema de genes podem ser ndo codificadores, ou sejseneén de fato genes; por
exemplo, a seqiiéncia -ND4 néo codifica nenhuma proteina. eRdarmos que a nomencla-
tura seja pedante, iremos nos referir aos elementds simplesmente como “genes”, embora
ressaltemos que as sequéncias que sdo de fato genes depesdgnomas modelados.

3.6.1 Genomas Circulares

Dado um sistema de genéE,T"), uma permutagda sobreE é admissivelguando a Unica
permutacdo que divide a ambo®I" € a identidade. Os ciclos de uma permutacédo admissivel
sdo chamados di#gas. Uma permutacaa sobre £ € umgenomaquando for admissivel e
at=T.m.
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Exemplo 59. Considere o conjunto de gengs= {—5, —4, -3, =2, —1, 1, 2, 3, 4, 5} e
I'=(=55)(—44)(-33)(=22)(-11).

O sinais dos elementos indicam a orientagéo dos genes. Unpéxde genoma para esse
sistema de gend€’, ") é:

T=(2-13)(=31-2)(5 —4)(4 —5).

Osciclos(2 —1 3), (-3 1 —2), (5 —4) e(4 —5) s&o fitas do genoma. Observe que em uma
permutacdor sobreF admissivel com base no sistema de geied’) temosl'x ¢ orb(w, x)
parar € E. Em outros termos, uma fita ndo pode conter um gene e suapumEte sequén-
cia complementar reversa. Outro aspecto a ser observad® a®lgenomas é a possibilidade
de escrever um genoma de diversas maneiras distintas possig@ comutar as suas fitas uma
vez que sao ciclos disjuntos.

O genoma mitocondrial humano mostrado na Figura 3.1 poaeagelado pela permutacéo

0 = (ND1I ND2 COX1 COX2 ATP8 ATP6
COX3 ND3 ND4AL ND4 ND5 —ND6 CytB)
(-CytB ND6 —ND5 —ND4 —NDAL —ND3
—-COX3 —-ATP6 —ATPS —-COX2 —-COX1 —-ND2 -—ND1I).

Dado um genoma em um sistema de genég, I'), para cada fita. na decomposicdo em
ciclos der existe umdita complementar - o~. Um cromossomae um genoma no sistema
de genegE, T") é o produto de duas fitaseT" - o~ !. Dois cromossomos satisjuntosquando
0S seus suportes sdo disjuntos. Um genoma € um produto dessomos disjuntos.

Exemplo 60. Considere o genoma
m=(=5-210)(—1025)(17-9)(9 =7 —1)(3 —4)(4 —3)(—6)(6)(—8)(8).

no sistema de gené®&, I') parall = {z € Z | 1 < |z| < 10} eI" é a permuta¢do que mapeia
rem—z paratodar € E.

As permutagbe$—5 —2 10)(—10 2 5), (1 7 =9)(9 —7 —1), (3 —4)(4 —3), (—6)(6) e
(—8)(8) s&o cromossomos de Cada cromossomo é o produto de fitas complementares entre
Si.

Um sistema de genéd’, I') define o conjunto de genomas sobre o medfmocujas pro-
priedades fundamentais (admissibilidade e inverséo par deeconjugacéo pdr) dependem
da mesma permutacdd Iremos escrever que € um genoma ert¥, I') quando quisermos
dizer quer pertence ao conjunto de genomas definido pelo sistema de géne). Quando
necessario, deixaremos claro no texto quando quisermirsgiis o par(Z,I") do conjunto de
genomas definido por esse par. Discutiremos na Secédo 34 cmio os diversos problemas
de rearranjo em genomas sao definidos para subconjuntosjmtmde genomas definido por
um sistema de genes.
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3.6.2 Genomas Lineares

Nessa secao discutimos como representar genomas Composi®mossomos lineares por
meio do formalismo algébrico. O formalismo algébrico madéé maneira direta genomas
compostos por fitas circulares. Por outro lado, na naturgms&ivel encontrar genomas com-
postos também por cromossomos lineares. E necessariaraati mapeamento de um genoma
contendo cromossomos lineares em um genoma contendo apemesssomos circulares para
ser manipulado por meio da aplicacado de eventos de rearragdinal da manipulacdo do
genoma em seu formato com cromossomos circulares, agliageasnapeamento inverso para
obter um genoma com cromossomos lineares novamente.

Para modelar um genoma que possua cromossomos lineares,dermcluir no conjunto
de genes um par distinto de pseudo-genes complementares-p para cada cromossomo do
genoma. Os pseudo-genep e —p sao usados para unir as extremidades das fitas comple-
mentares do cromossomos lineares. Para obter-se novaumrgenoma com cromossomos
lineares basta remover os pseudo-genes do conjunto degydadsir as extremidades das fitas
como 0s genes adjacentes a esses pseudo-genes [40, 42, 58].

Exemplo 61. Considere um genoma contendo apenas um cromossomo linear:
[a7 b? C? d]7

tal que as suas extremidades sejaan.
Podemos modelar o genoma anterior no formalismo algébacmpio da inclusao de dois
genes, digamos0 e —0. O genoma no formalismo algébrico tem a seguinte forma:

(+0abcd)(IdTeThTa —0).

3.7 Eventos de Rerranjo em Genomas

Nessa se¢do, modelaremos os eventos de rearranjo em geswnuagermutacdes. Apresenta-
mos alguns eventos de rearranjo que ndo haviam sido modelatEyiormente pelo formalismo
algébrico, como as fusdes, fissdes e transposi¢cdes geadedi Além disso, uma contribui-
cdo original dessa secdo em relagédo ao trabalho de Meid&igs ¢39] é a discussdo sobre a
compatibilidade entre genomas com respeito a eventos damga

Dado um genoma em um sistema de genég, '), uma permutacédp € umevento de
rearranjo aplicivela = quandopr € um genoma eniF, I'). Dizemos queplicamosp emr
guando obtemos o produta.

A ordem em que aplicamos o evento de rearrargaelevante para determinar o formato de
permutacdo que esse evento ird assumir. Meidanis e Diagdi®®m a convencéo de aplicar
um evento de rearranjo “pela direita”, ou seja, o resultag@plicacdo de um evengpoem
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um genomar é mp. Conseqlientemente, s = o entdop = 7~ 'o ou de modo equivalente
p=1TI7lo.

Em nossa versao do formalismo algébrico, adotamos a cofwetlitgrnativa de aplicar um
evento de rearranjo pela esquerda. Segundo essa conve®g#o; o entdop = on~! ou em
outros termop = ol'wl.

Ambas as convencdes podem ser utilizadas de maneira iraerger(ndo se pode misturar
as convencoes) e permitem obter os mesmos reultados nusstrasise trabalho. Adotamos a
convencao de aplicar um evento de rearranjo pela esqueribder mais natural a utilizacéo
da notacéo pré-fixa para operadores.

3.7.1 Reversdes com Sinais

Um evento de rearranjo em genomas que parece ser dos mamsntekedo ponto de vista
biolégico € a reversdo com troca de orientacdes de gene29p8Dado o genoma em um
sistema de gend€’, I'), umareversdo com sinaigs = p(u, v, 7), ondeu e v S&o genes distintos
em £, é um evento de rearranjo aplicavet @ue transforma o genomano genomayr cuja
sequéncia de genes entree v, incluindou, mas excluinda em um cromossom@ de = é
trocada pela sequéncia inversa e complementar (em ambé#éassadefi em ). A permutacao
que define a reverséo com sinais, v, w) aplicavel ao genoma é (u 7I'v)(v 7l'u) tal queu
ev pertengam a mesma fita de Por exemplo, dado o genon@l'b ¢)(I'c b I'a)(d I'e) (e I'd)
no sistema de geng#, I') tal queE = {a, b, ¢, d, e, T'a, I'b, T'c, I'd, T'e}, a permutacdo
(T'b b)(c T'a) € uma reversao com sinais aplicavel.a

Dado um genomaem(F, ") e umareversdo com singi, v, w) aplicavel ar, seguem-se
algumas propriedades fundamentais de reversdes cont sinais

Lp=pY
2. (uv)|re(uwv)tpr;
3. |lprll = l[zpll € lpm|l = []-

Meidanis e Dias [39] demonstraram que a mesma reversao oatpside ser definida por
diferentes pares de elementos do conjunto de genes.

Proposi¢éo 62.Dado o genoma no sistema de gené#, I') e sejap(u, v, 7) uma reversao
com sinais aplicavel a, temos:

pu,v,7) = p(v,u,m) = p(nlu, 7lv, 7) = p(nlv, 7T, )

O efeito de uma reversdo com sinaigplicavel a um genoma é ilustrado na Figura 3.2.
Dois genomas e o sdocompativeis com relacdo a reversdes com sigaendo existe uma
sequéncia de reversfes com sinais. .., p, tal quep; € uma reversao com sinal aplicavel a
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A Reverse complement of A

u/'\nlv TT I'u/'\nl‘v
[ ] [ ]

° °
7 \ / i\

TU,. oV T U o ol V
° ° ° °
\. / p \./

Reverse complement of A A/ A
niV'\.ru O‘:pT[ n_l\.//.\.u
7 \ / N
mu ./ \‘. v mru .’/ oV

° — T °
Figura 3.2:0 diagrama mostra o resultado da aplicagéo de uma reversésioaisp aplicavel a um genoma
unicromossomat. Observe as modificagcbes nos segmentos de genes, 7 ‘v enl'v, ..., Tu. Em uma

reversdo com sinais uma seqiéncia de genes é invertida erdiagéo dos genes trocada em ambas as fitas do
mesmo cromossomo do genoma (Figura reproduzida do artilytedknis e Dias [39]).
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pi_1...;mmparal <i<kep;...pm =oc. Nemsempre um par de genomas € compativel com
relacdo a reversdes com sinais. Por exemplo, genomas comeaymdistinto de cromossomos
nao sdo compativeis.

Dois genomas eo em(E, ') sdoeqliicromossomasse para cada cromossomordexiste
um cromossomo em cuja a unido das 6rbitas em cada cromossomo é a mesma. Os cro-
mossomos de e o cuja unido de suas duas o6rbitas sao iguais sdo chamaadosndessomos
correspondented?or exemplo, 0s genomas

(abc)(TelbTa)(ed)(T'dTe)

(bac)(TeTaTb)(cTd)(dTe)

sdo eqlicromossomais. Os cromossof@og)(I'd I'c) e (¢ I'd)(d T'c) s&o cromossomos cor-
respondentes.

Lema 63. Dado um genoma em (£, ') e uma reversdo com singisaplicavel ar entdo os
genomasr e pr sado equicromossomais.

Prova: Uma reversd® = p(u,v,w) € caracterizada por trocar os segmentos. 7~ 1v e
ml'v...T'u entre as fitas de um cromossomondé.0go, 0 cromossomo epir que resultou das
alteracbes nas fitas causadas pela reversdo mantém o meagnuaae elementos, embora
esses elementos possam pertencer a 6rbitas diferentesrdossomo correspondente em
Portanto os genomase pr S&0 equicromossomais. O
Uma reversdo aplicavel a um genomando modifica os suportes dos cromossomos em
pm, NO entanto as Orbitas ger que contému e v sdo alteradas. Uma consequéncia direta do
Lema 63 € que se existe uma sequUéncia de reversdes com siadisgsforme um genoma
7 em um genoma distinte entdor e o sdo equicromossomais. Em outros termos, genomas
compativeis com relagéo a reversdes com sinais sdo eqigissomais. Por outro lado, se dois
genomas distintos sdo equicromossomais entdo esses geeamaompativeis com relacao
a reversdes com sinais. Ndo demonstramos essa Ultima apgdiqpois ndo tratamos nesse
trabalho com transformacgdes entre genomas envolvendosaxainente reversées com sinais.
Genomas equicromossomais serao estudados no contextolderpa de rearranjo envolvendo
reversdes com sinais e intercambio de blocos.

Exemplo 64. Considere os genomas:

(abc)(TeTbTa)(ed)(T'dTe),

e T

e 0= (alch)(Tbcla)(eld)(dTe)e

o 0

(ab)(TbTa)(ced)(T'dTeTe).



3.7. Eventos de Rerranjo em Genomas 67

todos no sistema de gen@s, I') para o qualF = {a, b, ¢, d, e, Ta, Tb, T¢c, T'd, Te}. Os
genomasr e o Sdo compativeis, mas os pare¥ e o, § sdo incompativeis.

Comor e o sdo genomas distintos e eqlicromossomais, existe umarsxg i rever-
sdes com sinais que transformaemo. A sequéncigp; = p(b,a,m), p2 = p(T'b,a,pi7) €
p3 = p(d, e, popym) transformar emo, isto é, temogspsp1m = o. Por outro lado,como os
pares(r, 6) e (o, 6) ndo séo equicromossomais ndo ha sequéncias de reversdsgamngue
transformemr ouo emé.

Dados os genomas compativei® o em um sistema de genég, I'), o problema de re-
arranjo em genomas por reversdes com sir@sasiste em encontrar uma sequéncia com o
namero minimo de reversdes com sinais que transformem uongeam outro. Esse niamero
minimo de reversdes com sinais é chamaddig&ncia de reversées com sinaienotado por
d.(m, o), entre 0s genomas e 0. Em outros termos, queremos encontrar uma seqiéncia de
operacoes de reversdo com sinaisps, ..., px, tal que:

0 =Pk Pk—1 --- P1 T

onde cada; € uma reversao com sinais, para i < k, ep; ;1 € aplicavel @; p;_1 ... p1 7,
e k € minimo.

3.7.2 Transposicoes

Dado um genoma no sistema de gené¢#’, I'), umatransposicaaplicavel ar é a permutagéo
7 = (u v w)(rTw «l'v 7l'u), ondew, v e w sdo elementos distintos e, tal quer|r .
Uma transposicéde = 7(u, v, w, 7) troca 0os segmentos adjacentes .7 v ev...7 1w em
uma fita (e os segmentad'w ...I'v enl'v...T'u na fita complementar) de um cromossomo
derw. Dado o genoma = (a b ¢)(I'c I'b T'a) no sistema de gené#’,I") para o qualF =
{a, b, ¢, T'a, T'b, I'c}, a permutagdu b ¢)(I'b I'a I'c) € uma transposicao aplicavetra
Observe que definimos uma transposicao utilizando uma fdistiata a utilizada por Mei-
danis e Dias [39]. Meidanis e Dias [39] definem uma trans@asi@plicavel a um genoma
(em um sistema de genég, I')) como a permutac@oru v 7w)(T'w T'v Tu) tal quewu, v, w
aparecam nessa ordem circular emAs duas definicbes sdo equivalentes, ou seja represen-
tam a mesma transposicao, embora o formato das permutagdesogielam uma transposicéo
sejam distintos.
Dois genomas ec em (£, I') sdoequiorbitaisquandaOrb(r, E) = Orb(o, E).
Lema 65. Dado um genoma em (E, I') e uma transposi¢&oaplicavel ar entdo os genomas
m e Sao equiorbitais.

Prova: Uma transposicéo = 7(u, v, w, ) € caracterizada por trocar os segmentos adjacentes
w...mwewv...mtw em uma fita (e os segmentoSw ...T'v e 7T'v...Tu na fita comple-
mentar) de um cromossomo @e Logo, 0 cromossomo emr que resultou das alteracoes
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nas fitas causadas pela transposicdo mantém as mesmas &irliita que as fitas tenham sido
alteradas. Portanto os genomas 7 sao equiorbitais. O

Uma transposicae aplicavel a um genoma ndo modifica as orbitas do genoma, no
entanto, a transposic&oaltera a ordem dos elementos nas fitagdeou seja, a relacao de
acessibilidade dos genes é modificada. Do Lema 65 resultaegegiste uma sequéncia de
transposicdes;, ..., 7, paraaqual,...m = o, tal quer; € uma transposicao aplicavel a
Ti_1...myw paral <i < k entdor e o S0 genomas equiorbitais. Além disso, dados dois geno-
mas distintos e equiorbitais ef#’, I") entdo existe uma sequiéncia de transposi¢des que trans-
forma um genoma em outro. Um exemplo de tal sequiéncia detsigdes que transforma um
genoma de origem no genoma destino € a formada por tran8psgjge “movem” cada ele-
mentoxr € F el'r € F para a sua posi¢cdo adequada no genoma destino ao mover mgggme
contendar e 0 segmento consecutivo formado por elementos ainda n&mqraslos adequa-
damente. Por exemplo, dados os genomas equiorhitai§a b ¢)(I'c T'b T'a)(e d)(I'd Te) e
o= (acb)(T'bTcTla)(e d)(I'd T'e), a transposi¢cde que troca 0s segmentb® c der é tal
querT = o.

Exemplo 66. Considere os genomas:
e 1= (abc)(lcTbla)(e d)(I'dTe),

e 0= (ach)(I'bTcla)(ed)(I'dTe)e

e 0= (ab)(I'bTa)(ced)(I'dTec).

todos no sistema de gen@s, I') para o qualFE = {a, b, ¢, d, e, T'a, T'b, T'c, T'd, Te}. Os
genomasr e o sdo equiorbitais, enquanto os demais pares de genomasaisé participa nao
séo equiorbitais.

Comor e o sdo genomas equiorbitais, existe uma sequéncia de tragdposgjue trans-
formar emo. A seqiéncia = 7(b, ¢, a, ) transformar emo, isto é, temost = o. Por
outro lado, ndo h& sequéncias de transposi¢cées que traesior ou o emé.

Dados os genomas equiorbitai® o em (FE,I"), o problema de rearranjo em genomas por
transposi¢cdegonsiste em encontrar uma seqiéncia minima de transpsgjgéetransforme
0 genomar emo. Em outras palavras, queremos encontrar uma sequénciarpasicoes
71, ..., T, tal que

T ... T\T =0

er; € aplicavel ar;_,...nm, paral < i < k ek € minimo. O nimer@ de transposi¢des na
sequéncia minima é chamadodistancia de transposicé&ntrer e o € esse nimero € denotado
pord(m, o).

Como a partir de um genomaé possivel apenas obter genomas que sejam equiorbitais a
por meio de sequéncias de transposicdes, o problema danjeaem genomas por transposi-
cOes é limitado a pares de genomas equiorbitais em um sistegenes.
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Exemplo 67. Dados os genomas

7= (adcbe)(TelTbTcTdTa)

oc=(abcde)(TeldTcThTla)

em(E,T") parak = {T'e, I'd, I'c, I'b, T'a, a, b, ¢, d, e}, apresentamos a seguinte seqiiéncia
de transposicOes que transformamo.

(dbe)(TbTecTa)(adcbe)TelbTeTdTa) = (abdce)(Telel'dTbTa)
(dce)(TeTdTb)(abdce)Telel'dTbTa) = (abcede)(TeldTelbTa)

Logo a distancia de transposi¢édr, o) entrer e o € menor ou igual a.

3.7.3 Transposicdes Generalizadas

O problema de rearranjo em genomas por transposicdes terasteado de dificil analise de-
vido a estrutura complexa inerente & sua modelagem [7, 22dn¥lo uma compreensdo melhor
dos efeitos de uma transposicdo, apresentamos em um p&jtardefinicdo do problema de
rearranjo em genomas que envolve os eventos de rearrapjdocojato € um Unicg-ciclo e

0s genomas de origem e destino na entrada do problema s@omogsomais (Cromossomo
circular) e formados por uma Unica fita. Para esse problemmaateanjo, um genoma € uma
permutacdo sobre um conjunto de geiks qualquer-ciclo sobreFE é um evento de rear-
ranjo aplicavel a esse genoma. A aplicagdo de um evento anomgeneste contexto obedece
ao comportamento de um produto de uma permutagao 8-ciglo como indicado pelo Te-
orema 48, que sumarizamos a seguir. Dado um genoabre F/, o 3-ciclo que divider
possui 0 comportamento de uma transposicao, ou seja treea@ymentos consecutivos do
genomar. Se um3-ciclo (z y z) ndo divide o genoma entéo trés situa¢des distintas podem
ocorrer: trés cromossomos do genomaao “fundidos” em apenas um cromossomo quando
x, y € z pertencem a cromossomos distintosrgeim cromossomo ¢é “dividido” em trés cro-
mossomos quanda y, x aparecem nessa ordem circular em um cromossomq de um
segmento de um cromossomo é movido pra outro cromossoniataigtiando dois dos ele-
mentos em{x, y, z} pertencem a um desses cromossomos e o terceiro elemergogeesb
outro cromossomo. Observe que nesse problema [43] os gerimtemediarios” obtidos pela
aplicacdo de uma sequéncia3ieiclos podem ser multicromossomais (permutacdes coatend
mais de uma Orbita), embora os genomas na entrada do proddganaunicromossomais. Essa
exigéncia de que 0s genomas na entrada sejam unicromossmaragteriza o problema como
uma versao relaxada do problema de rearranjo em genomaspgpadsicoes, no qual os tipos
de rearranjo representados geticlos e ndo apenas as transposi¢des sao permitidos.
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Baseando-se neste problema de rearranjo envolvioibos, desenvolvemos um problema
correspondente para o caso geral de genomas (multicromaise contendo fitas complemen-
tares reversas) em um sistema de genes. Dados 0s gen@ano sistema de gené#, I')
tais ques possui ao menos uma fita cujo tamanho do suporte é pelo m&spsitn evento
de rearranjaa b c¢)(nT'c 7’0 7nl'a) € umatransposi¢éo generalizadaplicavel ar quando
b € orb(o,a) ec € orb(o,a) paraa,b,c € E. Como no problema envolvendaciclos, um
evento de rearranj b ¢)(nl'c 7['b 7'a) que divide o genoma possui 0 comportamento
de uma transposicao, ou seja, a troca de segmentos comesa@digenoma, mas no caso de
transposicoes generalizadas, as duas fitas de um cromodsansofrem a troca de segmentos
consecutivos devido ao produto envolvend@asclos (a b ¢) e (nl'c 7I'b 7l'a). A condi¢é@o
de que os elementas b e c devem pertencer a mesma Orbitacdé importante para o caso em
que(a b ¢)(rl'c 7l'b 7T'a) N@o divide o genoma. Essa condigéo garante que, além das trans-
posicdes, apenas 8sciclos (a b ¢)(wl'c 7'b nla) tais quec, b, a apare¢cam nessa ordem em
um ciclo der, os3-ciclos tais que, b e c aparegam em cromossomos distintos, o8-o&los
(a b ¢)(nTe nT'b 7Ta) tais que dois dos elementos dm b, ¢} pertencem a cromossomo e
o terceiro elemento pertence a um cromossomo distinto degasposicdes generalizadas. Os
3-ciclos(a b ¢)(nl'c nl'b 7l'a) tais quea e b pertengam a uma fita enquantpertence a fita
complementar reversa do mesmo cromossome dao sdo transposi¢cdes generalizadas pois
nao atende a condicdo dgeb e c pertencer a mesma Orbita de

Duas consideracdes devem ser destacadas a respeito daosigades generalizadas. Pri-
meiramente, nem sempre ha uma transposicdo generalizkcivapa = para qualquer par
de genomas e o em um sistema de genes. Um exemplo de par de gengrneas para o
qual ndo ha transposicdes generalizadas aplicaveiea = (z y 2)(I'z Ty I'z) eo =
(2)(y)(2)(I'z)(I'y)(T'2). Em segundo lugar, uma transposi¢éo generalizada deperataltbs
0s genomas e o em sua defini¢cdo ao invés de depender apenas do genoamo no caso de
reversdes com sinais ou transposicoes.

Os genomas e o em (£, T") sdocompativeis com relacdo a transposi¢des generalizadas
guando existe uma sequéncia de transposi¢cdes generakzada, 7, tal quer,, ... mmr = o €
7; € aplicavel ar;_; ... mywparal <i < k.

Exemplo 68. Dado os genomas

m=(adceb)(IbTeTcTdTa)(f hg)TgThTf);

0= (ab)(TbTa)(c)(Tc)(de)(TeTd)(f gh)(ThTgTf)

oc=(abcde)TeldTcTbTa)(f gh)(ThTgTf)
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em(E,T)ondeE = {a,b,c,d,e, f,g,h,Ta, Tb, T'c ,Td, Te, T'f, T'g, Th}.

Tomando o par de genomase o, as permutacdes = (a b ¢)(I'd Te T'b) e § =
(f h g)(I'g Th T'f) s&o transposi¢Bes generalizadas aplicaveigais a,b € ¢ no primeiro
caso, ef, h e g no segundo, pertencem a mesma Orbita d€omo(a b ¢)(I'd Te Tb) t 7 e
¢, b, a aparecem nessa ordem circular m@ntdo o cromossomo cujo suporte contém esses
elementos é “quebrado” em trés cromossomos:

ar = (a d)(I'dTa)(c e)(Te T'e)(b)(Tb)(f h g)(T'g Th Tf).

Por outro lado, a permutac@b= (f h g)(I'g I'h T'f) divide 7 e por isso o efeito do produto
(G é atroca dos genes consecutivicsg, 0 que equivale a uma transposicao:

fr=(adceb)(I'bTelcldTa)(f gh)(ThTgTf).

Considere agora o par de genondas . A permutagdar = (a ¢ d)(I'e T'c T'b) € uma
transposicao generalizada aplicavel @mois a, ¢ e d pertencem a mesma fita de Como
a, c e d pertencem ao suporte de cromossomos distintog emao esses Cromossomos Sao
“reunidos” em um Unico cromossomo no produtd

70 =(abcde)(lel'dTelbTa)(f g h)(ThTgLf).

A sequéncige d b)(T'e T'a T'¢), (a ¢ e)(T'e I'd Tb), (f h g)(I'h T'f T'g) de transposi-
cOes generalizadas transformamo, logor e o sdo compativeis com relacao a transposi¢cdes
generalizadas. Por outro lado, o evente (a ¢ d)(T'e T'c I'b) transforma) emo.

Observe que o efeito de transposi¢cdes generalizadas {sase@efeito do produto d&
ciclos (veja o Exemplo 47).

Os genomasr e 0 em (F,I") sdo chamadosonorbitaisquando cada Orbita de € um
subconjunto de uma Orbita de

Lema 69. Dados 0s genomas e o conorbitais em(E, T'), se uma transposi¢éo generalizada
7= (abc)(nlecnl'b nla) aplicavel ar é tal que ow, b e c pertencem a uma mesma fitaxde
ou a trés fitas de cromossomos distintos entao os genoimas sao conorbitais.

Prova: Dada a transposic¢édo generalizada: (a b ¢)(nl'c 7I'b nl'a) paraa, b, c € E, ha trés
casos para serem analisados:

e Uma transposicdo generalizada troca dois segmentos cowsscde genes em uma
mesma fita e outros dois segmentos consecutivos na fita com@plar de um cromos-
somo der quando(a b ¢)|m. Nesse caso as oOrbitas e sdo as mesmas desegundo o
Teorema 48, embora a relagéo de acessibilidade dos elesrienta sido alterada. Logo
cada orbita der € um subconjunto de uma Orbita de
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e Se a transposicao generalizada é tal guee c pertencam a mesma fita de um cromos-
somo der mas(a b ¢) 1 T entdo 0 cromossomo que contémb e ¢ € divido em trés
cromossomos sem haver troca de elementos entre as suagdiasls o Teorema 48.
Comoa, b e c pertencem a mesma Orbita depor definicdo entdo as novas fitasde
cada uma contendo um dos elementogdeb, ¢} estdo contidas na drbita que contém
a, b e c emo (resultado equivalente vale para os elementas, 7' e 7l'c). Logo as
Orbitas derm séo contidas nas Orbitas de

e Se 0s elementos da mesma 6rbitardgertencem a fitas de trés cromossomos distintos
de r entdo esses trés cromossomos sao “reunidos” em um UnicC@ESOMO cuja uma
de suas fitas contém os elementps e c de acordo com o Teorema 48. Come o S840
conorbitais entdo cada uma das fitas contendoe ¢ estédo contidas em uma fita de
que contém esses trés elementos. A Unica fitaemue resulta da reunido das trés fitas
der é contida na fita de contendaz, b e ¢ pois nenhum outro elemento € adicionado a
qualquer das trés fitas de Logo as Orbitas der sdo contidas nas orbitas de

Em todos os casos o0 genomaque resultou das alteracdes nas fitas e cromossomos causa-
das pela transposicéo generalizada mantém a propriedapedada Orbita sua esteja contida
em uma Orbita de. Portanto os genomase 7 S&0 conorbitais. O

Segundo o Lema 69, se existe uma seqiéncia de transpos@i@slgadas;, ..., 7
para a quat;, ...m = o, tal quer; € uma transposicao generalizada aplicavela. ..
paral < i < k entdor e o sdo conorbitais. Por ora, assumiremos que dados dois geanoma
distintos conorbitais existe uma sequéncia de transpesigéneralizadas que transforma um
no outro.

Dados os genomas conorbitaise c em (£,I"), o problema de rearranjo em genomas
por transposicdes generalizadesnsiste em encontrar uma sequéncia minima de transpgsicoe
generalizadas que transforme o genomemo. Em outras palavras, queremos encontrar uma
sequéncia de transposicoes generalizagas. ., 7 tal que

Te...IMT =0

er; € aplicavel ar;_;...nm, paral < i < k ek € minimo. O numerd de transposi¢cdes
generalizadas na sequéncia minima é chamaddisiéncia de transposicfes generalizadas
entrer e o e esse numero é denotado ggi(~, o).

Quando discutirmos o problema de rearranjo em genomasgpinsicoes generalizadas
no Capitulo 5, iremos mostrar uma seqiéncia particularatesposicdes generalizadas que é
solucéo para o problema e depende da hipétese de que 0s ges@or@Norbitais.
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3.7.4 Intercambio de Blocos

Dado o genoma no sistema de gené¢&’, I") um evento de rearranjo
p = (uzx)(nlx nlu)(vy)(xTyrlv)

parau # y, u # v, x # yewu,v,x,y € E é umintercambio de blocoaplicavel ar quando
(u v z y)|m, ou seja quandae, v, x e y pertencem a uma mesma Orbitasde aparecem nessa
ordem circular em uma fita. O evento de intercambio de blpces p(u, v, z,y, ) troca 0s
segmentos....7 v ex...7 'y em uma fita (e os segmentoBv ... T'u enly... Tz nafita
complementar) de um cromossomorde

Lema 70. Dado um genoma em (£, I') e um intercambio de blocgsaplicavel ar entdo os
genomasr e pr sao equiorbitais.

Prova: Uma operacéo de intercAmbio de blogos p(u, v, x,y, w) é caracterizada por trocar
dois segmentos de genes em uma mesma fita e outros dois segmarfita complementar
de um cromossomo de. Logo, 0 cromossomo emr que resultou das alteragbes nas fitas
causadas pelo intercambio de blocos mantém as mesmas @ibida que as fitas tenham sido
alteradas. Portanto os genomas pr sdo equiorbitais. a
Como no caso da transposicdo, um evento de intercambio destdplicavel a um genoma
7 nao modifica as érbitas do genomg embora a ordem dos elementos nas fitagsdeeja mo-
dificada. Segundo o Lema 70,se houver uma sequiéncia deaimigias de blocog;, ..., px
para a quap; ... p1™ = o, tal quep; € um intercambio de blocos aplicaveba, ... p;7 para
1 < i < k entdor e o sao equiorbitais. De maneira semelhante ao caso de trag@passe
dois genomas sao equiorbitais entdo existe uma sequénirited@mbios de bloco que trans-
forma um genoma em outro: basta encontrar o mesmo tipo désaqide transposi¢cdes como
na Sec¢do 3.7.2 uma vez que uma transposicao € um tipo partieuintercambio de bloco.
Dados os genomas equiorbitai® o em (F, '), o problema de rearranjo em genomas por
intercambio de blocosonsiste em encontrar uma seqtiéncia minima de intercaratbmdos
gue transforme o genomaemo. Em outras palavras, queremos encontrar uma sequéncia de
intercambio de blocog, ..., p. tal que

Pk .PIT =0

e p; € aplicavel a;_1...pm, paral < i < k ek é minimo. O numer@ de intercambio de
blocos na sequéncia minima € chamaddid&ncia de intercambio de blocestrer e o e esse
nimero é denotado pdp,(r, o).

3.7.5 Fusoes e Fissoes

Introduzimos nessa se¢do a modelagem des eventos de j@éREsao” e “Fissdo” por meio
do formalismo algébrico. Esses dois eventos de rearragjtiadam ainda sido modelados no
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trabalho de Meidanis e Dias [39].

Dado o genoma no sistema de gené#’, I') um evento de rearranja. v)(rT'v nTu) é
umafissdoaplicavel ar quando(u v)|r, ou sejau e v pertencem a uma mesma Orbitarde
Um evento de rearranjtu v)(7l'v 7l'u) € umafusdoquandou e v pertencem a Orbitas de
cromossomos distintos em

De modo diferente ao de reversdes com sinais, transposigt@sambios de bloco e trans-
posicoes generalizadas, para quaisquer pares de genashatdiem um sistemas de genes
existe uma sequéncia de fusdes e fissdes que transforme omagem outro.

Dados os genomase o em (E,T"), o problema de rearranjo em genomas por fusdes e fis-
sBesconsiste em encontrar uma sequéncia minima de fusfes esfpsdaansforme o genoma
memo. Em outras palavras, queremos encontrar uma sequénciadbsfe fissdes, ..., px
tal que

Pk-..PIT =0

e p; € aplicavel g;_,...pym, paral < ¢ < k e k € minimo. O nimer@ de fusdes e fissbes
na sequéncia minima € chamadodigtancia de fusfes e fisst@stremr e o e esse numero €
denotado poti;¢ (7, o). O problema de rearranjo em genomas envolvendo fissGesesfpede
conter em sua entrada um par de quaisquer genomas de um nisnagle genes. ISso se
deve ao fato de uma fisséo ou fusado aplicavel a um genoma naodifconjunto de orbitas de
um genoma.

3.8 Rearranjos em Genomas no Formalismo Algébrico

O desenvolvimento do estudo de problemas de rearranjo eamgenrevelou diversas seme-
Ihancas entre alguns eventos de rearranjo [61]. Por megagasmilaridades entre eventos de
rearranjo é possivel desenvolver uma estratégia gerakgsolver problemas de rearranjo em
genomas. Apresentamos nessa se¢do uma estratégia dedestduproblemas de rearranjo
(ponderados) modelados por meio do formalismo algébrico.

Iremos generalizar o problema de rearranjos em genomadigaraom reversfes com
sinais, fus@es, fissdes e intercambios de blocos. Além ,dissoduzimos uma versao pon-
derada do problema de rearranjo em genomas que se basdlauig@tr de pesos aos eventos
de rearranjo segundo as suas normas. Mostraremos comouabtienitante inferior para a
distancia genémica ponderada e também que é possivel definiestratégia para encontrar
uma sequéncia de eventos de rearranjo que transforma urmgesm outro caso o problema
de rearranjo obedecer a certas condicoes.

Acreditamos que o desenvolvimento de uma estratégia deig@sode problemas de rear-
ranjo € uma contribuicdo de nossa pesquisa que permitirdegaealie mais rapidamente se um
determinado problema de rearranjo pode ser resolvidariaaile.
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3.8.1 Distancia Genébmica

Sejamr e o dois genomas eriZ, I') e R um conjunto de tipos de eventos de rearranjo em
genomas. Os genomas o sdo chamadosompativeis enk quando existe uma sequéncia de
eventos de rearranjgs, . . ., p; dos tipos encontrados efe

pL...p1T =0,

ondep; é aplicavel ; ;...pymparal <i <.

Dados um conjunto de tipos de eventos de rearranjo em genBneagois genomas e
o em um sistema de genég, I') compativeis enz, o problema de rearranjo em genomas
P(m, 0, R, E,T") consiste em encontrar uma sequéncia de eventos de regsranjo, p, dos
tipos encontrados e, tal que

Pk -..P1T = 0,

ondep; € aplicavel ap; 1 ...p1m paral < i < k ek é minimo. O valork € chamado de
distancia genémica é denotado pat(r, o).

Como para quaisquer pares de genomasoc que servem de entrada a um problema de
rearranjo em genomd3(r, o, R, £, I") existe uma seqiéncia de eventos de rearranjo . , py
talquep, ... p1m = o e p; € um evento de rearranjo aplicavelem, ... p;wparal <i <k,
temosp, ... p1 = or . Logo a permutacder—!, a qual chamamos dpiocienteder e o,
pode ser decomposta em um produto dos eventos de reapranjo, p,.. Em outros termos,

0 problema de rearranjo em genonfagr, o, R, E, ') é equivalente a encontrar um produto
Pk ... p1Que sejaigual ar~! e cada; € um evento de rearranjo cujo tipo é encontrada®&m
seja aplicavel a;_; ... pymparal < i < kek éminimo. N6s iremos definir alguns conceitos
e mostrar algumas propriedades da permutagad.

Dados os genomase o em (E,T'), umpar deor~! € uma dupla de ciclos e (7T") - a!
deon~!. Sejac(w, o) o nimero de pares der—!. Meidanis e Dias [39] mostram que o
nimero de pares der—! éc(r, o) = (|E| — |lor~!||)/2, 0 que equivale a metade do nimero
de 6rbitas derm—!. Denotamos a diferengapm, o) — c(m, o) por Ac(p, 7, o) ondep é um
evento de rearranjo aplicavel ao genomaQO conceito de um par der—! corresponde ao
conceito de ciclos alternados do diagrama de ciclos (owgtafpontos de quebra) de um
genoma [28, 29, 32] (ver Capitulo 2).

Exemplo 71. Dado o conjunto de genes
E = {(l, b7 C, d7 €, f7 g, h7 i? —a, _b7 —C, _d7 —€, _f7 -9, _h7 _Z}
e a permutacdb = (a —a)(b —b) ... (i —i). Considere os genomas

m=(a—c—db—ifg—h—e)eh—g—fi—-bdc—a)
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oc=(abcde fghi)(—i—h—-g—f—e—d—c—b—a)

no sistema de gené®, T'). A permutacder ! é

(@ —d =b)(—ice)(b —c)(—ad)(—e =g i)(f —h h)(=f)(9).

A permutagdob —c)(—a d) é um exemplo de par der~!. O quocientes7~! possui
c(m, o) = 4 pares.

A maneira que um evento de rearranjo afeta! é importante, pois sg; ...p, € uma
sequéncia de eventos de rearranjo tal gue . p;m = o € p; € aplicavel ap;_; ... p;7 para
1 <i < kentdoornlp'...p.! = oo~! = 1. Em outros termos, cada evenipao ser
aplicado ar altera o nimero de pares (preferencialmente aumentandeyemp; ' ...p; ' em
relacdo arn—!p;'. .. p; !, paral < i < k de modo que ao final da aplicacdo da seqiiéncia de
eventos o quociente gg . .. pym € o seja a identidade.

Exemplo 72. Considere novamente o genomag o no sistema de gend€’,I") do Exem-
plo 71.
O quociente

on ' = (a —d —b)(~ice)(b—c)(—ad)(—e —g i)(f —h h)(—[)(g)

pode ser decomposto, por exemplo, no produto de reversiesioais:

pspapsp2pr = (a —b)(—i e)(—d —b)(e ¢)(—a d)(b —c)(—e —g)(—h h)(—e i)(f —h),
tal quep; é aplicavel a;_, ... pym paral <i < 5.

Uma estratégia para encontrar uma sequéncia de eventoardenje que seja minima e
transformer emo é a de determinar qual o evento de rearrangplicavel ar que provoca
0 maximo aumento possivel no nimero de paresremtp—! em relacéo ar—!. Se sempre
existir tal evento de rearranjo para quaisquer pares dewggsnoa entrada do problema e puder-
mos identifica-lo de maneira rapida € possivel projetar woramo simples e eficiente para a
solucao de um problema de rearranjo em genomas. Infelizanestn sempre existe um evento
de rearranjo que provogue 0 aumento maximo no nimero de gampsociente para dois ge-
nomasr e o quaisquer. Mesmo que exista um evento de rearragpe aumente o numero de
pares derr !, esse fato ndo implica que para e o existird um evento de rearranjo desse tipo
emorp~! (veja o Exemplo 73).

Exemplo 73. Dado o conjunto de genes

E = {CL, b7 ¢, d7 €, f7 g, h7 —a, _b7 —C, _d7 —-€, _f7 -9, _h}
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e apermutacdb = (a —a)(b —b)...(h — h). Considere os genomas

mn=(a-bce—fdg—h)h—g—df—e—cb—a)

o=(abcde fgh)(—h—g—f —e—d—c—b—a)

no sistema de gené&, T'). O quocienterr—! é

(@ —g)(h =h)(b =b)(—ac)(ed —e g)(—d —f f —c).

Se quisermos encontrar uma seqiéncia minima de reverstes@s que transformeem
o utilizando a estratégia de selecionar apenas as revem@esiitais que aumentem o nimero
de pares no quociente, obteremos um par de genomas para méquad tal tipo de reversao
com sinais. A sequéncia de reversdes com sifaisg)(h —h)(b —b)(—a ¢)(d —e)(—f f) (de
fato todas as sequéncias envolvendo esses trés event@sraaja leva ao par de genomas

(@ —g)(h =h)(b =b)(—a c)(d —e)(=f f)m,
ousejgabece fdgh)(—h—g—d—f—e—c—b—a)e
o=(abcde fgh)(—h—g—f—e—d—c—b—a),

cujo quociente ée d g)(—d —f —g) e ndo ha nenhuma reversdo com sina&plicavel ao
genoma(a —g)(h —h)(b —=b)(—a c)(d —e)(—f f)m que aumente o nUmero de pares em
(e d g)(—d —f —g)p emrelacdo de d g)(—d —f —g). Portanto a estratégia de encontrar
sequiéncias de eventos de rearranjo que maximizem a variagionero de pares no quociente
falha para o problema envolvendo reversdes com sinais.

A validade da estratégia depende dos tipos de eventos danjgaconsiderados no pro-
blema de rearranjo em questédo. O problema de rearranjo esmgesrpor reversdes com sinais,
por exemplo, ndo pode ser solucionado por meio da estragéipaa e simples de procurar
as reversdes com sinais que aumentem o numero de pares dengei@os dois genomas na
entrada. O Exemplo 73 ilustra uma instancia do problemaatear@o em genomas por rever-
sBes com sinais para a qual a estratégia falha (0 Exempl®Seaia uma situacdo analoga no
formalismo classico). Demonstraremos que a estratégisgacima funciona para problemas
de rearranjo ponderados que envolvam uma determinada cagdo de eventos de rearranjo.

3.8.2 Distancia Gendémica Ponderada

Em problemas de rearranjo em genomas que envolvem diferigmbs de eventos de rearranjo,
€ comum adotarmos um peso para cada tipo de evento de reayteniente refletir a freqtién-
cia em que tais eventos ocorram em um cenario evolutivorparioso [20, 28, 61]. Os pesos
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dos eventos de rearranjo que pertencem a uma sequénciantieseyae transforma um genoma
em outro sdo geralmente somados para serem usados comoamefraralternativo a distan-
cia genbmica. Propomos a norma do evento de rearranjo congatdmetro para calcular o
peso de um evento. A norma fornece um parametro sistemataroal aplicavel a qualquer
evento de rearranjo que possa ser representado pelo fermoadilgébrico. A norma também
€ um parametro que esta de acordo com atribuic6es de peso®rs [11]. Por outro lado,
um problema na atribuicdo de pesos baseados na norma ¢é asibiliesde de distinguir pelo
peso alguns eventos de rearranjo distintos como trangj@ssactransposicdes generalizadas por
exemplo e, além disso, o fato de a norma coincidir com o0s gesogroporcdes entre pesos)
atribuidos a eventos de rearranjo em trabalhos anteri@G@garante que seja um parametro
que possua relevancia bioldgica. Dados os genomneas em (£, I'), o pesode um evento de
rearranjo qualquep aplicavel ar, denotado pot(p), éw(p) = ||p||/2. O peso de um evento
de rearranj é relacionado a sua capacidade de “quebrar” ou “juntar’spameor—p~! em
comparacdo ar—!. Além disso, dependendo da estrutura do evento de rearmorjexemplo
se tivermos um produto deciclos ou um produto d8-ciclos, o evento de rearranjo afeta as
paridades dos ciclos der—!.

Uma vez que atribuimos pesos aos diferentes eventos daneapodemos definir uma ver-
sao “ponderada” do problema de rearranjo em genomas. Dactogunto de tipos de eventos
de rearranjo em genomas 0s genomas e o em um sistema de gengs, I") compativeis em
R e umafuncéo de pesg o problema de rearranjo em genomas ponder&ie, o, R, £, ", w)
consiste em encontrar uma sequéncia de eventos de reasranjo, p, dos tipos encontrados
emR, tal que

Pk--.-P1T = O,
ondep; € aplicavel g; | ...pymparal <i <k erzl w(p;) € minimo. O vaIOIZfZ1 w(p;)
é chamado ddistancia genémica pondera@eé denotado pdi/ (7, o).

Mostraremos algumas propriedades que relacionam o peso deanto de rearranjo a divi-
sibilidade do quociente por esse evento que permitem aplasnaturalmente uma estratégia
gulosa para resolver o problema de rearranjo em genomagaatd Na Secdo 5.1, demons-
traremos que propriedades equivalentes envolverddidsibilidade do quociente permitem a
aplicacdo da mesma estratégia gulosa para a solucédo demapbnderado envolvendo trans-
posi¢coes generalizadas.

Um evento2-bompara (7, o) € um evento de rearranjo aplicavel ar tal quep|lon~1.
Caracterizaremos um everebom de acordo com a diferenca entre o nimero de pares do
quociente ap0ls a aplicacdo do evento de rearranjo e o qt®aéginal de dois genomas.
O Lema 74 permite que utilizemaSc(p, 7,0) = w(p) como propriedade fundamental do
genoma.

Lema 74. Dados os genomase o em (£, '), um evento de rearranjo aplicavel ar é um
evento2-bom pargw, o) se e somente s&c(p, m,0) = w(p).
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Prova: Considere os genomase o em (E,T"). Sep é um event®-bom para(r, o) entdo
plor~!, ou equivalentementerm—!p~!|| = |[on~!|| — ||p||- Manipulando essa formula:
loll _ Jom ) = llow= sl _ 1Bl = Jom o) = UBL+lom ™ _ oy
2 2 2
e comoc(pr, o) — c(m,0) = Ac(p, 7, 0) entdoAc(p, ,0) = w(p).
Inversamente, s&c(p, m,0) = w(p), ou seja, temos(pr, o) —c(w,0) = ||p||/2, entdo pela
definicdo de:(m, o) temos

lom = = llex "ol _ llpll
2 2
Ou de modo equivalente, temfpstp~ || = |[on~ || — ||p|| € plom~!. Logop é um evento

2-bom pargm, o).

Portanto, um evento de rearrapjaplicavel ar € um event@-bom pargr, o) se e somente
seAc(p,m, o) = w(p). O

O Lema 75 oferece um limitante inferior para a soma dos pes®s\entos de rearranjo em
uma sequéncia que transforma um genoma em outro. Além disssultado afirma que uma
sequéncia formada apenas por eveftbsns possui peso total minimo.

Lema 75. Dados os genomase o compativeis enf no sistema de genég’, I'), para qualquer
seqléncia de eventos de rearrgnjo . ., pg, tal quepy, . .. pym = o e p; € aplicavel ao genoma
Pi—1...pP17, temos:

130 wipy) > 1l

|

2. Zg‘le w(p;) = ”U% se e somente se cada evento de rearrangoum event@®-bom
para(p;_1...pim, o) paral < <k.

Prova:

1. Sejapy,..., pr Uma seqiéncia de eventos de rearranjo taisggue. p;m = o € p; €
aplicavel ap,_,...pim paral < i < k. Logop;...p1 = or ! e temos 0 seguinte
limitante superior parfior!|].

HPk---PlH
< lprll + -+ o1l

k
15l
92 L]
2
7j=1
k
= 2> w(p)
j=1

lom=]

lom=1]]

2

Logo temosy_*_ w(p;) >
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2. Assumimos que cada evento de rearranfum event@-bom pargp; 1 ... p17,0) para

1 <4 < k. Pela definicdo de peso, temos:

Jj=1

Uma vez que o evento de rearranjoé um event@-bom para(p;_; ... p1m, o) para
1 <i < kepeloLema 74 temos

loill _
2

clpi...pim,0) = cpicy ... a7, ).
Pela definicdo do nimero de pares temos

ol Mom=tprt ool lomtert ot 3.9
2 2 B 2 ‘ (3:2)

Usando a Equacéo 3.1 e a Equacéo 3.2 e manipulando como segue:

o Y| — 07T*1p_1...p_1
S wlpy) = lom | — | o b
j=1
_ Nlor il = ool
2
_ llon
5

— lon 1]l

k
Logo ) ;_, w(p;) = =5
k — =~ — k
Por outro lado, s§ 7, w(p;) = |[on"[|/2 entdo|lor || = >, [Ip]-
Pela propriedade da desigualdade triangular, temos
lon=prt e piill < llom™tort o+ il
paral < i < k, em outras palavras temos

il

0 < flon=prt e pi = llom ™ot p il + ol

paral <i < k. Como cada termpor=tp; ... p; | = [lom Loyt . pi |l + |lpill € ndo
negativo e manipulando a soma expandida, obtemos

k
0 < Y (lom oo cop = llompr" ool + ol
=1

k
= Jor ot ot = llom =+ Y el
=1
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Comoor 'pit.. . pit=veXSr  |lpill = lom || entdo

k
> (lon ot oop Ml = llompit ol Do) = 0.

i=1

Entdollor ot ot = llom et o]l + |lpsl| = 0 paral < i < k;i.e. temos

lom =t prt oot = oot p = Nl

paral < i < k. Logo, temosp;|on~tp;!...p; Y, paral < i < k, ou seja, cada;
aplicavel gp;_; ... pym € um event@-bom parap;_; ... p1m,0).

0
O Lema 74 e o Lema 75 podem ser utilizados para justificar atégta de buscar por even-
tos 2-bons para encontrar uma seqiéncia de eventos de reartenjoagsforme um genoma
em outro com distancia gendmica ponderada minima. O Teorémastifica a utilizacao da
estratégia para o caso de eventos de rearranjo de peso d5(flisédes e reversdes com sinais).

Teorema 76. Se para quaisquer genomas distintos o compativeis enk, conjunto dos tipos
fusdo, fisséo e reversdo com sinais, no sistema de ¢éh&y, houver um evento de rearranjo

p aplicavel ar tal quep € um event@-bom para(w, o) entdo existe uma sequéncia de eventos
de rearranjop, . . ., pr ondep; € um event@-bom para(p;_1 ... p17,0) €pk ... p1T = o para
1<i<k.

Prova: Dados os genomas distintase o compativeis enR? no sistema de gend#/,I") e
como a norma derw~! é par pelo Lema 52, demonstramos por inducdd:qrara a norma de
|lor~!|| = 2k a existéncia de uma seqiiéncia de eventos de reapanja , p, ondep; € um
evento2-bom parap;_1...p1m,0) paral <i < k.

Parak = 1 temos|jon~!|| = 2 e como existe uma fusédo, fissdo ou reversdo com ginal

que é um eventd-bom para(r, o) entédo|lor 1 p || = |[or Y| — ||p||. Comol|p| = 2 entdo
lom~1p7 || = 0 e logoor!p~! = .. Portanto temogr = o e p € um event®-bom para
(7, 0).

Parak > 1temos||or~!p~!|| = |[or || — ||p|| pois existe um eventd-bomp para(r, o).

Comol|or~ || = 2k e||p|| = 2 entdo||or~1p~!|| = 2(k—1). Além disso, temo§on ' p~!|| =
|lo(pm)~t||. Pela hipétese de indugéo, no caso em que témos, ou seja, pardo(pr) || =
2(k — 1), existe uma sequéncia, . . ., p; de eventos de rearranjo tal qugd um event@-bom
para(p;_1 ...ppm, o) para2 < i < k. Portanto, com@; = p € um event@-bom para(r, o)
entdo existe uma sequéncia de eventos de reamanjo., p, ondep; € um event@-bom para
(pic1...;pm,0) €pg...;ym = o paral <i < k.

O
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Deduzimos a partir do Teorema 76 que se houver um evebimm para(w, o) de um
tipo em R aplicavel a um genoma distinto deo, entédo é possivel encontrar uma sequéncia
de eventos de rearranjo que seja solu¢do para um probfémar, R, £, ", w) e W(r, o) €
minimo.

3.9 Consideractes Finais

Nesse capitulo apresentamos uma versdo modificada do femoadlgébrico para problemas
de rearranjo em genomas. Apresentamos o conceito de peanuéabitas de uma permutacao,
ciclos, produtos entre permutacdes e a representacao deparmatacdo como um produto de
ciclos disjuntos. Discutimos os efeitos do produto paiclos e3-ciclos nas Orbitas e na ordem
dos elementos nos ciclos de uma permutacdo. Apresentanmeyac@o de conjugacdo que
“renomeia” os elementos de uma permutacado sem modificarestudura. Discutimos a rela-
¢ao da divisibilidade e a decomposicao de permutacdez-@nlos ou3-ciclos. Em especial,
contribuimos com a demonstragéo de diversas propriedadelyendo3-ciclos que ndo se en-
contravam em trabalhos anteriores sobre o formalismo a@geAlém disso, mostramos como
modelar genomas por meio de permutacgdes representadagpcodudo de ciclos, o conceito
de um sistema de genes e as propriedades fundamentais deagenO conceito de sistema
de genes e a definicdo de genomas baseada na divisibilidadegpeutacad’ sdo contribui-
¢Oes novas para o formalismo. Apresentamos uma maneirpikseatar eventos de rearranjo
aplicaveis a um certo genoma como permutacgdes. Introdszimmonovo evento de rearranjo
(transposicao generalizada) que pode contribuir para uglhomcompreenséo de transposi-
¢Oes. Juntamente com a definicdo dos eventos de rearrafiimds os respectivos problemas
de rearranjo em genomas que envolvem esses eventos. Ruow,Wiscutimos como um pro-
blema de rearranjo em genomas é tratado no formalismo adgélfpos uma sistematizacao
de como um problema é abordado pelo formalismo algébricesaptamos uma estratégia ge-
ral para resolver determinados problemas de rearranjoajistegem ao critério de existéncia
de eventos de rearranjo “adequados”{d®ons) dentre os eventos permitidos no problema.



Capitulo 4

Nova Estrutura de Dados para Genomas

Diversas estruturas de dados tém sido utilizadas para esesgacao de genomas [33, 32, 8].
Nesse capitulo descrevemos uma nova estrutura de dadospyesaenta os genomag o em
um sistema de gené#&’, I') e a permutagdorn—! sobre£. A estrutura de dados € uma combi-
nacgdo de vetores que modelam as permutacfes' e o; além de uma tabela de espalhamento
(hash table) e uma lista de listas circulares representapeomutacdon!.

Mostraremos no Capitulo 5 que essa estrutura de dados mogepaplicar certos eventos
de rearranjo, tais como fissoes, fusdes, transposicoesatjeadas e reversdes com sinais, em
tempo de execucao constante.

4.1 Genes rotulados como inteiros

Trataremos primeiramente do caso em g sdo genomas no sistema de geffes’) onde
E={-n, ..., =11 ..., ntel’ = (1 —=1)(2 =2)...(n —n). Por tratarmos de numeros
inteiros, ndo € necessario utilizarmos uma tabela de espelito. Na Secéo 4.2, estenderemos
a estrutura de dados para lidarmos com sistemas de geneoyjotoF’ contenha nomes de
genes ao invés de inteiros, o que requer buscas em uma tatepalhamento. Os genomeas

o séo representados por vetofee S ondeP[z] = mx e S[z] = ox parar € E. Similarmente
noés definimos o vetoimv P ondeinvP[z] = 7= 'z parar € E. O gene complementatr é
simplesmente-z. Além disso, descrevemos a permutagao’ como uma lista duplamente
ligada@ cujos nos que chamamos garescontém apontadores para duas listas circulares.
Cada n6 na listd) modela um par de ciclos e 3 deor~! ondes = (7l') - a~! e esses
ciclos sao as listas circulares apontadas pelo né. Naosememod -ciclos na lista, embora
modificacOes na lista devido a aplicacdo de eventos de ngapadem levar ao aparecimento
de pares contendo doisciclos que devem ser eliminados (chamamos a um par comléois
ciclos depar trivial). Finalmente, usamos um vetBrcuja posi¢cad [x].node aponta para o no
em () que contéme e T'[x].pair aponta para o par (n6 com duas listas circulares),deara
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1 2 3 45 6 7 8-1-2 -3 -4 -5 -6 -7 -8
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Figura 4.1: Genomasr = (3 -2 7)(-7 2 -3)(-5 —6)(6 5)(1 —4 8)(-8 4 —-1) eoc =
(12345678)(—8 —7—-6 -5 —-4—-3 -2 —1)nosistemadegené®&,I")ondeE ={zc€Z|1< |z|] <8}e
'z = —z s&o representados pelos vetaRes S. A permutacder—! é representada pela lisfa O vetorT tem
em cada entrada indexada por um genam apontador para 0 n6 contend@ para o par de listas circulares em
Q. Para deixar a figura mais clara, mostramos apenas o0s apoggatbs quatro primeiros geneside
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ProcedimentoinitializePairsList(Lista de Pare&g, vetor.S, vetorinv P, vetorT)

forall z € E'do
T[x].node < T'x].pair <= NIL
end for
forall z € Edo
if SlinvPlz]] # x eT[x].node = NIL then
buildPair(x)
end if
end for
return Pair ListQ)

CeNTRONR

Figura 4.2:Procedimento para inicializar a Lista de Pages

todox € E (usamos por convengéidz|.node = T [x].pair = NIL quando ndo ha em Q).
A Figura 4.1 ilustra a estrutura de dados para dois genomasesistema de genes com oito
genes.

O vetor P é inicializado ao se atribuiP[z] = 7, para cada gene em £. O mesmo
procedimento pode ser usado para inicializar o v8toPodemos inicializainv P a0 mesmo
tempo que inicializamo$ ao atribuir-seinvP[rz| = x para cada atribuicdo de um valor a
Plz] em P. A inicializac&o de) é baseada nos vetores previamente inicializatlesnuv P.
No inicio do procedimento, todos os apontadoresiesdio inicializados par&’'/ L. Para cada
genex € E, seS[invP[z|] # x e T[x].node = NIL, entdo o procedimentouildPair(z) é
chamado. O procedimento buildPaiy€ responsével por criar um novo par cer inclui-lo
em(). O procedimento comeca criando um pararmazenando o valor deem uma variavel
auxiliar y e entrando em um lago que cria nds pamarl'y, atualiza os apontadores €fify|
e T|P[—vy]] para apont4-los para o pare os nés contendge n['y respectivamente, adiciona
0s nos as listas circulares que esté@o sendo construidalsue &ffnv P[y]] ay. O lago termina
quandoy = z. Suponha que o pd¥ em(Q modela a permutagaa (T')-a~!) ey € Supp(a),
entdoy é mapeado emn 'y ema enquantorl'or 'y é mapeado emTy em (7T) - a1
Logo o n6 contendg tem de ser adicionado a cauda da lista circular modelandao no6
contendorT'y tem de ser adicionado a cabega da lista circular model@ridp- «—!. Apés o
fim do lago, ambas as listas circulares sdo fechadas. O pnoeei que inicializa), chamado
initializePairList(()) e o procedimento que constréi um novo par e o inseré)es@o ilustrados
pela Figura 4.2 e pela Figura 4.3 respectivamente.

Os vetoresd?, invP, S, T, e alista) provém as seguintes operacdes: pesquisa, troca, remo-
cao, teste de pares triviais e delecao de par trivial. Ogesele rearranjo sdo uma combinacao
das operacgOes anteriores. Upmsquisgoor um elementa: € £ em um genomar (Ou o)



86 Capitulo 4. Nova Estrutura de Dados para Genomas

ProcedimentobuildPair(gener)
1. Criar novo parN e inserirN em(@)
2.y<=zx
3: repeat
4:  Criar novo nGA com o gengy
5. Inserir A a cauda da lista circuldrde N
6: Tly].node <= A
7. Tly|.pair < N
8:  Criar novo n6B com geneP|—y]
9: Inserir B a cabeca da lista circularde N
10:  T[P[—y]].node <= B
11:  T[P[—y]].pair < N
12:  y <= S[invP[y]]
13: until y = x
14: Fechar a lista circular contendo
15: Fechar a lista circular contendd|—z]

Figura 4.3:Procedimento usado para construir um pae inclui-lo emqQ.

consiste em encontrarz (ou ox). A pesquisa de um elementoe E no vetorA (o vetor A
pode serP, S ouinvP) é implementada retornando-se o valor dim]. Umatroca de duas
entradasi|z] e Aly] (o vetorA pode serP, S ouinv P) consiste em trocar os contetidosAle]

e Aly]. A operacdo deemocaog denotada poremove(Q, x,y), remove 0s nés que contém os
genesr,y € E. Como as listas circulares podem se encurtar com a aplickg@on evento
de rearranjo, elas podem se tornar nés de um par trivial & naso, precisam ser removidas
de Q. A operacgédeste de pares triviajsdenotado pelo procedimenteivial Pair(Q, x), €
responsavel por detectar se um par contenéaum par trivial. O teste de pares triviais é im-
plementado verificando-se se o contetdo do primeiro né pogeasmo contetdo do préximo
ndé em uma das listas circulares no par. A operacadeliecdo de um par triviatieleta um
par trivial de@ que contém os genesnl'z € E. A operacao de delecdo de um par trivial,
chamadaielete Pair(pair), € implementada usando-se um apontadof.pair € a remogao
padrdo de nos de uma lista duplamente ligada. Essa opemagaloestambém uma modifica-
¢ao dos apontadoresde e pair emT[x] e T|[xT'z| paraN1L, ondex e 7'z S80 genes em um
par trivial.

A atualizacdo da estrutura de dados depende de caracssisspecificas do evento de
rearranjo (ou conjunto de eventos) levado em consider&¢@&apitulo 5, discutiremos como
a estrutura € modificada de acordo com o problema de reagangenomas.
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ProcedimentoinitializeHash(Tabela de Espalhameii{oLista de Geneg)

cforall e {j]1<|j| <|E:|}do
HI[L[i]].index < i

. end for

return Vetor H

Ll A

Figura 4.4:Procedimento usado para inicializar a Tabela de Espalharagyartir do vetor de gends

4.2 Genes rotulados com seus proprios nomes

Assumimos anteriormente que o sistema de genes fosse bamaaadm conjunto de inteiros,
mas genomas sdo geralmente representados por sequénoamee dos genes (cadeias de
caracteres) na entrada de problemas de rearranjo em gendwmagqiéncias de cadeias de
caracteres devem ser convertidas a uma representacamddggaqiéncias de inteiros) para
poderem ser utilizadas eficientemente pelos vetdresinvP e a lista). Para esclarecer a
discussédo, usamos a seguinte notacéo: genes sédo denahkdoleipas:, y, z, w, enquanto os
indices associados aos genes sdo denotadasjpbri. Assumimos que o sistema de genes na
entrada do problema é representado por um vetor de gegeg contém todos 0os nomes de
genes. O vetof, € uma concatenacao dos conjunfbse £_ nessa ordem em uma particdo
E.eFE_de(E,T)talqueL[|Ey| +i] = I'L[i] paral < i < |EL|. Incluimos uma tabela de
espalhamentah@sh tablg H para armazenar os indices dos geneder@ada nome de gene
L[i] = x é uma chave e o dado armazenado na tabela de espalhameraa@pavar € o indice
H|z].index = i. Os indices dé. sdo usados no mesmo papel que o de genes para 0s \étores
e invP no caso especial no qualé um conjunto de inteiros.

Se 0 conjunto de nomes de genes € 0 mesmo para quaisquer @gesodnas na entrada
de um problema de rearranjo entdo uma tabela de espalhapsefaa [19] permite tomar um
nome de um gene como uma chave e obter o seu indice nos vetotesn@o constante. A
Figura 4.4 ilustra o procedimento de inicializag&o da tablel espalhamentd.

Para o caso geral a inicializagédo dos vetdresS € um pouco diferente do que no caso de
genes representados por inteiros. Assumimos que os genaaasa entrada do procedimento
initialize sdo representados por uma lista de cromossomos e cada smnwé uma lista de
genes na ordem circular em que eles aparecem nas fitas dossamm. Para cada nome de
genex na lista de cromossomos deo indice: dex e o indicej dewx em H sao obtidos g é
atribuido aP[i]. O mesmo procedimento € usado para a inicializacét deFigura 4.5 mostra
o procedimento de inicializagéao de

A pesquisa de um elementoc E no genomar (ouo) em(E,T") consiste em encontrat:
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Procedimentoinitialize(Genomar, Tabelal’, Lista de Geneg)
{O vetor A corresponde ao genoma}

. for all Genex na lista de cromossomos dedo
index < H|x].index
Alindez| < H|rz].index

end for

return Vetor A

a kR wde

Figura 4.5:Procedimento usado para inicializar os vetdpessS.

(ouoz) natabela de espalhamerfioutilizando-se a chave e retornandd.[P[i]] (ou L[S[i]}).

A operacéo de pesquisa leva tempo de execugéo constéhtéondeh € o tempo gasto para
aplicar a funcédo dbashe acessar a tabela de espalhamento). As operacdes que amdific
invP e(Q; como aremoc¢ao de um gene@eor exemplo, ndo requerem mudancgas nos indices
de H e por esse motivo essas operacdes levam um tempo de exeonsdante para serem
efetuadas.

Lema 77. A inicializagdo dos vetore®, S, inv P eT; da tabela de espalhamerfioe da lista
de pares) pode ser realizada em tempo de execugéo linear no nUmermdsrge |E|.

Prova: A tabela de espalhamentdleva o tempa)(n) para ser construida, uma vez que cada
gene é lido da entrada, seu nome tomado como uma chave pe#ofdehashe o seu indice
armazenado erf (ver Figura 4.4). A inicializagdo dos vetorE= S leva o tempo de execugéo
de O(n) pois para cada elementoem E, na ordem em que aparecem ene o, tem de ser
atribuido os indices dex eox a P € S, 0 que envolve um acessofapararx € ox. Como
assumimos que e o sdo representados por uma lista dos cromossomos e cadassmmweé
uma lista em sua ordem circular, percorremos as listas guesgntam 0s cromossomos para
obterz erx (Ouz ecox) em tempo constante. O vetorw P pode ser inicializado com a seguinte
atribuicdoinvP[P[i]] =i parai € {k € Z | 1 < |k| < |E4|}, 0 que leva o tempo de execugéo
O(n).

Contruir a listal) leva tempo de execuc@o(n) porque encontra$[inv P[i]| parai € {k €
Z | 1 < |k|] < |EL|} envolve uma pesquisa emvP e S que levaO(1) e a atribuicdo dos
apontadores na posi¢dti| que leva tempo constante. O

4.3 ConsideracOes Finais

Projetamos uma estrutura de dados que implementa o modglendenas no formalismo al-
gébrico. Primeiramente apresentamos a versao da estdetdiedos que trata do caso especial
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em que os genes do sistema de genes séo rotulados por nunteirosi Posteriormente esten-

demos a estrutura com uma tabela de espalhamento (hashpataididarmos com o caso em

gue 0s genes sdo rotulados com os seus proprios nomes. Aestta dados permite realizar

as operacoes de pesquisa de gene, troca de genes, remogégelede um par, teste de pares
triviais e delecdo de par trivial em tempo constante. O tadalda aplicacdo de um evento de
rearranjo em um genoma pode ser implementado por meio de aimiairtacdo das operacgoes
anteriores, conforme sera mostrado no Capitulo 5.

Usaremos essa estrutura de dados no Capitulo 5 com algundificagdes para resolver
trés problemas distintos de rearranjo em genomas: o preb&wolvendo fusdes, fissdes e
reversdes com sinais; o problema envolvendo transposygiesalizadas e o problema envol-
vendo intercambio de blocos e reversdes com sinais.






Capitulo 5

Algoritmos para Novos Prolemas de
Rearranjo em Genomas

Apresentamos nesse capitulo algumas solucfes e avan¢cosandearearranjo em genomas
trazidos pelo formalismo algébrico.

Na Sec¢éo 5.1 mostramos que o limitante inferior para a digtd@le transposicao obtido por
meio do formalismo algébrico é equivalente ao obtido pefm&dismo classico. Discutimos
em quais condi¢des o limitante inferior para a distanciaraesposicdo baseada em namero
de pontos de quebra é satisfeito. Apresentamos também uut@sgara o problema de re-
arranjo em genomas ponderado por transposi¢coes gendealigae pode ser obtida em tempo
de execucéo linear por um algoritmo que utiliza uma versadifinada da estrutura de dados
apresentada no Capitulo 3.6. Na Secdo 5.2 discutimos ogpnabdle rearranjo em genomas
ponderado por fissGes, fusbes e reversoes com sinais. kostgue o problema de rearranjo
em genomas envolvendo fusdes, fissdes e reversdes conpsidaiser definido para quaisquer
pares de genomas em um sistema de genes. Além disso, daeswtes quais sao as proprie-
dades de um evento de rearranjo que pertence a solucéo delssna e demonstramos que
uma seqiéncia de fusdes, fissdes e reversdes com sinaiepottida em tempo de execugéo
linear por meio de uma estrutura de dados que representarg@renaficiente um par de geno-
mas e o quociente entre eles. Na Sec¢éo 5.3 apresentamodaenaate rearranjo em genomas
ponderado por intercambio de blocos e reversdes com sipaggetamos um algoritmo para a
sua solucéo. A Tabela 5 sumariza os dados de distancia gesmértempo de execucao de cada
algoritmo apresentado nesse capitulo.
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Problema Distancia PonderadaTempo
Transposicdes Generalizadas o=t O(n)
Fusdes, FissOes e Reversdes com Sinais lom™1||/2 O(n)
Intercambio de Blocos e Reversdes com Sinais  |jor~!(|/2 O(n?)

Tabela 5.1Distancia e tempo de execucéo para problemas de rearramjer@mas ponderados.

5.1 Distancia de Transposicao e Transposicoes Generaliza-
das

O problema de rearranjo em genomas por transposi¢des soasisencontrar uma seqiéncia
minima de transposi¢des que transforme um genoma outroo @itenno Capitulo 1, diversos
algoritmos aproximativos para esse problema foram propdst 17]. O bem conhecido algo-
ritmo aproximativo de Bafna e Pevzner [5] possui compledédde tempo de execugéin?)

e um fator de aproximacéo de5. Esse algoritmo de Bafna e Pevzner [5] é considerado muito
complicado, entéo Christie [17] propds um algoritmo diféeecom o mesmo fator de aproxi-
magao, embora de complexidade de temp®¢e'). Dois algoritmos mais simples, de com-
plexidade de tempo subquadrética e fator de aproximaca® @d ,375 foram respectivamente
propostos por Hartman e Shamir [30] e por Elias e Hartman [22Jristie e Irving [16, 17]
propuseram e resolveram o problema de rearranjo em genamasgrcambio de blocos, que
€ uma generalizacao de um evento de transposicado no qualooids ndo adjacentes de genes
séo trocados dentro de um cromossomo. dtial. [37] ofereceram um outro algoritmo para o
problema de rearranjo em genomas envolvendo intercamtitmdes baseado numa verséo do
formalismo algébrico e aplicaram esse algoritmo no estodgarativo de vibrides. A despeito
de todo o sucesso na obtencao de solugdes para problemasrdajieem genomas envolvendo
outros eventos de rearranjo como por exemplo reversdesinais 28, 32], a complexidade do
problema de rearranjo em genomas por transposicoes é tiestts até 0 momento, ou seja,
ndo sabemos se ha um algoritmo com tempo de execucéo padinguei resolva o problema
ou se o problema & P-dificil.

Nessa secao apresentamos uma equivaléncia entre o |lenitdertior para a distancia de
transposicao do formalismo classico e o do formalismo aiggbEmbora a demonstragao da
equivaléncia entre os limitantes inferiores seja exteasdemonstracdo do limitante inferior
oferecida pelo formalismo algébrico é simples e intuitikéém disso, apresentamos uma ge-
neralizacdo do problema de rearranjo em genomas por trsigépe na qual permitimos além
das transposicdes, outros eventos de rearranjo que saseafados pd-ciclos no formalismo
algébrico: transposi¢des generalizadas. Mostraremos emrontrar uma sequéncia minima
de transposicOes generalizadas que transforma um genomatem
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5.1.1 Limitantes para a Distancia de Transposicao

Genomas equiorbitaise o no sistema de gen¢g, I') possuem a mesma paridade uma vez que
ambos possuem o mesmo numero de orbitas o que implidgrérs ||o||. Conseqiientemente
lom~||3 € bem definido pelo Lema 52. Usamos o Lema 52 para provar ongedimitante
inferior para a distancia de transposicédo baseadanmama dern .

Teorema 78(Limitante Inferior) Dados os genomas equiorbitaiee c em(E, "), temos

-1
om
dimo) = 177 s
2
Prova: Sejar, 7, ..., 7, uma seqUéncia de transposi¢cdes que transforma a permutacéo

na permutacéde, ou seja, temos, ... 1m = o e7; € aplicavel ar;_; ...y paral < i < k.
Reescrevendo a equacdo, obtemos,_;... 71 = on . Logo o produtor; ..., € uma
decomposicdo ers-ciclos desnr~!. Uma vez quer e o tém a mesma paridade pelo fato de
serem equiorbitais entder—! é uma permutacéo par segundo o Lema 52. Entdo existe uma
decomposigdo minima esciclos deosn! tal que|or |3 < 2k pois cada transposicéo
é composta por doi8-ciclos. Logod,(w,0) > (|lor~'||3)/2 é vélido inclusive para uma
seqiéncia minima de transposicées que transfaremac. O
Consideren = |E| nos proximos lemas. Mostraremos que o limitante inferiofTdo-
rema 78 é equivalente ao limitante inferior para a distadeitansposi¢éo proposto por Bafna
e Pevzner [5], ou seja, temdg(m, o) > %(”71) usando os termos do formalismo algé-
brico. Destacamos duas observacgdes sobre a equivalénaiaitdate inferior. O problema de
rearranjo em genomas por transposi¢cdées no formalismaaassaim problema de ordenacéo
de uma permutacg&o na permutacao identidadequanto o problema de rearranjo em genomas
por transposi¢des no formalismo algébrico € definido parpamde genomas quaisquer (com-
pativeis para transposi¢cfes). Essa diferenca na entratialde dos dois problemas é resolvida
ao fixarmoso. Os genomas na entrada do problema no formalismo classicorséomos-
somais, enquanto os genomas no formalismo algébrico s&ramossomais. Afirmamos
que os limitantes sejam iguais para o caso de genomas umissomais, no entanto é pos-
sivel estender esse resultado para genomas multicromaisspor meio da concatenacao de
cromossomos de um genoma no formalismo classico [28].

Lema 79. Dado 03-ciclo « e a permutagde sobreF, temoso,u(ra™t) > 0p4a(m) — 2.

Prova: Segundo o Lema 50, temogr)—2 < o(ra™!) < o(7)+2. Logoo(w) —2 < o(ra™).
De forma analoga aos casos em @e) — 2 < o(ma '), a variagdo no nimero de drbitas é
maior que—2, a variagdo no numero de oOrbitas impares podera ser negptvas nos casos
em que o nimero de érbitas ndo varia ou o nimero de orbitasigidecde dois emra~! em
relagcéo ar. Consideren = (a b ¢). Os casos em que o nimero de 6Orbitasrde’ pode
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diminuir em relacéo a sédo quando dois elementos no suportexdeertencem a uma orbita
distinta a do terceiro elemento na permutagd® quando os trés elementos no suportevde
pertencem a Orbitas distintas de

Suponhamos que e b pertencem a mesma Orbita, enquantg orb(mw,a). Se 0 menor
inteiro ndo negativé tal quea = 7*b é€ impar, 0 menor inteiro ndo negatiytal queb = wia €
par; ou seja, o tamanho deb(, a) € impar; e o tamanho da orbita que contééimpar, entao
pelo Teorema 48 as 6rbitagh(ra !, a) e orb(ra~!, b) séo pares, enquanto as demais ndo séo
alteradas. Logo,qq(ma™t) = 0,44(m) — 2. Em quaisquer outros casos, tenwgg(ra ') >
00dd (™).

Sea, b e c pertencem a trés orbitas distintasrdea quatro casos para analise:

1. Se as trés orbitas sdo impares entéo a orbitacerh que reline essas trés érbitas é impar
eoodd(wa_l) = Oodd(ﬂ—) — 2.

2. Se duas das trés orbitas sdo impares e a terceira é panentiita emra~! que retine
essas trés orbitas é pavgy(ra™t) = opqa(m) — 2.

3. Se duas das trés Orbitas sé@o pares e a terceira é impaaeitdita resultante da unido
das trés emra~! é impar e,qq(ma™") = 0,44(T).

4. Se as trés drbitas sdo pares entédo a unido das trés orpaas@ra ! € 0,4(Ta!) =

O0dd (7).
Em todos os casos temosy(mra™') > 0yqq(m) — 2. O
Lema 80. Sejar uma permutacéo sobre, tal que| x| é par e
T =171 Ty ... Tk
€ a decomposicéo ebAciclos der, na qualr; € um3-ciclo paral < i < k, entdo

n — Oodd('/r)
> —2 7
- 2
Prova: Iremos demonstrar a desigualdade por indugadem
Parak = 0. Entdor = ¢ € 0q4(m) = n. LOgo0 > 5% = 0.
A hipotese de indugdo é para umtal que0 < k¥ < kew = m m ... mw, €Nta0

/'~ N—0o4d(m)

Pela hip6tese de inducéo, temios 1 > %‘“(”) parar’ = ... Tp_1.
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Temos tambénd, . (m) = 0paa(m" T) > 00aa(7’) — 2 Segundo o Lema 79. Manipulando
essas duas desigualdades:

n = Opal’)

k=k-1)+1 > +1

- 2
_ n— (0oga(m') — 2)
2
> T — Oopdd (’/T) :
- 2
obtemos
n — Oodd(ﬂ—)

O

Lema 81. Sejar uma permutacdo sobig tal que||x| & par, entdd|w|s < %‘“(”) onde

n=|E|.

Prova: Considere uma ordem dos ciclos na decomposi¢cao em ciclomidis der, tal que
os ciclos de comprimento impar sdo agrupados no inicio ddupsade ciclos; ou seja, temos
7 = o/a’, ondea’ é um produto de ciclos impares dee o” € 0 produto de ciclos pares de
. Observe que essa ordenacédo é possivel devido a comwdawvie ciclos disjuntos de uma
permutacao:

T=Q1 0 .. Qg Qg - Qi

v v~
O/ Ol//

Para mostrarmos qur||s < %‘“(”) construiremos uma decomposicao &iiclos der
por meio das decomposicdes eraiclos dea’ e o”.

Sejad’ = a; ay ... o, ondea; € um ciclo impar der paral < i < [. Denoten’ =
|Supp(a’)| en” = |Supp(’)|. Observe quél’|| = n’ — 0,q44(7) € quel|a’|| é par, porque a
norma de um ciclo impar é par, os ciclos em questédo séo disjenpela Proposi¢do 35. Pelo
Teorema 58, temo&Y'||3 = ||/|| /2. Logo||«/||3 = %dd(”)

Considere agora uma decomposicao 2giclos dea” utilizando-se o seguinte procedi-

mento: substitua cada ciclo; ...a,) parar > 2 dea” pelo produto de-ciclos:

(a1 as)(az az)(as ay) ... (a,_2 ar—1)(a,_1 a,).

Como a norma de um ciclo par é impatf|#|| é par, entdo o numero de ciclos dé (
Oeven()) € par. Seja.(«;) 0 comprimento do cicley;, paral + 1 < i < m. Entdo a norma de
o pode ser obtida do seguinte modo:

m m

la"ll = > (Llew) = 1) = (Y L(a)) = (m = 1) = 0" = 0cpen(m)

1=[+1 i=l+1
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A analise da decomposicao enticlos dea” merece uma atencéo especial. Cafi@ um
produto de ciclos pares € possivel que ja existisselos nesse produto antes de obtermos a
decomposicao er2-ciclos. Além disso, como a norma de um ciclo par € impar, oerdrde
2-ciclos obtidos a partir de um ciclo sera impar e portantoaaeqr-se-ciclos consecutivos no
produto, existirdo pares contengaiclos obtidos de ciclos distintos emf. Logo ha pares de
2-ciclos consecutivos cuja intersecdo de seus suportes@e/@ares cujos suportes possuem
um elemento em comum. Chamaremos o primeiro tipo de pa-aelos depar disjuntq
enquanto o segundo tipo de par é chamadpatendo-disjunto Podemos obter urd-ciclo
de um par ndo-disjunto de maneira semelhante a utilizadagiaer um3-ciclo de um par de
2-ciclos (a b)(b ¢) encontrados em’. Por outro lado, um par disjunta b)(c d) gera dois3-
ciclos(a b ¢)(b ¢ d). Logo cada par de-ciclos contribui com un3-ciclo para a decomposi¢éo
em 3-ciclos dea” mais um namera: de 3-ciclos, onder é o numero de pares disjuntos na
decomposicao er-ciclos der. Entao:

n” — Ocven (ﬂ—)

5 +x

la”|ls =
Como os2-ciclos disjuntos sdo tomados aos pares, o0 valog ¢g@de estar no seguinte

intervalo:
’7 Ocven (Oé”) - 1

2 —‘ S € S Oeven(O/I) - 1

De fato, temos = [%1 porque para cada par disjunto combinado para construir
dois3-ciclos, um par disjunto distinto ndo ser4 combinado pansttoir dois3-ciclos devido a
paridade (impar) do nimero deciclos dea”.

Logo, podemos obter&norma den” do seguinte modo:

n” — Ocven\T Ocven O/l - 1
"y - o), [oemald) 1]

lev

2 2
n” - Oeven(ﬂ—) Oeven(’n) - 2
= 1
2 * ( 2 -
n//
T2

Comoda’ e o’ séo permutacgdes pares s@asrmas sdo bem definidas e usando o Lema 55,
tem-se:

Irlls < lllls + fla”|l5
< n' — 0pga(m) 1"
- 2 2
N — 0pqq(T)

2
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Portanto temos:
N — 0pqa(T)

s < 22

O

Usando os dois lemas anteriores (Lema 80 e Lema 81), obtemaddarmula para &-
norma de uma permutacdo paem funcao do niumero de érbitas de tamanho impatem

Teorema 82.Para a permutacao par sobreF en = |E|, temos

(7 — 00d4(T))
—

Um corolario imediato do Teorema 82 € uma férmula equivelantlimitante inferior pro-
posto por Bafna e Pevzner [7] para a distancia de transpodicAecessario fazer uma ressalva
a respeito do que queremos dizer por equivaléncia entrendaiites inferiores, pois a equiva-
Iéncia entre os conceitos usados no formalismo algébricdf@rmalismo classico ndo é obtida
de maneira imediata.

Dadosr e o genomas unicromossomais e equiorbitaig &ni") onden = |E|, escolhemos
um elemento arbitraric em uma das orbitas de Definimos afuncdo de mapeamento de
genes em inteirog : F — N tal que f(o'z) = 1 + 1 para0 < I < |orb(o,z)] — 1. A
funcdof é bem definida poisé menor do que o tamanho da 6rbita que contéi sequéncia
f(0%) ... f(olortl@l=13) é uma permutagdo com sinais que mageia. . ., |orb(c,z)|} em
{zeN|z=I1+lparad <! < |orb(o,z)| — 1}.

Definimos os genomas e II no formalismo classico obtidos de urransformacéo de
oOrbitas em permutacdes com sina@mo 0s conjuntos das permutacées com sinais obtidas das
transformacdes aplicadas a Orbitasder que contém o elementousando-se a mesma fungao
f de mapeamento de genes em inteiros pard’) para ambos 0s genomas.

Por exemplo, considere os genomas- (x z y s r t)(—t —r —s —y —z —x) €0 =
(xyz rst)(—t—s —r —z—y —z)nosistemade gen¢s '), ondeE = {x, y, z, r, s, t}
el'w = —w paraw € F no formalismo algébrico. Escolhemos o elemenfmara definirf. A
funcdof possui 0s seguintes mapeamentos:

fl@) =1, fly) =2, f(z) =3, f(r) =4, f(s) =5, f(t) =6

Os genomas equivalentes no formalismo classico sao:

I7lls =

I ={[1, 3,2 5, 4, 6]}

S ={[1, 2, 3, 4, 5, 6]}.

Por meio da transformacgdo de genomas no formalismo algéencgenomas no forma-
lismo classico é possivel demonstrar a igualdade dos liteisainferiores para a distancia de
transposicao em ambos os formalismos.
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Teorema 83.Dados os genomaseo em(E, ') e os genomaH e X comn’ genes obtidos por
meio de uma transformacéo a@ee 0 usando uma funcéag, temos

2 4

n' +1—cua(Il)  (JE] - Oodd(UW_l))'

Prova: Como os genomas no formalismo algébrico representam os gesigas seqiéncias
complementares reversas correspondentes de um cromossouaiar 0 nimero de elementos
de|E| é o dobro dev'+1, o nUmero de genes em um genoma no formalismo classico aadéto
de um elemento devido ao cromossomo representado no femuatilassico ser linear. Além
disso, cada par no quociente ! corresponde a um ciclo no diagrama de ciclogldeComo
cada par é um produto de dois ciclos, o nimero de 6rbitasmdé é o dobro do nimero
de ciclos no diagrama de ciclos e temgQg;(cm ') = 2c,44(I1). LOQO |E| — 0pga(on™t) =
2(n' 4+ 1 — coqa(I1)). Portanto, dados os genomas o em (£, I') e os genomaH e ¥ comn’
genes obtidos por meio de uma transformacéae de usando uma fungag, temos

0 +1— coaa) _ (JE] — 0oaa(0m™))

2 4

Limitante baseado em Pontos de Quebra

Dados os genomas e o no sistema de gendd’,I"), um elementor € E é chamado de
um ponto de quebrgara(r,s) quandor € Supp(or~!). Os pontos de quebra aparecem
em paress, 7['x emon—!. O nimero de pares de pontos de quebrasem! é denotado por
b(m, o). A variagdo no nimero de pares de pontos de quigbta o) — b(w, o) € denotada
por Ab(r, m, o). Uma transposi¢cée aplicavel ar pode criar ou eliminar no maximd pares
de pontos de quebra, ou seja, temas < Ab(7,7,0) < 3. Bafna e Pevzner [7] modelam
genomas por meio de apenas uma fita e por isso 0s pontos da audebaparecem aos pares
em sua teoria. Como nos referimos ao numero de pares de mntpgebra ao escrevermos
b(m, o), esse parametro possui 0 mesmo valor numérico em ambosnoalifmos. Bafna e
Pevzner demonstraram que o numero de pares de pontos da §uelr) pode ser usado
como um parametro para um limitante inferior da distancidraesposi¢éo entre e 0. O
limitante inferior para a distancia de transposicdo baseadnimero de ciclos impares (ou,
equivalentemente, rianorma do quociente no formalismo algébrico) apresentaalor mais
justo do que o limitante baseado em pontos de quebra [7]. $3erraotivo, parece ter havido
pouca investigacao sobre quais pares de genomas satisfdraitante baseado em pontos de
quebra. Para melhor compreendermos o comportamento dpdsigdes que afetam o nimero
de pontos de quebra de um par de genomas, investigamosanlienimferior baseado em pontos
de quebra e conseguimos uma caracterizacao dos genomasajisfazem.
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Proposicéo 84(Bafna e Pevzner)Dados os genomase o, temos

b
dt(ﬂ-ua) Z @
No Lema 85, caracterizamos quais sao os pares de genomas sisteima de genes cuja
distancia de transposicao entre eles satisfaz o limitaféedor baseado em pontos de quebra.

Lema 85. Dados os genomase o em (E,I'), temos quel;(m,0) = ”(”—?j') se e somente se

di(m,0) = (|lor~]]3)/2 eor~! é um produto d&-ciclos disjuntos.

Prova: Considere primeiramente os genomas o tais quesn—! é um produto dek 3-
ciclos disjuntos ei;(w,0) = (|lor~!|]3)/2. Logo |lox~!||s = 2k e portantod,(m,o) =
(llom=s)/2 = k.

Como 0s2k ciclos da decomposicéo em ciclos@e! séo disjuntos, entdo o tamanho do
suporte derm—! é6k. O nimero de pontos de quebr&(é, o) = |Supp(on1)|/2 = 3k. Logo:

3k b(m, o
dt(’ﬂ',o'):k:?: (3 )

Portanto, sel,(m,0) = (||le7 !|3)/2 e or~! é um produto de-ciclos disjuntos, entdo
dy(m,0) = bmo)

3
Considere agora que a distancia de transposicécedesejad;(w, o) = b(g"’) . Logo existe

uma sequéncia minima de transposicées. ., 7, tal quer,7,_1...7im = o ek = @

ou seja, cada;, paral < i < k, elimina3 pares de pontos de quebra. Além disso, como
b(m,0) = |Supp(or~1)|/2, entdo o suporte der 7' ... 7, tem seu tamanho reduzido 6le
emrelagdo anr—'7;'... 7.}, ou, em outros termos, seis novos elementos fixos sdo ceaos
ortrt ... 77 7! Pelo Teorema 48, o resultado de um produto de uma permujagiguer

6 por um3-ciclo o é uma permutacdo comnovos elementos fixos apenas quandd é um

dos ciclos d&. Logo para cada transposicagaral < i < k em uma sequéncia minima de
transposices que transformam o existe um produto de doisciclos igual ar; emor—! e
portantoo—! é um produto d&k 3-ciclos. Como cada elemento que se torna fixo ndo é mais
transformado em um ponto de quebra apés a aplicacdo dagdsigtes, entdo todos os ciclos

deor~! sdo disjuntos entre si. Portante—! = 7,7, ... 7, € pelo Teorema 82 deduzimos
|E| — 0pgq(cm™1)
2
|Supp(on™")| — |E/Supp(on—")| — (2k + |E/Supp(or)])
2

Jom s =

6k — 2k
2
= 2k
_ L bro)
3
= 2dy(m,0).
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Portanto, sel;(w,0) = b(’g"), entdod;(m,0) = (|lor!|3)/2 e o' é um produto de

3-ciclos disjuntos. O

O Lema 85 caracteriza os pares de genomass cuja distancia de transposicao satisfaz
o limitante inferior de pontos de quebra. O Exemplo 86 maayans pares de genomas que
satisfazem as condicdes do Lema 85.

Exemplo 86. Considere os genomas= (1 3 54 6 2)(—2 -6 —4 -5 =3 —1) eo
(123456)(—6 —5 —4 —3 —2 —1) no sistema de gené®,I"), ondeF = {z € Z | 1
|z| <6} el'r = —z parax € E. Observe que:

IA

on ' =(132)(—6 -1 —-2)(465)(—3 —4 —5).

Todos os3-ciclos que compdemr ! sdo transposi¢cdes e além disso a aplicacdo de uma dessas
transposicdes reduz @eo nimero de pares de pontos de quebra. Naturalnente!||; = 4
e os3-ciclos deon~! sdo disjuntos. Logd,(m,c) = (|lor~!|3)/2 e portantod,(w, o) =

(b(m,0))/3.
O genoma unicromossomaho sistema de gené&’, I'),ondeFE = {z € Z | 1 < |z| < n}
tal quen é multiplo de3 el'x = —z parax € F, que obedece ao formato

T = (213546 ... k+1kk+2...n—1 n—2n)
(~=n—n+2-n+1... -k—2-k—-k—-1... =6 -4-5-3-1-2)

paral < k < n/3 & um genoma cuja disténcia de transposi¢éo ao genoma
c=(1 ... n—1 n)(-n —n+1... -=1)
édi(m,0) = b(m,0)/3, pois 0 quociente
or '=(213)(-1-2-n)...(n—1n—-2n)(-n+2-n+1-n+3)
€ um produto dé-ciclos disjuntos e a sequiéncia
(213)(-1-2-n)(546)(-4—-5-3)...(n—1n—-2n)(—n+2-n+1-n+3)
de transposic¢des transformamo.

Por outro lado, observe que dados os genotmas o fato do quocienter ! ser composto

por um produto de3-ciclos disjuntos apenas, néo implica qiér,o) = b(”T") Parar =

(165432)(—2-3-4-5-6-1)ec=(123456)(—6 -5 -4 -3 —2 —1) temos:
ot = (135)(—6 —4 —2)(246)(—1 -5 —3),

porém a distanciadeaoc éd;(m, o) = 3.
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5.1.2 Propriedades do Grafo de Transposicoes Boas

Nessa sec¢do discutiremos a relacdo entre genomas edéjpg@rtencentes a um sistema de
genes segundo a existéncia de sequéncias de determinamodditransposi¢coes que transfor-
mam um genoma em outro.

Dados os genomase o no sistema de gené&’, I'), o genomar é chamado décilmente
transformavekem o quando a sua distancia de transposi¢de, o) € igual a um limitante in-
ferior que possa ser calculado em tempo de execucao pohho@mitiremos a mencao a
ao discutirmos genomas facilmente transformaveis quangader ser deduzido do contexto.
Focamos a atengdo em genomas facilmente transformavesatigiacam ao limitante infe-
rior de pontos de quebra e a o limitante inferior de decongdosem3-ciclos discutidos na
Secao 5.1.1. Para alguns problemas de rearranjo em genelaai®mados ao problema de
rearranjo em genomas por transposicoes, tais como os prablenvolvendo reversdes sem
sinais e transposicdes de prefixo, que sdo respectivanvatrdificil e de complexidade des-
conhecida, as permutac¢des facilmente transformaveimfoaaacterizadas [57, 21] para o caso
especial em que 0s genomas sdo unicromossomais.

Para caracterizar os genomas que sao facilmente transt@isndefinimos um grafo cujos
vértices sdo gerados a partir do conjunto de genomas de temaisle genes e as arestas sao
representadas pelas transposicdes aplicaveis a essesagemee atendam a certos critérios de
divisibilidade. Apresentamos algumas das principais pedpdes desse grafo. Por exemplo,
demonstramos que esse grafo é bipartido e apresentamosmorismo entre grafos definidos
para diferentes genomas Mostraremos que o conjunto de genomas facilmente tranéfais
€ um subconjunto dos vértices de um dos componentes defse gra

Dados os genomase o no sistema de gené&’, I'), um evento de rearranjoaplicavel ar
é umevento3-bomquandor|;on~!. Para o caso especial no qual os genomas séo unicromos-
somais e equicromossomais, uma transposicagalicavel ar € umatransposicao boguando
T € um event®-bom.

Exemplo 87. Considere os genomas do Exemplo 86:

m=(135462)(—2 -6 —4 —5 —3 —1)

o= (123456)(—6 -5 —4 -3 -2 —1)

no sistema de gené#/,I"), ondeE = {r € Z | 1 < |z| < 6} e’z = —z paraz € E. O
quociente der e o é:

or ' =(132)(=6 -1 —-2)(465)(—3 —4 —5).
Atransposicéo = (1 3 2)(—6 —1 —2) aplicavel ar € uma transposi¢éo boa pois

or 't = (465)(—3 —4 —5)
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e, logoflor™!r~ s = [lom s — |73

Definicdo 88(Grafo de Transposicdes BoaSejal (o) o conjunto de genomas eqiicromosso-
mais ao genoma unicromossormaém (£, I'). O grafo de transposi¢des boae o, denotado
por G(c), consiste no grafo cujo conjunto de veértice§ @) e dados dois vértices, e m, ha
uma aresta orientada de param,; quando houver uma transposica@plicavel ar, tal que
T|son;t emy = Ty,

A Figura 5.1 mostra um exemplo de grafo de transposi¢Oespgaras = (12 3 4)(—4 —
3 —2 —1)nosistemade geng#,I'),onder = {r € Z |1 < x <4} el'x = —z para
r e F.

Lema 89. Dados os genomas equiorbitaisc e 5 em (E,T'), se houver uma aresta dea 3
emG(o), entdo||oc B3 = ||oa 3 — 2.

Prova: Se houver uma aresta deparas, entdo3 = Ta e|zoca~!. Logo, substituinde« em

p
loB~M s = lloa™ 77 ls = lloa™ s = lI7lls = lloa™|ls — 2,
obtemod|c 3713 = ||loca™!||3 — 2. O
(2 43 1) (2 3 4 1)
3421
3241
@321

Figura 5.1: Grafo de Transposi¢des Boas do genama (1 2 3 4)(—4 —3 —2 —1)ondeE = {z ¢
Z|1<ax<4}el'z = —z parax € E. O conjunto de vértices d&(c) é formado pelos genomas equiorbitais
ao no sistema de gené#&, I'). Para facilitar a compreenséo da figura, mostramos aperasasifitas de cada
Cromossomo.

Lema 90. Dados os genomas equiorbitaie o em(E,I"), qualquer caminho deac emG(o)
tem comprimentd”_-13.
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Prova: Considere o caminhB = oy, a1, ..., aitalquea; = 7 eaq, = o cujo comprimento
é k. Pelo Lema 89, temofra;},||ls = ||oa; |3 — 2 para0 < i < k — 1. Entéo aplicando o
Lema 89 para cada vértice no caminfpobtemos

loag s = lloagy lls = 2 = [loag 'ls — 2k

Comol|loa;t|ls = |[[eo™t|s = 0 e|loagy ||z = |lon~!|3. Entdo, temodoo |3 = |jor Y3 —
2k, e logok = (|lor~||3)/2. Portanto, o comprimento do caminhode o é (|[om!|3)/2.
O

Lema 91. Dados os genomas equiorbitai® o no sistema de gené&’, I'), h4 um caminho de

7 ao emG(o) se e somente s&(r, o) = Iz s,

Prova: Suponha que hd um caminb@, ..., o, emG(o) tal queay = ™ e oy, = o.
Pelo Lema 90, temok = (|lor~!||3)/2. Pela definicdo dé(c), temosa;; = T € 7; €
uma transposicao boa aplicavebg para0 < i < k — 1. Logo, temosr;_;...7om = 0.

Pelo Teorema 78, temaek(w,0) > (|lon~'|3)/2 € comor,_y, ..., 70 € uma seqléncia de
transposicdes que transform@&mo, entdod,(r, o) = (|[om!|3)/2.

Inversamente, suponha qdg(r,0) = (|lon7Y3)/2. Sejar;, ..., 7 uma seqiéncia
minima de transposicdes tal que= 7, 7,1 ... 77w e7; € aplicavel ar;_, ... mw para

1 <i < k,ondek = (|lor~!||3)/2. Como as transposicdes sdo aplicaveiséeum genoma,
entdo cada; . .. 7y € um genoma para< i < k e logo um vértice dé&(o). Devemos mostrar

agora queq-\gaflrfl .. .7;11 paral < i < k para demontrar que had uma aresta,de. .. 7

ar;...nw. Paral <i < k, deduzimos

1

||a7r_17'1_ ...Ti_1||3 = ]|7’k...7'17'1_1...7'2-_1||3

HTka—l Ce Ti+1H3

= 2(k —1).

Por outro lado, temos:
lon=trt s = lmills = 20k = (1= 1) =2 = 2(k —0)
Logo, paral < i < k, temosr;|zor~ ;! ... 7, }. Portanto, a seqiiéncia de genomas
T, T\T, ToT{T, ..., O
€ um caminho de ao. 0

Lema 92. Dado o genoma em (E, I'), o grafoGG(o) ndo possui ciclos orientados.
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Prova: Suponha que exista um ciclo orientado éffr). Sejar um vértice que pertence ao
ciclo.

Pela definicdo dé/(0), ha um caminhay, ..., ag, paracy = a = 7. Além disso,
também pela definicdo d&(c), existe uma sequéncia de transposi¢cfes talqque 7;c;_;
paral < i < k. Logo as transposi¢des, 7, ..., 7, parak > 0, Sao tais que

Tk Tk—1 -+ T1 T =T

Pelo Lema 89, se ha uma aresta de um véttipara o vértices, entdo ha uma transposicéo
7 aplicavel ax tal que
-1 -1
lof™ s = lloa™ ls — 2.

Logo|lo(r;...mim) 7 |3 — |lo(ricy ... 1im) 7 Y|s = —2 paral < i < k. Conseqlientemente,
temos

lo(Th Tee1 - T 7r)_1||3 — 2k = Hmr_ng,

ou equivalentementgor'(|; — 2k = [jon!||3, ou seja, temog = 0. Mas essa igualdade
contradiz a hipétese de> 0. Portanto o graf@+(c) ndo possui ciclos orientados. a

Teorema 93.Dadoos em(E,T"), o grafo de transposi¢bes bo&& o) € bipartido.
Prova: Definimos a seguinte biparticdo ddo):

Vi={reU(o)||lor z=0 mod 2}

Vo={ncU(o)||lors=1 mod 2}.

Observe que o conjunfig, ndo é vazio pois possui o vértieglembrar que|oo—!||3 = 0).
Mostraremos que quaisquer dois vértices que pertencam aasnarticée$’; ou V; ndo
sao ligados por uma aresta.
Sejamu e § dois vértices que pertengcam a uma particao, digdmoBela definicao anterior
da biparti¢do, afirmamos qulga |3 = |[¢87!||z mod 2. Logo|ca™?||s # |[[cB87 |3 2 e
usando a contrapositiva do Lema 89 ndo ha nenhuma arestaventt. O
Dado o genoma emU (o), o grafo de transposicdes badés) € bipartido. Além disso,
né&o é dificil verificar que se existe uma aresta de um genopera um genomg emG(o),
entdo||c37 |3 = ||lca"!||s — 2. Esse fato basico a respeito de grafos de transposi¢cde®boas
fundamental para deduzir as propriedades que seguem abaixo

Lema 94. Dados os genomas equiorbitai€ m em(E, '), os grafos7(c) e G(7) séo isomor-
fos.
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Prova: Dados os genomas equiorbitaise 0 € U(o) (comon e o s@o equiorbitais entéo
U(o) = U(m)), tome uma permutagdotal quea - ¢ = 7. Observe que a permutacéexiste
devido ac e w possuirem ambos a mesma estrutura de ciclos (sdo equi®ylgitas mesmos
elementos, ainda que em ordem diversa. Defina a fufi¢cdd(c) — U(o) comof(#) = a - 0
parad € U(o). Como a conjugacéo sobre uma permutacdo mantém a sua esttetciclos,
entdof(f) € U(o).

Suponha qué/;, 0;) seja uma aresta d&(c). Logo por definigdo de grafo de transposi¢Bes
boasf, = 76, e 7|300;*, onder é uma transposicdo aplicavel éin Considere os genomas
f(01) = aba~ eada™!. Iremos mostrar que existe uma transposicaaplicavel af (6, ) tal
quef(fy) = 7 f(6,) eT*|3m(f(61))" . Tomemos

5= f(62)(f(61))" = abha ol o = abhl o = a7

Logo 7* é uma transposi¢éo e confdd,) = 7* f(0;) e ambas as permutacbgd.) e f(6,)
séo genomas, ent&o é uma transposicao aplicavefé,). Basta provar que*|sm(f(6,)) .
Pelo Lema 56 temos

73007 & a - Tlza - (J@fl) < 1 3(a- o) (a- 07! & s 91)’1 N T*|37r(f(91))’1.

Logo (61, 6;) é uma aresta dé' (o) se e somente Sg(6,), f(62)) € uma aresta dé' ().
Portantof € um isomorfismo entr&(w) e G(o), i.e. os grafos(r) e G(o) s&o isomorfos.O

Chamamos de-component@o componente d€(o) que possui entre 0s seus Vértices.
Pelo Lema 91, todo genoma facilmente transformavel pestane-componente dé/(o). No
entanto, nem todos 0S genomas unicromossomais-camponente satisfazem ao limitante
inferior da decomposigéo eciclos. Observe que o grafé(o) ndo possui ciclos orientados
e ques € um sumidouro en (o). No entanto, observe que um componenté&de) pode ter
mais do que um um vértice sumidouro. Considere, por exeraplgenomas

m=(aihgfedchb)(I'bTecl'dTel'fTgThliTa)

oc=(abecde fghi)TiThTgTfTeldTcTbTla);

entao
or ' =(acegibd fh)(ThTfTdTbTiTgTeTlcla).

Ha apenas trés transposi¢oes aplicaveigas quer|zor !
(agd)(TeThTH), (ci f)(T'gTald) e (ebh)(l'iT'cld).

Sejar qualquer uma das transposi¢des anteriores aplicaveis genomarm € um sumidouro
emG(o).
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n | Nimero de Sumidouros|U(o)| | Proporgéo
3 1 2 50,00%
4 1 6 16,67%
5 2 24 8,33%
6 8 120 6,67%
7 30 720 4,58%
8 109 5040 2,16%

Tabela 5.2 Proporgéo de sumidouros no grafo de transposicées®aas

O o-componente pode também ter mais do que um sumidouro o quieanppder haver
genomas para 0s quais ndo ha um caminho que os liguoarafoG(o).

A Tabela 5.2 resume a andlise da proporcéo de vértices suroglemG(o), parac =
(12 ... n)(—n ... =2 —1), em comparag&o com o numero total de vértices no grafo.

O experimento foi conduzido por meio de uma implementac&gdacipais funcdes refe-
rentes a manipulagéo de permutacdes e do gratendevimentos validos na ferramerittathe-
matica[60]. Utilizou-se um processador Pentium IIl 800MHz, meiade cache de 256Kb e
memo©ria principal de 64Mb. A partir de> 9, o tempo de execugao necessario para encontrar
todos os sumidouros do grafo é demasiadamente grande pardigucacdo do computador
utilizada e por isso ndo obtemos dados para esses valores.

Pode-se observar a partir dos experimentos realizadosgjop@r¢ao de sumidouros parece
tender a zero a medida que a ordem do gr@fe) € aumentada. Esse comportamento pode
ser Util para a identificacdo das caracteristicas comungiengas para 0s quais ndo ha uma
transposicao boa aplicavel.

Genomas Facilmente Transforméaveis

Uma maneira de caracterizar os genomas facilmente trané¥eis baseia-se em utilizar a pro-
priedade de “atingibilidade” de a partir desses genomas. Dado o gi@fe) e dois genomas
m emy delU(o), dizemos quer, éatingivela partir der; (ou também que; atingers) quando
houver um caminho de; am, emG(o). O conjunto de genomas atingiveis a partirrdem
G(o) é denotado por

R(m) ={n' € U(o) | «’ é atingivel a partir de}.

Lema 95. Dados os genomas equiorbitais e unicromossomais em (F,I"), o genomar é
facilmente transformével emse e somente sec R(r) para o grafd7(o).

Prova: Seo € R(m) entdo existe um caminho orientado de& o em G(o). Logo, pelo
Lema 91, temosl; = [[on!|]3/2. O valor|jcr~!||3 pode ser obtido em tempo polinomial
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no namero de elementos de por meio de uma contagem do namero de Orbitas impares de
on~l. A contagem do nimero de Orbitas pode ser realizada comdtrsie cada orbita de
on~!; por exemplo, utilizando o procedimento de construcdostad} da estrutura de dados
do Capitulo 4. Portanto, o genoma facilmente transformavel em

Por outro lado, se € facilmente transformavel ementéo existe um caminho orientado de
7 ao pelo Lema91. Loge é atingivel a partir de eo € R(w) para o grafaz (o).

Portanto o genoma é facilmente transformével emse e somente se € R(x) para o
grafoG(o). O

Para decidirmos se um genomano o-componente dé/(o) é facilmente transforméavel é
suficiente resolver o problema de encontrar todos os genpergencentes &(r). Observe
que qualguer genomade umo-componente dé/(o) € um genoma facilmente transformavel,
casoo seja o unico veértice sumidouro decomponente.

Lema 96. Dado o grafo de transposi¢es bdadsr) parac € (E,I'), existe um genoma €
(E,T) tal que a cardinalidade d&(r) é 2(71/% dado que E| seja um mdltiplo d&.

Prova: Parac em um sistema de genég, '), renomeamos 0s elementos El&om inteiros
de tal modo que
c=12...n)(-n ... =2-1).

Considere o genoma unicromossomal

T = (213 ... k+1kk+2...n—1n-2n)(-n—-(n—-2) ... =3 —-1-2).
Observe que

or ' =(213)(-1 -2 —n)...(n—1n-2n)(-n—-2) —(n—1) —(n—3))

A decomposicéo em ciclos disjuntos @e ! é composta pob(r, o) /3 transposicdes dis-
juntas aplicaveis a pois cada um dos pares de ! divide o genomar. Além disso, a apli-
cacao de quaisquer dessas transposi¢ées(i + 1 i i +2)(—: — (i +1) — (i — 1)) onde
i=3k+1paral <k < (n—3)/3(er=(213)(—1 —2 —n)parak = 0)deor ' em
7 envolve apenas elementos do suporte da transposicao e mhfocam a ordem circular dos
demais elementos enr.

r=(213...ii+1i+2...n—1n—-2n)(-n—-(n—-2)—(n—1) ... =3 —1 —2).

Como os elementos que n&o estao no suporte de uma trangpoda;8d0 afetados, entédo
todos os pares der~! permanecem transposicdes, a menos que ja tenham sidodaplica
e apoés a aplicacdo de todas as transposi¢cdes em qualquer ordem, obtemes Logo é
possivel transformar emo utilizando-se del; (7, o) = (|lor~!|3)/2 transposigdes.
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Segundo o Lema 85, os genomag ¢ satisfazemi,(w, o) = b(w,0)/3 e para qualquer
transposicdo escolhida envr—!, temosr|son~!. Logo, ham = b(w,o)/3 genomas atin-
giveis que podem ser atingidos diretamente porCada um desses genomas possui um
guociente distinter—'7~! que difere derm—! apenas pela transformacédo de um dos seus pa-
res de3-ciclos em seis elementos fixos. Além disso, para qualquet’pie on 177! temos
T'lsom~1771. Consequientemente hd— 1 genomas atingiveis petr. Logo, apds a aplicagdo
de uma transposi¢éo, o nimero de genomas atingiveis pebongecorrente é reduzido de
Se repetirmos essas aplicacdes de transposicdes até t@nershum par original der—!,
verificamos que ha:! genomas atingiveis par. Comom = |Supp(cn~1)|/6 = |E|/6, entdo
existe um genoma € (E,T') tal que a cardinalidade de(r) é 2(¥1/% dado qué E| seja um
multiplo de3. 0

O Lema 96 mostra que o conjunf®(w) ndo pode ser construido em tempo de execugéo
polinomial. Esse resultado nos impede de aplicar uma buscaerativa por todos os genomas
unicromossomais atingiveis a partir do genompara encontrar um caminho dea o. Por
outro lado, o Lema 96 nao implica que néo exista nenhum ahgorde tempo de execucéo
polinomial para encontrar um caminho cuja origem.éE possivel caracterizar os genomas
facilmente transformaveis desde que se ache tal algoritmo.

Se um genoma unicromossomahtingec emG(o), entdo o comprimento do caminho de
7 ao € maior do que o comprimento de qualquer outro caminho clufgrmrsejar. Logo,
encontrar um caminho de comprimento maximo de um genomaatonponente € um modo
alternativo de determinar os genomas facilmente transfoers.

5.1.3 Transposicdes Generalizadas

Dados os genomas conorbitaise o no sistema de gendd’, "), denotamos pot,q(m, o)

0 numero de pares der ! cujos ciclos sdo impares. Observe Qug(7,0) = 0pga(cm ™).
Usamos a notaGaNc,qq(7, m,0) = Coaa(TT, 0) — coaq(m, o) para a variagdo no numero de pares
cujos ciclos sdo impares onde& uma transposi¢cao generalizada aplicavel @ma transposi-
céo generalizada aplicavel a um genoma é um event®-bom para(r, o) quandor|zor 1.
Observe que o conceito de eveitbom para transposi¢oes generalizadas distingue-se do con
ceito semelhante de even?ebom para outros eventos de rearranjo devido aquele tratar d
3-divisibilidade, ao invés da divisibilidade. O Lema 97, g\se caracteriza um evenebom

por meio da variagdo do numero de pares cujos ciclos sdo ésipassa variacao na paridade
do comprimento de ciclos der—! decorre do efeito do produto de permutacdes envolvendo
3-ciclos que pode alterar a paridade do comprimento de ciclos

Lema 97. Dados os genomas conorbitai® ¢ no sistema de gené&’,I'), uma transposi¢éo
generalizada aplicavel ar € um event®-bom para(w, o) se e somente S&¢,q4q(7, 7,0) =
w(T).
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Prova: Dados os genomas conorbitai® o no sistema de gené&, "), ser € uma transpo-
sicéo generalizada aplicavelae um event®-bom para(r, o) entdor|zor~!, ou seja, temos
|lor=tr71||3 = |lom~t||3 — ||7|l3- Como uma transposi¢éo generalizadd uma permutagao
par composta por um produto de ciclos impares effitfio = ||7|| /2. Expandindo a férmula do
peso por meio do Teorema 58 e usando o Teorema 82:

I~

w(T) = TS

= |7l
= Jlor Yz = lox 775
|E] = 2[lor "7 I3 = |E| + 2lom I3
2
Oodd(oT T7Y) — 0pqq(om™h)
2
= Codd(TT, 0) — Coqa(m, 0)

€ COMOC,qq(TT,0) — Coqd(T,0) = Acoqa(T, T, 0) €NtAOACH4q(T, T, 0) = w(T).
Inversamente, SAc,uq(7, 7, 0) = w(7), OU Seja, temMO08,q (77, 0) — Coqa(m, o) = ||7]|/2,
entdo, pela definicdo dgyy (7, o) € COM02¢,44(, o) = 0pgq(cm 1), teMOS

_ 1 T
Jor= s — flon~7= = 171,
Como IZl = ||7|5, entéolor—77!||3 = [lon |5 — ||7||s € portantor|son~". LogoT é

uma transposi¢éo generalizada aplicaveleaum event@-bom pargr, o).

Portanto, dados os genomas conorbitaésr no sistema de gen€&’, I'), uma transposigéo
generalizada aplicavel ar é um event®-bom para(w, o) se e somente S&¢,q4q(7, 7,0) =
w(T). O

Dados dois genomase o em (£, T'), a permutagden ! que possui 0 nimero maximo de
ciclos impares € a identidade. Uma transposicao genatalizgue seja aplicavelae aumente
dew(7) o nimero de pares cujos os ciclos séo imparesemr ! em relacédo ar ! pertence
a uma seqiiéncia minima de eventos de rearranjo que trasfa@mo como mostraremos no
Lema 98.

Lema 98. Dados os genomas conorbitaise o no sistema de gends’, T'), para qualquer
sequéncia de transposicoes generalizadas. , 7., tal quer, ... nm = o e 7; é aplicavel ao
genomar;_; ... 7w, temos:

k 1y
1. Zj:lw(Tj) > lom=ls;

2. Zle w(r;) = |lo7w!||3 se e somente se cada transposi¢do generalizadam evento
3-bom parar;_; ... 7w, o) paral <i < k.
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Prova:

1. Dados os genomas conorbitai® ¢ no sistema de gend#’, T'), sejary,..., 7, uma
sequéncia de eventos de rearranjo taisque. nm = o e7; € aplicavel ar;,_; ... 77
paral < i < k. Logo7,...7 = o~ L. Comor; paral < i < k é uma transposi¢do
generalizada entdor; || = ||7;]|/2 paral < i < k pelo Teorema 58. Usando o quarto
item do Lema 55 temos o seguinte limitante superior pava ! ||.

lom s = lIme---7lls

< Amlls + -+ lImlls

= Zw(Tj)

J=1

Logo =5 w(y) > [lom ™ ls.

2. Assumimos que cada evento de rearranfum event@-bom pargr;_; ... 7w, o) para
1 <i < k. Pela definicdo de peso, temos:

Zw(Tj): H7'1H+2—|—H7'kH (5.1)

Uma vez que o evento de rearramjé@ um event®-bom para(r;_; ... nym, 0) paral <
i < k entdo pelo Lema 97 temos

7]
2

= Cogd(Ti . . 1T, 0) — Coqa(Ti—1 ... T4, 0).

Pela definicdo do nimero de pares cujos ciclos sdo impamass te

I = loer eyt T ls = lom e

(2

1...7'2-71”3. (52)

\)

Usando a Equacéo 5.1 e a Equacéo 5.2 e manipulando como segue:

Y wlr) = llor s = llon 7 s

7j=1
= |lor™ls = lloo™

= Jlon 5.



5.1. Distancia de Transposi¢do e Transposi¢coes Genelatiza 111

Portantoy_" | w(r;) = [lox 3.
Por outro lado, s§~"_, w(7;) = |low !5 entdo2|ont (|5 = Y5, [|7]].
Pela propriedade da desigualdade triangular (#edo Lema 55, temos

1 1

|om=tr T3 < lom ™ty 7 s+ ll7lls,

paral < i < k, em outras palavras, temos

1 1

0< lom 't m s = llom o riTh s + lImills,

1 -1 1
ST

paral < i < k. Como cada termfpor 7, s — llor =t t o r s + ||7ills €

nao negativo e manipulando a soma expandida, obtemos
k
0 < Y (Mo e or s = lomrtorhls + Ilmals
=1
= llom'r o s = llom s + ) l7ills.

Comoorn 't .t =veXr (Inll/2) = lom||s entdo

k
S (lon it s = ot r Al + i) =

=1

1 1

Entdolontr ... s — lor it b r T |l + |Imlls = 0 paral < i < k;i.e. temos

1 1

lon=tr o ls = llom ™'t s = lmills

paral < i < k. Logor|son—'7; ... 7} paral < i < k, ou seja, cada; aplicavel a
Ti—1...7T1™ € um event@-bom parar;_; ... nm,0).

O
Os préximos lemas (Lema 99 e Lema 100) serdo usados para siean@jue para qualquer
par de genomas compativeis em relacao a transposicoeslipadas existe uma transposicao
generalizada que € um evelom para o par de genomas.

Lema 99. Dados os genomas conorbitai® c em(E, T'), temosor 'z € orb(o, z).

Prova: Como os genomas e o em (F, I') sdo compativeis com relagdo a transposicdes
generalizadas entéob(w, z) C orb(o,z). Logon 'z € orb(e,z), poist—lz € orb(w, ).
Portanto temos7 'z € orb(o, ). O
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Lema 100.Dados os genomas conorbitais c em(E, T'), paratoda 6rbita € Orb(on~!, F)
existe uma Orbita € Orb(o, E) tal queo C p.

Prova: Como os genomas e o em (E, ') sdo compativeis com relagdo a transposi-
cOes generalizadas entéob(w,z) C orb(o,z) para qualquer € E. Pelo Lema 99, te-
mosor 'z € orb(o,r). Logoon~lz = olx paraj > 0, por definicdo derb(o,z). Seja
(or~1)*x um elemento da orbitarb(or~!,z) para0 < k < |orb(on~t,x)| — 1. Como
or 'z = o/z entdo(or'z)F = (0’x)* = o*x paral < k < |orb(on !, z)] — 1. Como
j > 0ek > 0entdojk > 0. Logo (or ')z € orb(o,x) pela definicdo de 6rbita. Por-
tanto, temosrb(on~t, z) C orb(o,r) para todor € E, em outros termos, para toda 6rbita
o=orb(on™!,z) € Orb(or~!, E) existe uma 6rbita = orb(c, z) € Orb(o, E) tal queo C p.

O

Lema 101. Dados os genomas conorbitaise o distintos em(E, T'), h4 uma transposicao
generalizada aplicavel ar tal quer é um event®-bom para(r, o).

Prova: Dados os genomase o em(FE, I'), iremos considerar dois casos:

1. Se nédo houver pares em—! com comprimento maior que dois, entdo existem pelo me-
nos dois pares cujos comprimentos dos ciclos é dois, pelafat e o serem genomas
distintos e conorbitais. Como cada orbitad@ossui pelo meno3 genes, entdo exis-
tem dois paresa on'la)(nlonta nla) e (b on 'b)(rTon~'b #n'b) tais quea e b
pertencem a mesma Orbita emlremos mostrar que o evento

7= (a on ta b)(xl'b ilor a 7Ta)

€ um evento de rearranjo aplicavelrae 7 € um eventa-bom para(r, o). Os trés
elementos:, o~ 'a e b pertencentes & séo diferentes entre si pois foram escolhidos
entre os elementos de pares com comprimento igual a dois.

Além disso, pelo Lema 99 temaesr'a € orb(o,a), entdor € aplicavel emr. Pelo
Teorema 48, o produier 17! resulta em

B(a ora b)(7Tb 7Ton tanlon 'b)(or 'a)(7Ta),

ondeg é o produto dos demaisciclos que nao foram modificados pelo produto. Como
os2-ciclos emg3 sédo disjuntos entre si e ndo sdo afetados pelo pradutentdo temos

Oodd(()"/T_lT_l) = OOdd(J’iT_l) + 4.

2. Se houver um par com comprimento maior que doisemnt entdo definimos a transposi-
céo generalizada

7= (aon taor ton ta)(nTon ton ta nlon tarTa).
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Comoa, on ta, or tonla pertencem a mesma érbita em—!, entdo esses trés ele-
mentos pertencem a mesma orbita@melo Lema 100. Logo, a transposicao generali-
zadar é aplicavel emr. Pelo Teorema 48, o produtor 171 é

Bla (e H3a ... (or ) ta)(xT(or ) ta ... 7Ta)(on 'a)(rTa),

ondeg € o produto dos demais ciclos que ndo foram modificados petiups. Como os
ciclos ems sao disjuntos entre si e dois novos pares compostos pos diojpares sao
criados envr 177! entdooygg (o177t = 0paq(om ) + 4.

Em ambos 0s casos, encontramos uma variagdo no numero tis dnppares dé. Pelo
Teorema 82 e manipulando a expressd@(cn'771) = 0,q4(c7 1) + 4 como se segue

Ooqa(on Y = opuq(om ) +4
2ot iz — |E| = 2|lon s —|E|+ 2|75
lor ™' s = llon s = lI7lls,

obtemog|or~'77Y|3 = |[or |3 — ||7||3- LogoT|som~! e portantor € um eventd-bom para
(7, 0). O

Algoritmo

Dados os genomas conorbitai® o em um sistema de genég, I'), o problema de rearranjo
em genomas ponderado envolvendo transposi¢cdes geneiadizansiste em encontrar uma
sequéncia de transposicdes generalizadas. , 7, tal que

Te...TIT = O,

onder; é aplicavel a,_, ... 77 paral <i < ke " w(r;)éminimo. O valod "  w(r) é
denotado poiV,,(m, o).

Apresentamos agora um algoritmo que resolve o problemaadeangos em genomas pon-
derado por transposicdes generalizadas em tempo de egdiciegi. Para obter tal desempenho
de tempo de execucédo, modificamos a estrutura de dadosratpsao Capitulo 4. Como dis-
cutimos no Capitulo 4, a identificacdo de eventos de rearkanjs e a atualizacdo da estrutura
de dados que reflete a aplicagdo do evento de rearranjo s&ooceslipnentos que determinam
qual serd o tempo de execucéo total de um algoritmo para upfepna de rearranjo em geno-
mas.

Dado o problem&(r, o, E,T") parar e o conorbitais, consideremos primeiramente a ques-
tdo de como identificar uma transposicéo generalizada gaeiseevent®-bom para(r, o).
Pelo Lema 101, podemos encontrar um evéAtom para(rw, o) escolhendo trés genes conse-
cutivos na ordem circular de um ciclo de ! caso exista algum par esnr—! cujos ciclos tém
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suporte maior ou igual a trés. Essa escolha de trés genespotiezialmente implementada
pela escolha dos elementos nos trés primeiros nds do poip&irem() cujas listas circulares
contém mais de trés elementos. Um problema na estruturadies d@e ja se torna claro é
como encontrar pares dg cujo tamanho de seus ciclos sejam maiores do que trés dermanei
eficiente (idealmente em tempo constante). Para simplditearminologia, iremos nos referir
aos pares que contém ciclos de tamanho maior ou igual a trgsapes longosenquanto 0s
pares cujos ciclos sdbciclos chamaremos deares curtoganto emor~! como na estrutura
(. Para garantir que encontraremos rapidamente pares langdgicamos a inicializacao da
lista@ de tal modo que ao final da inicializac&o todos os pares lomg@a®cam primeiramente
na lista enquanto os pares curtos aparecam no final da ligta disso, como haviamos imple-
mentado a estrutur@ como uma lista duplamente ligada, a modificacédo anterioratgen os
pares longos como os primeiros na lista demandaria um teepaetucdo quadréatico no nu-
mero de pares, seja na inicializa¢cdo ou atualizacdo dawsteaso ndo a modificAssemos para
mover pares na lista de maneira eficiente. Observe que o landas pares d@ sao reduzidos

a medida que as transposicdes generalizadas vao sendmapl&por isso pode ser necessario
mover pares para a sua posicdo adequada na lista para manderiadade anterior. H4 duas
maneiras de projetap para que a sua inicializacdo e atualizacdo sejam rapidasinfeipa
solucao consiste em implementarcomo uma lista duplamente ligada como anteriormente e
além disso mantermos dois apontadores: um para o inicistdadi inicio do trecho contendo
0s pares longos) e outro para o primeiro par curto na listamiNimento em que um par fosse
identificado como curto (na inicializagdo ou na atualizag@q)) ele seria inserido no inicio
do trecho contendo pares curtos apontado pelo segundcadpomor meio de uma insercao
em listas duplamente ligadas. Uma segunda solucao poésimelementar) como uma lista
circular duplamente ligada na qual temos apenas um apargacoo primeiro par longd’ e o
primeiro par no sentido anti-horario a partir Neseria o inicio dos pares curtos na lista circular.
A Figura 5.1.3 mostra as duas diferentes implementac6és de

Utilizaremos a solugé&o indicada no itén) da Figura 5.1.3, ou seja, definiremos dois novos
apontadorepShort e pLong que apontam, respectivamente, para o primeiro par curtose pa
o primeiro par longo end). Essa implementacao permite que o procedimento de iziagd
da lista) mostrado na Figura 4.2 possa ser mantido o mesmo. Pardinacia nova lista),
basta modificar o procedimentaild Pair(gene x) conforme mostrado na Figura 5.3

Caso todos os pares dg¢ sejam pares curtos entdo 0s genes, provenientes de diferent
pares, ao serem escolhidos para compor a transposica@bzacta devem pertencer a mesma
orbita do genoma. Para descobrir se dois genes pertencem a uma mesma Orhitaéde
necessario verificar todos os genes pertencentes a orbiadefinida por um dos dois genes.
Essa verificacdo levaria um tempo de execucéo linear no mideegenes e portanto o tempo
de execucédo para aplicar um evento seria linear. Podemaozgiredtempo de execucdo da
escolha de genes nesse caso especifico em que todos os gaisEodeares curtos por meio da
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pShor

(@) (b)

Figura 5.2: Lista Q modificada para separar pares longos de pares curtos. O lexeafigura uti-
liza os genomagr = (1 -3 -4 2 -9 6 7 -8 —-5)5 8 -7 -6 9 -2 43 —-1)eoc =
(1234)(—4-3-2-1)(56789)(—9 -8 -7 -6 —5)em(E,T'),ondeE = {zx € Z |1 < |z| <9}
el'x = —z parar € E. H& duas maneiras possiveis de implementar a separacégants longos e curtos na
lista. (a) A lista@ foi modificada com a incluséo de dois apontaderesng e pShort. (b) A lista@ € modificada
para tornar-se uma lista duplamente ligada circular e ogi@® aponta para o primeiro par longo que aparece
na lista circular no sentido horario.
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ProcedimentobuildPair(gener)

Criar parN

count <= 0

Y=z

repeat
Criar novo n6A com o geney
Inserir A na cauda da lista circuldrde N
Ty].node < A
Ty|.pair <= N
Criar novo n6B com o gene’[—y]
Inserir B a cabeca da lista circuldrde NV
T[P[—y]].node < B
T[P[—y]].pair < N
y < SlinvPly]]
count + +

cuntil y =

. Fechar a lista circular contendo

: Fechar a lista circular contendtf—z|

if count > 3 then

Inserir N em(Q).pLong

. else

Inserir N emQ).pShort

- end if

NNNR R RPRERRRRRR R
NP OQO®XNSORwdhREO

Figura 5.3:Procedimento usado para construir um novolga inclui-lo na lista) modificada.
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inclusdo de uma nova estrutura para representar as OrbitasS#jaS L uma lista duplamente
ligada contendo os genes das o6rbitas néo triviais dee nao sio fixos emr—!. Os genes
sdo distribuidos na listdl, de maneira que qualquer sublista%ie que tenha como primeiro e
ultimo elementos os genes da mesma orbita ndo contenhatashtienores de genes de oOrbitas
distintas da érbita daqueles dois. Por exemplo, dado o ggnom

o= (abed)(TdTeTbTa)(e f g)(TgTfTe)(h)(Th)

a lista correspondentesaé SL = a, b, ¢, d, I'd, I'c, T'b, Ta, e, f, g, I'g, T'f, T'e. Como

0S genomas e o sao conorbitais entdo cada oOrbita ndo triviabdem tamanho pelo mendse
orb(m,x) C orb(o, xz) para qualquet € E. Logo podemos escolher os primeibslementos
da listaS L, digamosu, b, ¢, e a transposigcéo generaliza@dab c)(rI'c 7I'b 7l'a) é aplicavel a

7w e 0s pares afetados ethserdo aqueles cujas 6rbitas contenham esses trés elemieatos
Lema 100, o fato de haver apenas pares curto@ @ecomoS L ndo contém os elementos fixos
emor !, entdo apenas dois pares (§@on'a)(nlon ta nla) € (b on~1b)(7lon b 7l'b)
ondec = o~ 1b) serdo afetados. A inicializacéo d€. se da ao visitar todos os genes no vetor
S verificando quais dos genes séo fixos emr!, ou seja verifica-se s§[invP[z]] = x para
cada gene € F e neste caso ele ndo é adicionado a lista A cada atualizacdo da list@,

a listaSL deve ser atualizada caso novos genes se tornarem fixos.eRlramra atualizagéo
de SL em tempo constante, nds adicionamos um campo de apontaada @lemento do vetor
T que aponta para 0 no efil. que contém aquele elemento ou pArAl caso o elemento ndo
esteja na list&d L. Os genes que se tornaram fixos séo removidoS/dexcluindo-se 0os nés
apontados por aqueles elementosEno que pode ser realizado em tempo constante pois sdo
operacdes de remocédo em uma lista duplamente ligada.

As demais operacgdes da estrutura de dados ndo sao modifiedddato de lidarmos com
transposicoes generalizadas. A Figura 5.1.3 mostra awstrde dados utilizada para imple-
mentar o algoritmo para o problema de rearranjo por tramgpes generalizadas.

Dadosm e 0 em (E,T'), sejar = (a onta b)(7'b nlon 'a 7la) uma transposicéo
generalizada aplicavelraque foi escolhida a partir d€L e () por ser um event8-bom para
(m,0). Aimplementacdo de como a estrutura de dados deve serzatimlilevido aplicacdo da
transposicao generalizada@ mostrada a seguir:

1. Osgenes, or ta, b, 7'b, rTT'on~1a e 7l'a SA0 pesquisados para encontrar os elementos
7 ta, 7 Yor ta, 7710, Tb, Tonr ta eTa eminvP.

2. Atualizacdo de”. Os genesta, 7 lon~ta, 771b, I'b, Ton~la e 'a S&0 mapeados em
on~la, b, a, iTonta, nl'a e 7T'b respectivamente emr, enquanto os demais genes em
P néo séo alterados pois sdo mapeados para genes que sao fixos em

Entdo, os genes 'a, 7 lonta, 771, I'b, T'om 'a e T'a em P sdo atualizados para
onta, b, a, tTTor ta, 7Ta e 7T'b respectivamente el’, ondeP’ representar.
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P
I[2[3[4][5[6][7]8 -1 -2 -B # 5 16 {7 I8
pLong -3|-9|-1 3 8 -8 -T2 % 44 2 1 9 1615
(BEBED .
EhELEE 1/2]3]4]5]/6]7[8]9] -1 -2 415167718
] -5 -4 4 -2 -1 -9 6 3 0 [ 4318 17 [8 |7
o Tkl s
| 1[2[3[4[5[6]7[8[9] -1 -2 B A 45 16 {7 18
A [ 2[ 3] 4] 1 6 7 —4-1/ 2| —B-9 -5 -6 ~7| -8
T
‘ﬂ. 1[2[3[4[5[6[7[8]9] -1 -2 -B-A 15 16 17 18 1
Biinig -

St e T T Tl AT e[ T o [ R

Figura 5.4:Estrutura de dados modificada para tratar do problema dengaem genomas envolvendo trans-
posi¢des generalizadas. E mostrada uma verséo estendédtraiaira de dados apresentada na Figura 4.1. Para
manter a clareza da figura, representamos apenas algunsatadores originados no vetor
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3. Atualizacdo dénvP. Os elementos, orta, b, 7['b, nl'or 'a € nl'a s&o mapeados
nos elementos b, 7~ la, 7~ lon~'a, I'a, b e Ton~la respectivamente em 7! (0
inverso derr) enquanto 0s genes restantes ndo séo alterados pelos nmasitivas do
item anterior.

4. Alista@) é atualizada de dois modos diferentes dependen@omessui algum par longo
OU Se possui apenas pares curtos.

e Caso() possua um par longo entdo os genesr 'a e b da transposicdo gene-
ralizadar pertencem a mesma Orbita do par longapontado popLong. Nesse
caso, os gends o 'a, 7l'a e rT'or~'a sdo fixos ey 177! e a listaQ) deve ser
atualizada por meio da remocao desses elementos de saa<lisulares corres-
pondentes. Removér or~'a, nT'on~la e 7T'a pode ser implementado em tempo
constante, uma vez que esses elementos estdo nos nésesedaint 'a, a, 7['b e
nlon~la respectivamente nas listas circulareseerI'b sdo diretamente acessados
usando-s€’[a|.node e T[P[—b]].node. O campo tamanho do pa&f (i.e. N.size)
deve ser reduzido de dois. Caso o tamanho do par tenha sidnided2, entdo
o par N deve ser removido da lista e reinserido no inicio da lista apontada por
pShort. Se restar apenas um elemento em cada lista circular apombadv, en-
tdo N é um par trivial e ele é removido dg tomando-se: como argumento do
procedimento de delegao.

e Caso() possua apenas pares curtos, considere os pares durp®e contém os
genesa e o~ la € M que contém o genk Nesse caso, 0s genes 'a e nl'a
sdo fixos emrn~!17~! e portanto devem ser removidos da lig}a A remocéo
de or~'a e 7Ta pode ser implementada usando-se os apontaddigsiode e
T[P[—[S[invPla]]]]].node para os genes e rl'or~'a que sdo os nds anteriores
aonla e rT'a respectivamente e). Além disso, o n6 contendoé removido do
par N e inserido no pai/ apés o néd. Do mesmo modo, o né contenddor'a
€ removido deN e inserido emM apos o norI'b. O par N é deletado de); o
tamanho do pal/ € acrescido dé e M passa a ser apontado pdrong.

Chamaremos o procedimento que realiza a pesquisa pelosgenertonta,7—10,ID,
l'on~la eTa eminvP e a atualizacdo dos vetor&se inv P de updateArrays(array”, array
v P, array S, genex, geney, genez). Usaremos como argumentos desse procedimento os
genesu, o 'a eb. A Figura 5.5 mostra a implementacéo do procedimento ddizdgéo dos
vetores da estrutura de dados.

O procedimento que implementa a atualizacao da lista ds QahamadapdateQ(Pairs
List ), genex, geney, genez), € mostrado na Figura 5.8. O procedimempalateQ(Pairs List
@, genezx, geney, genez) depende das subrotinas mostradas na Figura 5.6 e Figura®.7 g
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ProcedimentoupdateArrays(array’, arrayinv P, genex, geney, genez)

1: pgX < P[—1]

2: pgY <= P[—y]

3 pgZ <= Pl—z2]{z=a,y=0r"'a,2=0}
{ variaveis auxiliares par&’}

4: tpX <y

5. tpY <z

6: tpZ <=

7. tpgZ <= P[—vy|

8: tpgY < P[—x]

9: tpgX < P[—Z]

{ variaveis auxiliares parawv P}
10: ptX < invP|[z]
11: ptY <= invP|x]
12: ptZ <= invPly]
13: ptgZ <= —x
14: ptgY <= —=z
15: ptgX <= —y

{ atualizaP }
16: PlinvP[z]] < tpX
17: PlinvP[y]] <= tpY
18: PlinvP[z]] < tpZ
19: PlinvP[pgZ]| < tpgZ
20: PlinvP|pgY]] < tpgY

21: PlinvP[pgX]| < tpgX
{ atualizainv P}

22: invP[z] < ptX

23: invP[y] < ptY

24: invP[z] < ptZ

25: invPlpgZ]| < ptgZ

26: invP[pgY] < ptgY

27: invPpgX] < ptgX

Figura 5.5:Procedimento de atualizagio dos vetdPesinv P em decorréncia da aplicagdo de uma transposicao
generalizada. Assumimos que a ordem dos genes passadaxadiprento modifica os valores dos argumentos
emz =a,y = on 'a ez = b. Utilizamost (deT), p (der) e g (deT’) para nomear as variaveis auxiliares usadas
no procedimento. Por exemplo, a varia¥ej X refere-se ao generl'z. No vetor P, os elementos indexados
porm—lz, 71y e 7'z sdo modificados para os elementas;, Ty e 7wz respectivamente. No veténv P, 0s
elementos indexados pet y e z s&o modificados para os elementos'z, 7~ 'z e 7~y respectivamente. Os
elementos indexados pbe, I'y e 'z sdo modificados pareal'y, 7'z e 7I"z respectivamente er. Os elementos
indexados porT'z, 7'y e 7’2 s@o modificados para os elemenifas I'z eI'y eminvP.
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implementam os dois casos possiveis de atualizacao dddigtares (existéncia ou auséncia de
pares longos erny).

A Figura 5.9 mostra o algoritmo para encontrar uma sequéedensposi¢cdes generaliza-
das que transforma o genomao genomar em (£, I').

Lema 102. Dados os genomas ¢ conorbitais no sistema de ger{és I'), o algoritmoTGsort
retorna uma sequliéncig, ..., 7. de transposi¢Oes generalizadas tal jag(m, o) = ||on |3

e a sequéncia de transposicdes generalizadas transforem@mgr emo em tempo de execu-
¢caoO(n), onden = |E|.

Prova: Mostraremos que o algoritmo TGsort é correto por meio de unveriante de laco
baseada no parametro a igualdade) = 7,....7m € 0 evento de rearranjg € um evento
3-bom parar;_; ... nym, o) aplicavel ar;_; ... 7w sdo ambos verdadeiros pdra i < r.

Parar = 0, antes do lago na linha 12, tembs- 7 e a invariante é trivialmente valida.

Suponha que a invariante € valida para= p, ou seja, temo§ = 7,... 7w €7, € um
evento3-bom para(r,, ;... 77, 0) e € aplicavel a,,_; ...y paral < m < p. Na pr6xima
iteracéo do laco na linha 21, apés a escolha dos geniesk, definimos a permutacag, ; =
(x 007z y)(Ty Lol 'z OTz) poisx = L[i], 00 'z = L[j] ey = L[k]. O evento de
rearranjor,,; € uma transposicéo generalizada pais7 'z e y pertencem a mesma Orbita
de o pela escolha de, j e k feita na linha 15 ou na linha 18. Além disso, a transposi¢ao
generalizada,,; € um event@-bom para(d, o) pelo Lema 101. Logo a invariante é satisfeita
antes da proxima iteracdo na linha 12.

Ao fimder = ||or~!||3/2 iteragdes do lago, tem@s= .. ... ;7. Comor,, € um eventad-
bom para(7,,,_1 ... 7w, o) e é aplicavel a,,,_; ... mym paral < m < r entdor = Wy, (7, 0)/2
pelo Lema 98. Log® = o, ou, em outros termos, temeg~! = ;. Secf~! = . entdo a lista
de pareg) € vazia porque ela ndo contém pares triviais. Logo a condigdaco na linha 12
é falsa e a linha 25 é executada terminando o algoritmo. Mortamoss = 7,.... 77 €
, ..., T- € umasequéncia de transposi¢cdes generalizadas, ta),uem eventd-bom para
(Tm-1...m1m,0) €T, é aplicavel ar,,_; ... n7, paral < m < r, transformando o genoma
no genomar.

O tempo de execucdo total do algorithi@Sorté a somatoria dos tempos de inicializacdo
da estrutura de dados e o produto do nimero de iteracdesaatie na linha 12 pelo tempo
gasto para escolher um evento de rearranjo, atualizaraadiespares) e atualizar os vetores
P eimvP. Pelo Lema 77, a inicializacdo dos vetores S, invP e T; além da tabela de
espalhamentd/ pode ser realizada em tempo de execucao linear no nimermdsge |E|.
Como a estrutura de dados é modificada para atender as catae especificas do problema
de rearranjo por transposicdes generalizadas entdo épeaailiar qual € o tempo de execuc¢ao
da construcéo dé e da listaSL. A inicializacdo del) toma tempo de execucdo(n) para
criar cada n6 de cada par incluido na lista duplamente ligasla encontraS[inv P[i]] para
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ProcedimentoupdateLongPairQ(Pairs Li§}, gener, geney, genez)

{z<=a,y<orla z<b}

pgX < P[-1]

pgY <= Pl-y]

p9Z <= P[—2]

remove(Q, vy, z)

T[z].node <= NIL { removez}

remove(Q, x, y)

Ty].node <= NIL { removey }

remove(Q, pgY, pgX)

T[pgX].node <= NIL { removepgX }

remove(Q, P|—z|, pgY)

. T[pgY].node <= NIL {removepgY }

: N = T[x].pair;

N.size <= N.size — 2

. if N.size = 2 then

Q.pLong < N.next

if Q.pLong — size < 3then
Q.pLong <= NIL

end if

Remove o pa/V da lista de pares longos;

Insere o parV na lista de pares curtos;

pShort < N

: end if

. if N.size = 1 then

remove(Q, z, ) { delegédo do parV }

T[x].node <= NIL

remove(Q, P|—z|, P|—z])

T[P[—z]].node <= NIL

delete(N)

:end if

NN RNNMNRNNNMNRNNNRRRRRRRR R R
NPT RONMNEOOONOTORWONRERO

Figura 5.6:Procedimento de atualizag&o da lista de pgfegando ha um par longo. O procedimento remove
os elementos, y, 7'z e 7'y do par longaV que os contém, decrementa2le campo tamanho do par e avalia
alguns possiveis casos. Se o tamanho do par foi reduzid@ mari@o esse par é movido para o inicio do trecho
da lista composto por pares curtos, enquaritong aponta para o proximo no trecho de pares longos caso ainda
houver algum par longo, caso contrgsibong aponta paravI L. Se o tamanho do pa¥ foi decrescido até atingir

1 entdo seus elementos sdo removidos e o par é deletado de
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ProcedimentoupdateShortPairQ(Pairs Li&, gener, geney, genez)

NNNNNRRPRRRRRRERRR
A WNRPOO®O®NO®®UNMWNLEO

eNTRrNR

{r=a,y=o0r"ta, z= b}
pgX < P[-z]

pgY <= P[—y]

pgZ < P|—Z]

N < T[x].pair

M <= T[z].pair {y = on 'a e pgX = 7Ta S&o removidos de N}

remove(Q, x, y)

Ty].node < NIL {removey}
remove(Q, pgY, pgX)
TpgX].node < NIL {removepgX}
Criar um novo néA com o genex

. Inserir A ap6s o n6 contendoem M

. T'|x].node < A

. Tx].pair < M

: Criar um novo nG3 com o gengygy

. Inserir B ap6s o0 n6 contendayZ em M
: TlpgY].node < B

: TpgY|.pair < M { delecéo do parV}
: remove(Q, x, )

: T'[x].node <= NIL

: remove(Q, pgY, pgY)

: T[pgY].node <= NIL

. delete(N)

: M.size <= M.size 4+ 1

: Q.pLong <= M

123

Figura 5.7:Procedimento de atualizagio da lista de payegiando ha apenas pares curtos. Os elemenéos

w'z sdo removidos do pa¥ que os contém, um novo nd contendaz € criado e inserido apés o n6 contendo

z no parM e a entradd’[x] é modificada adequadamente. Um novof@ontendorl'y é inserido ap6s o n6

contendarI'z no parM e a entradd’[7I'y] € modificada adequadamente. Os elementos remanescentas¥io p

séo removidos e o pay é deletado da list§). Finalmente o campo tamanho do gdré incrementado dée o
apontadopLong aponta para o novo par londd.



124 Capitulo 5. Algoritmos para Novos Prolemas de Rearranjo eno@as

ProcedimentoupdateQ(Pairs LisD), genez, geney, genez)
{z=a,y=o0r"1a,z=10}
pgX < P[-1]
pgY <= P[—y]
pgZ <= P|—Z]
if Q.pLong! = NIL then
updateLongPairQ(Pairs Li§2, genez, geney, genez)
else
updateShortPairQ(Pairs Li&, gener, geney, genez)
end if

Figura 5.8:Procedimento de atualizag&o da lista de p&ye®© procedimento avalia se existe algum par longo
em( e dependendo desse resultado chama os procedimentoar@sxifidateLongPair@u updateShortPairQ
respectivamente quando houver algum par longo na lista andgundo houver nenhum par longo ém

ie{reZ|1<|x| <|E.|} envolve uma pesquisa emvP e S que levaD(1) e a atribuicéo
dos apontadores na posi¢a| que leva tempo constante. Além disso, o fato de mantermos
0S campos com 0s tamanhos dos pares e os apontadares e pShort ndo altera o tempo
de execucdao assintatico final da inicializacaddeois o campo de tamanho € incrementado a
cadainsercdo de um gene em um par e cada par € inserido whupsamente ligad® no inicio

do trecho dos pares longos ou curtos de acordo com o seu tippaci&lizagao deS L consiste
em para um dado no6 criado com o ger(@dice do gend.|[:]) incluir os genesS|i], S[S]i]] e
assim sucessivamente, desde que cada gene pertenca ae depar!. A verificacdo de que
um gene pertence ao suporte do quociente pode ser impletagdentificando-se a presenca
do gene end), 0 que pode ser implementado em tempo constante usand@aperdadores no
vetor?'.

Como o numero de eventos de rearranjos encontrados peldtlg@ minimo, entdo o
numero de iteragdes do lagdnile no algoritmoTGSorté d,, (7, o). No pior caso, apenas um
elemento de cada fita do genoma sera colocado em sua posegficadd em relacdo ao outro
genoma por itera¢@o do lago na linha 12, i.e. o bloco de dentrbile serd executad®(n)
vezes. Para cada passo no |lagale verifica-se se 0s genomés ¢ sdo iguais na linha 12.
Essa verificacdo pode ser efetuada em tempo constante dataosg a listd) esta vazia ou
ndo. Se) esta vazia entdé = o poiscf~—! = .. Escolher os elementas; e k para os quais a
transposicdo generalizada[i| L[j] L[k])(0T' L[k] 6T L[] OT'L[i]) seja um eventd-bom para
(0,0) é executado em tempo constante. Verificamos primeiramertié pares longos em,
ou seja, temogLong # NIL e nesse caso escolhnemos os primeiros trés elementos emsima da
listas circulares do par apontado pdrong como 0s elementas j e k respectivamente. Caso
contrario, se houver apenas pares curtos, entdo escolliEsa@ementos consecutivos na lista
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Algoritmo TGSort(Genomar, genomar, Genesl)

r<=20
forall i e {j|1<|j| <|Ey|}do
T[L[i]].index <= i
end for
P < initialize(m, T, L)
forall ie{j|1<]j| <|E:|} do
invP[Pli]] <1
end for
S <« initialize(o, T, L)
initialize(o, SL)
s anidtializePairsList(Q, S, invP) {Considered = 7 }
: while not Empty(Q) do
r + + { Escolha dos genes, 00~z ey}
if pLong # NIL then
Tome os trés primeiros gengg ek = S[invP[i]] empLong.
Removaj ek de S L.
else
Tome 0s3 primeiros genes, j ek emSL.
Removai, j ek deSL.
end if
Facar, = (L[i] L|j] LIk))(LIP[=k]] LIP[—j]] LP[-i]]) {facad = 7,m}
updateQ(Q, i, j, k)
23:  updateArrays(P, invP, S, i, j, k)
24: end while
25: return T, ..., T

eXNTRrNR

NNNRPRRPRRERRRRRR
NP OQOWO®ONDTgRRwWNRO

Figura 5.9: Dados os genomas, ¢ em (E,T'), o algoritmo TGsort retorna uma seqiiéncia de transposicdes
generalizadas com distancia genémica ponderada mivi@r, o) que transforma o genomaemo.
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SL. Em ambos 0s casos um numero constante de apontadorescaderifhlém disso, a lista
duplamente ligad& L € modificada em tempo constante pois no maximo seis de sesan0s
removidos e esses nés sdo acessados rapidamente a pgrtintaares erft’. Pelo Lema 101,
a transposicéo generaliza@@gli| L[j] L[k])(0T' L[k] 6T L[;] 6T L[i]) aplicavel &) € um evento
3-bom parad, o) onded € um genoma representado pelo vetana iteragéo corrente do lago.
A atualizacdo dos vetoreB e inv P é realizada em tempo constante pois envolve apenas um
namero constante de atribuicbes que devem ser realizadesroostrado na Figura 5.5. Atua-
lizar a lista de pare§ envolve a remocao de um nimero constante de genes que sSadases
rapidamente utilizando-se os apontadores’éna eliminacao e criagdo de pares novos; e a
atualizacédo dos apontadores &mpLong e pShort. Removeror—1i e nI"i pode ser imple-
mentado em tempo constante usando-se os apontébigfesde e T'[P[—[S|inv Pli]]]]].node
para os genese nl'on~1i que sdo os nds anterioresa i e 7' respectivamente exq. Do
mesmo modo, a reinsercdo dapds o n6é contendb e do né contendal'or~'i apds o nd
7'k no caso em que h& apenas pares curtog)erfeita em tempo constante pois sdo apenas
operacdes regulares sobre listas ligadas. Os apontagofBe®s de&l) (pLong e pShort) S&o
atualizados convenientemente de acordo com a Figura 5.81e géao envolvem nenhum tipo
de percurso nas listas ou vetores tomam temfn.

Portanto o tempo de execucéo total do algorif@Sorté O(n). O

Teorema 103.Dados 0os genomas conorbitaise o em(E, T') temos
Wig(m, 0) = [lom" 5.

Prova: Dados os genomas conorbitai® o em (£, T"), o Lema 102 guarante a existéncia de
uma sequéncia de transposicdes generalizadas , 7, tais query, ... 7ym = o e 7; € aplicavel
ar,_1...mm eT; € um event®-bom para(r;_; ..., o) paral < i < k. Além disso, pelo

Lema 98, temos
k

> w(m) = or s

i=1

PortantolV,, (m, o) = [[om . O

5.2 Fissao, Fusao e Reversao com Sinais

Dados os genomase o em um sistema de genég, T'), o problema de rearranjo em geno-
mas ponderado envolvendo fissbes, fusdes e reversbes @srsimsiste em encontrar uma
sequéncia de fissbes, fusdes e reversdes com sinais, py, tal que

Pk ... P1T = 0O,



5.2. Fissao, Fusdo e Reversao com Sinais 127

ondep; é aplicavel @;_; ... pymparal <i < ke>.F w(p;) é minimo. O valos ¥  w(p;) é
chamado ddistancia gendmica ponderada de rearranjo baseada em Bsfd@ses e reversdes
com sinaisgentre os genomase o e € denotado pdi ., (m, o).

Nessa secdo, propomos um algoritmo para encontrar umarseg itk peso minimo de
fissOes, fusdes e reversdes com sinais que transforma urmgeam outro [45]. O algoritmo
baseia-se narepresentacdo dos genomas por meio da esteutiados discutida no Capitulo 4.
A complexidade de tempo de execucdo total do algorit®@d:€), onden € o nUmero de genes
(assumimos que o tempo gasto para acessar a tabela de pspdthhaa estrutura de dados €
constante).

Também apresentamos uma férmula para o distancia gendonceada baseada em fis-
sbes, fusdes e reversbes com sinais que pode ser calculddmpmde execucdo(n).

Ma
(@) a Ma c Mc
de errd O ®
b b d rd
c e
a a
(b)a Ma c Nc
O O — d b o] rd
b b d rd c lc
() a Ma a Ma
de errd — erc CQrd
c Mc b b

Figura 5.10:Eventos de rearranjo em genomas vistos como operacdes keguecdo em ciclos. Todos os
ciclos sdo orientados no sentido horério. (a) O genema(a b ¢ d)(I'd T'c T'b T'a) é transformado no genoma
pr = (a b)(T'b Ta)(c d)(T'd Tc) pela fissdgp = (a ¢)(I'b T'd). (b) O genomar = (a b)(T'b T'a)(c d)(T'd Te)

é transformado no genomar = (a b ¢ d)(T'd Tc T'b Ta) pela fusdop = (a ¢)(I'd Tb). (c) O genoma
7= (abcd)(TdTecTbTa) é transformado no genoma = (a T'c T'b d)(T'd b ¢ T'a) pela reversdo com sinais
p=(bTb)(dTa).

Os eventos de rearranjo fusao, fisséo e reversao com sim@s®er vistos como operacoes
de “quebra” e “juncdo” em ciclos como ilustrado na Figurad5.Essas operacdes de quebra
e juncao séo definidas de acordo com a distribuicdo dos eteman suporte do evento de
rearranjo entre as Orbitas do genoma no qual é aplicavelo@asdes, fissbes e reversdes com
sinais possuem a mesma estrutura de ciclos, é possiveldimtagem dessa propriedade e do
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modo que os elementos do suporte de um evento de rearranjss@midos nas érbitas de um
genoma para identificar um everdom para um par de genomas.

Lema 104. Dados quaisquer genomas distintgs no sistema de gené#’, I'), ha uma fuséo,
fissdo ou reversdo com sinaisiplicavel ar tal quep € um event@-bom para(r, o).

Prova:

Considere a permutac@o= (z on 'z)(7T'on 'z 7T'z) ondex e o~z sdo elementos de
E. Ha trés casos a serem considerados dependendo de em ¢itais der os elementos,
on tz, nlortx, 72z pertencem:

e Seor 'z € orb(m, z) entdop = (z or 'z)(7lon~ 'z 7l'z) é uma fissdo aplicavela
pois(z on~'x)|r pelo Lema 43.

e Seon 'z & orb(w,x) ex e on 'z pertencem a érbitas do mesmo cromossomo entéo
vamos mostrar que = (x o 'z)(rlor 'z 7lx) € umareversdo com sinais aplicavel a
7 e ela é um eventd-bom pargr, o). Os elementos e o~ '« pertencem a fitas distintas
do genomar e temod' 7w lortx = rl'on~ 'z pela propriedade fundamental de genomas
[zl = 7!, entdorlon 'z € orb(m,z) € logo(z nlor 'z)|r pelo Lema 43. Além
disso, temos: # nl'on~ 'z porque caso contrario = n[or~ 'z implicanl'z = o7 l'x
e entao existe um elementos E tal quesl'z = z, ou seja, dois genes complementares
pertencem a mesma fita de o que contradiz a definicAo de um genoma no mesmo
sistema de gendd”,T"). Portanto, o evento de rearranje or'z)(7lor 'z 7l'z) é
uma reversdo com sinais aplicavet.a

e Sexr e on~ 'z pertencem a 6rbitas de cromossomos distintos @mtdo o evento de
rearranjop = (z or'z)(rTon~tx 7T'z) é uma fusdo aplicavelapois(z or~'z) { 7
pelo Lema 43.

Comoorn~! é um produto de paresrT'a~'#T" entdo para qualquer cicla, ... a,,) de
on ! existeumcicldzTa,, ... 7la;) deor ! elogorlx & orb(on™!, z). Além disso, como
or 'z € orb(on ! x), rTon'x € orb(on™ ', 7Tz) e nlx & orb(on™ ', x) entdoplon .
Logo o evento de rearranjpé um event@-bom parg, o). O
Discutimos agora como implementar fissdes, fusdes e reagersiin sinais usando opera-
¢Oes da estrutura de dados. Dadass em (E, T'), restringimos a implementacgéo a eventos de
rearranjo da formda on~'a)(nTon 'a nla). Todos esses eventos de rearranjo Sao eventos
bons pardr, o). Fazemos tal restricdo para garantir que cada evento dangapode ser rea-
lizado em tempo de execugédo constante. O evento de reapranja or'a)(rlon ta 7Ta)
aplicavel ao genoma é implementado conforme explicado abaixo:

1. Os elementos, or'a, rT'or 'a e 7['a SA0 pesquisados para se encontrar 0s elementos

7 la, 7 l\orta, 7 'nlorla en 'nla eminvP.
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2. Atualizacdo de”. Os genesr—la, 7 lor la, n 'nlor la e 7~ 17Ta sdo mapeados
emonla, a, 7Ta e tTTorta respectivamente emr, enquanto os genes restantes nao
sdo alterados, porque no produt@ o elementos !z é mapeado no elementodife-
rente dex quandox pertence ao suporte de caso contrariavz = z e a8 lz =
z. Entdo, os genes 'a, mlorla, n nlonr ta e 7~ 'xla em P sdo atualizados
paracn'a, a, nla € nlon'a respectivamente e, onde P’ representar. Como
Plr~la] = a e Pl[r~'or~'a] = on~'a entdo podemos trocar os contelidosde'd]

e P[r—'or'a] para obter as imagens corretas ©€a e 7~lor~'a em P’. Simi-
larmente, temo[r '7T'or 'a] = nlon'a e P[x~'7Ta] = 7la, entdo trocando
Plr'7Ton~'a] e P[x~'xTd] atribui as imagens désn~'a e 'a em P’. A Figura 5.13
ilustra a troca dos elementos dhpara atualiza-lo em um dado exemplo.

3. Atualizacdo deénvP. Os genes, on la, nlor 'a e n1l'a SA0 mapeados nos elementos
7 tonta, 77 a, 7 nla e '7lonta respectivamente em ! p~! (0 inverso depr)
enquanto os genes restantes nao sdo alterados pelos mestivos do item anterior. Os
genes emnvPlal], invP[on~1a|, invP[rTor'a] e invP[rla] tem de ser atualizados
pararlon~la, 77la, 7~ 'nla e m~'nlon~la respectivamente eimvP’, ondeinv P’
representa o genoma'p—!. ComoinvPla] = 7 'a einvPlor 'a] = 7 lon'a entdo
invP é atualizado eminvP’ trocando-se os geneésvPla] € invP[on tal. Similar-
mente, temosnvP[rlor 'a] = n'aln'a einvP[rla] = 7 'xTa, entdo trocando
invP[rTa) einvP[rTon'a] atribui as imagens dos geneBa e nlorla eminvP’.

A Figura 5.13 mostra os elementos que devem ser trocadas®fhem um exemplo
particular.

4. Alista( é atualizada por meio de uma remocéo dos elementosa e 7['a das suas
listas circulares correspondentes. Remaver'a e nl'a pode ser implementado em
tempo constante, uma vez que ambos elementos estdo nogniteesedea: e tl'orta
respectivamente nas listas circulares @rl'om~'a sdo diretamente acessados usando-
seT[a].node e T[rTom'a].node. Se restar apenas um elemento em cada lista circular
apontado por um n6 dg entdo esse par € um par trivial e ele é removid@ demando-se
a como um parametro do procedimento de delecao.

O procedimento de atualizagcéo dos vetdrasinv P € mostrado na Figura 5.11. Utilizamos
um procedimento auxiliar chamaéschanged, =, y) que troca o conteddo das posicGes
y do vetorA.

A Figura 5.13 mostra a acdo de um evento de rearranjo como ssda fifusao ou reversao
com sinais nos vetoreB e invP. No exemplo ilustrado pela figura, os vetorése invP
representam o genoma= (—-32 —6 —95)(—596 —23)(—-7 —4 —81)(—1847)em
um sistema de gené#’, I'), onde por simplicidade, trocamos os nomes dos genes pelss se
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Procedimento updateArrays(Array’, Array inv P, genei, genej)
exchange(P, PlinvPli]], PlinvP]j]])

exchange(P, Pl=j], P[=i])
ewch(mge(mvP, invPli], invP[j])
exchange(inv P, invP[P[—j]|, invP[P]—i]])

Figura 5.11Procedimento de atualizagio dos vetdresinv P. Os elementos indexados gaw P[i] einv P[j]
sdo trocados no vetd?, bem como os elementos indexados P ;] e P[—i]. No vetorinvP, 0s elementos
indexados potnv Pli] einvP[j] e os indexados pdP|[—j] e P[—i] sdo trocados.

Procedimento updateQ(Pair Lisf), Array T, genei, geney)

remove(Q, j)
remove(Q, P[—i))
T[f(L[j])]-node = NIL
T[f(L[P[—i]])]-node = NIL
if trivialPair(@,7) then
pair = T[i].pair
remove(Q, 1)
remove(Q, P|—j])
delete(pair)
end if

[
Q

Figura 5.12:Procedimento de atualizagéo da lista de p&es geneg e 7I'i sdo removidos dé) e suas
entradas enT’ sdo modificadas para apontar p&¥dL. Se o par ao qual pertence € trivial entdo esse par é
deletado da lista de pares.
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indices. Os vetoreB’ einv P’ representam o genoma ondep = (1 —7)(—1 8) € uma fisséo
aplicavel ar. No item (a) da figura os genéy7| e P[—1] s&o trocados, bem como o conteudo
dos elemento®[1] e P[—8] no vetorP; enquanto no item (b) os genes P[1] einvP[—7] S0
trocados, bem como o contetido dos elemento#[8] e invP[—1].

o 123454878 91-2345 67 -84
[-776 57 3214 6 83 289 9415
"”‘—_"—_ .
- 1 2 3 45 6 7 8 9-1-2 34 5 67 -89
T 657 328 4613 289 9475
@)
owp [L112 3 456 7 8 9-1-2-3-4-5 671 -8 =
(8328 99 4 1,57,6 5-7 3 2 146
2\
wp |1 2 3 45 6 7 8 9-1-2-3-4-5 67 -89
1328 99 47 5-16 573 2-8 46

(b)

Figura 5.13Exemplo da agdo de um evento de rearranjo de2ioislos (fissdes, fusbes e reversdes com sinais)
sobre os vetore® einvP. Os vetores” e invP s&o baseados no genoma= (-32 —6 —95)(—596 —
23)(=7 —4 —81)(—1847)emum sistema de genég,I'). Os vetored”’ e invP’ representam o genoma
prondep = (1 — 7)(—1 8) € uma fissdo aplicavela (a) Os gene®[7] e P[—1] s&o trocados, bem como o
conteudo dos elementd¥1] e P[—8] no vetorP. (b) No vetorinv P, 0s genesnv P[1] einvP[—7] séo trocados,
bem como o contetido dos elementesP[8] e invP[—1].

O algoritmoFFSRSortgque encontra uma sequéncia de peso minimo de fusdes, fissbes e
reversdes com sinais que transforma o genanmd genomas ambos no sistema de genes
(E,T) é mostrado na Figura 5.14.

Lema 105. Dados os genomas o em(E, T'), o algoritmoFFSRsortretorna uma sequéncia de
fissOes, fusbes e reversdes com sinais que sdo eventos ba(s, pa com distancia gendmica
ponderada minim#/; (7, o) que transforma o genomaemo em tempo de execucdy(n),
onden = |E|.

Prova: Iremos mostrar que o algoritmo FFSRSort € correto por megedainte definicdo de
uma invariante de laco no parametrotem-sefl = p, ... p;7 € 0 evento de rearranjg € um
evento2-bom pardp;_; ... p1m,0) aplicavel ap; _; ... pym, paral < i <r.

Parar = 0, antes do lago na linha 11, tems- 7 e a invariante é trivialmente valida.
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Procedimento Algorithm FFSRSort(Genoma, Genomar, Genesl)
r=20
forall i e {j|1<|j| <|E4|}do
T[L[i]].index < i
end for
P < initialize(w, T, L)
forallie {j|1<|j| <|E.|}do
invP[Pli]] < i
end for
S < initialize(o, T, L)
initializePairsList(Q, S, invP)
while not Empty(Q) do
r + + {Escolha os genes e o0~'z no primeiro par apontado paJ}
Tomei ejemqQ
Facap, < (L[i] L[j])(L[P[~j]] LIP[~])
updateQ(Q, T, i,7) {0 = p,0}
update Arrays(P,invP, i, j)
: end while
cretun py,..., 0

el i o e =
N gk wdhE O

Figura 5.14:Dados os genomas o em(E,T"), o algoritmo FFSRsort retorna uma seqiiéncia de fissdeggusd
e reversBes com sinais com distancia gendmica ponderadaaiiry s, (7, o) que transforma o genomeemo.
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Suponha que a invariante é valida para k, ou seja, temo& = p, ... p1 7 € p; € um evento
2-bom para(p;_1 ...p1m,0) e é aplicavel @;_; ... pym paral < i < k. Na proxima iteragéo
do laco na linha 14 temas. 1 = (z 00 'z)(6Tef 'z 6Tz) poisz = L[i] ecftx = L[j].

O evento de rearranjo,; € um event®-bom para(d, o) pelo Lema 104. Logo a invariante
permanece valida antes da proxima iteracdo do lagco na lihha 1

Apbésr = |on!||/2 iteragbes do lago, temds = p,...p;w. Comop,, € um evento
2-bom para(p,, ... p1m,0) € € um evento aplicavel @, 1 ...pim paral < m < r, entdo
r = W;se(m,0) pelo Lema 75. Logd = o, i.e. 06~' = .. Secf~! = . entdo a lista) é
vazia porque ela ndo contém pares triviais. Logo a condigdmha 11 é falsa e o algoritmo
executa o cédigo na linha 18. Portanto o algoritmo encomira sequéncia de fusdes, fissdes e
reversdes com sinajig, ..., p, atendendo a invariante que transforma o genemagenoma
g.

Agora dicutimos qual é o tempo de execucdo do algorifR8Rsort Pelo Lema 77, a
inicializac@o da tabela de espalhamehtpdos vetores?, S, invP e T leva o tempaO(n).
Apos ter sido construida, a tabela de espalhamento ndo éossisada durante a execugao do
algoritmo pois as operacoes de rearranjo sao escolhidaohoacom as posicoes dos inteiros
armazenados na lista.

Contruir a listal) leva tempo de execuc@d(n) porque encontra$[inv P[i]| parai € {x €
Z | 1 < |z| < |Ey|} envolve uma pesquisa einvP e S que levaO(1) e a atribuicdo dos
apontadores na posicdti| que leva tempo constante.

O numero de itera¢Bes do laggnile € igual a distancid;;,, (w7, o) pelo Lema 75, pois a
cada iteragdo é escolhido um evedtbom para(d, o). No pior caso, apenas um elemento de
cada fita do genoma sera colocado em sua posi¢do adequadiagiio B0 outro genoma por
iteracéo do lago na linha 11, i.e. o bloco de contrelele sera executad®(n) vezes. Para
cada passo no lagehile verifica-se se os genomé@g o séo iguais nalinha 11. Essa verificacao
pode ser efetuada em tempo constante ao constatarmostsghdiga vazia ou ndo. Sgesta
vazia entdd = o poisor—! = «. Encontrar uma fissao, fusdo ou reversdo com sinais que seja
um event®-bom para(f, o) é executado em tempo(1) por meio da escolha de elementos
e j, correspondentesae o'z, ondei é o primeiro elemento no primeiro par de& Pelo
Lema 104, o evento de rearranjo o0~ 'z)(0Tocf~ 'z 6Tz) é um event®-bom para(é, o)
ondef € um genoma representado pelo vetona iteracdo corrente do laco. O processo de
atualizacao da estrutura de dados pode ser feito em temptaote pois as operacoes de troca
nos vetores” einv P levam tempo constante. Remoyex P[—i] de leva tempo de execugédo
constante pois é possivel remover o n6é de cada uma das Iistaaies em temp®(1) quando
ha apontadores para aqueles n6sTj e T'[P[—i]]. Portanto o tempo de execucgéo total é
O(n). 0
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Teorema 106.Dados os genomase o em(FE,T") temos

|om
Wffsr(”aa) = 9

)

Prova: Dados os genomasec em (£, I'), o Lema 105 garante a existéncia de uma sequéncia
de eventos de rearranjq, . .., p, tais quep, ... ;1T = o € p; € aplicavel ap;_1...pim € p;

€ um event®-bom para(p;_; ... p1m,0) paral < i < k. Além disso, pelo Lema 75, temos
Witsr(m,0) > |lor— ] /2. PortantoW s, (7, 0) = |jom1||/2. O

5.3 Intercambio de Blocos e Reversao com Sinais

Apresentamos um algoritmo para encontrar a distancia geaguonderada entre dois genomas
baseada em reversdes com sinais e intercambio de blocosGé4jo definido na Segéo 3.7,
um intercambio de blocos € um evento de rearranjo em genoue$r@ca dois segmentos
nao necessariamente consecutivos de uma fita (e também diitast@mplementar) em um
genoma, mantendo as orientacdes originais dos genes. sBegarom sinais sdo eventos que
invertem um segmento e trocam as orientagdes dos genes srfitds@omplemetares em um
genoma. Reversdes com sinais [29] sdo importantes pardiseac@mparativa de genomas.
Por outro lado, o estudo de intercambio de blocos € motivaale por suas propriedades ma-
tematicas [17] do que por alguma relevancia biolégica. Qdestla combinacdo desses dois
eventos de rearranjo revela propriedades interessarties gares de genomas. Por exemplo,
0 comportamento do produto de um genoma e intercambios desreversdes com sinais
é influenciado pela distribuicdo dos genes nas fitas dos @sonws dos dois genomas. Con-
sidere o conjuntd? contendo apenas os tipos de eventos de rearranjo interc@mallocos e
reversfes com sinais. O algoritmo tira proveito do fato deehpara quaisquer pares de ge-
nomas eqiicromossomais um intercambio de blocos ou revewsa sinais que € um evento
2-bom para o par de genomas. Como visto na Sec¢éo 3.8, a eiastiéniais eventos bons para
guaisquer pares de genoma em um sistema de genes permitmguesinatégia gulosa possa
ser utilizada para resolver o problema de rearranjo em gasom

Lema 107. Se dois genomase o de um sistema de gengs, I') sdo compativeis com relacdo
a intercambio de blocos e reversdo com sinais engio possuem a mesma estrutura de ciclos
e sdo equicromossomais.

Prova: Se 0s genomas e o de um sistema de genég, I") sdo compativeis com relacdo a

intercambio de blocos e reversdo com sinais entao existsegigncia de reversdées com sinais
e intercambios de blocos que transformamo. Pelo Lema 70, um intercambio de blocos
ndo altera as Orbitas de um genoma. Logo um intercambio d®dblodo altera a estrutura

de ciclos de um genoma e a unido das Orbitas de um cromossomosend igual a unido



5.3. Intercambio de Blocos e Reversdo com Sinais 135

das oOrbitas de um cromossomo em Pela definicdo de reversfes com sinais, 0s segmentos
complementares reversos de ambas as fitas de um cromossajualr@reversdo com sinais
atua sdo invertidos e seus elementos tém suas orientagéadds. Logo as érbitas sdo alteradas
pela reversdo com sinais, mas o tamanho das érbitas é mantigismo. Além disso, como
houve apenas uma troca de elementos das duas 6rbitas do roesmassomo a unido das
orbitas mantém-se a mesma. Portanto, 0s genaneaspossuem a mesma estrutura de ciclos
e sdo equicromossomais. O
Dados 0s genomas equicromossomass o, 0 problema de rearranjo em genomas pon-
derado por intercambios de blocos e reversdes com siRéiso, R, E, T, w) consiste em en-
contrar uma sequéncia de intercambios de blocos e revers@esinais com peso minimo
gue transforme o genomaemo. Em outras palavras, queremos encontrar uma sequéncia de
eventos de rearranjg p, ... pg, tal que:

0 =Pk Pk—1 --- P1 T

onde cada; € um intercAmbio de blocos ou uma reversdo com sinais e ess®&e rearranjo
p; € aplicavel a;_; ... py mparal <i<k erzl w(p;) € minimo. Denotamos a esse valor
minimo porWy,(m, o).

Lema 108. Dados os genomas distintos e equiorbitasc em (E,I"), ha um intercAmbio de
blocosp aplicavel ao genoma tal quep € um event@-bom param, o) e pr € o S0 genomas
equiorbitais.

Prova: Como os genomas e o sdo distintos, considere os elementoy, o'z e o~y
ondeorn 'z # x, o ta # only, v £y, ex # on "y, tais que:

1. y € orb(m, x);
2. mormtw # x;

3. oy £yenonly #£y;
4. (yorYy)(z o tx) t 7.

Na Secao 3 de Liet al. [37] existe uma demonstracao de que os elementog existem
para quaisquer pares de genomas distintos e equiorbitais.

Comonornlz # x, mon 'y # y, e (z on 'x)(y or'y) § m entdozx, or~ly, oz €
y aparecem nessa ordem circular ou na ordem cireutarz, o'y, x € y em uma fita do
genomar. A permuta¢ddx or 'y)(y on'z) divide © devido a ordem circular dos quatro
elementos e pelo Coroléario 42 (ver propriedades de proémasdvend®-ciclos na Secéo 3.4).
Logo a permutacéo

p=(zorntx)(nlor 'z nlz)(y on 'y)(xTonty 7ly)
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é um intercambio de blocos aplicavet ois(z ony)(y or'xz)|r. Além disso, o intercam-

bio de blocog é um event@-bom para(r, o) porquep|on—! pela escolha de ey. Comop é

um intercambio de blocos entao e o s&o genomas equiorbitais segundo o Lema 70. Portanto
p € um intercAmbio de blocos aplicavel ao genontal quep é um event@-bom parar, o) e

pT € o Sao genomas equiorbitais. O

Lema 109. Dados os genomas equicromossomagsr, distintos e ndo equiorbitais no sistema
de geneg ., I'), ha uma reversdo com sinagigplicavel ar tal quep € um event®-bom para

(7, 0).

Prova: Como o0s genomas e ¢ S840 equicromossomais, sao distintos e ndo sao equiorbi-
tais entdorr~! # e existe um elemento € E tal quesn'x & orb(w, x), caso contrario
or 'z € orb(m, z) para qualquer € E implicaorb(c,z) C orb(m, z) € comor e o séo equi-
cromossomais, entaoe o teriam a mesma estrutura de ciclos segundo o Lema 107 e seriam
equiorbitais o0 que contradiz a hip6tese inicial dos genamdasserem equiorbitais. Mostrare-
mos que a reversdo com singis- (z or'z)(rTon~lx 7lx) é aplicavel ar e ela é um evento
2-bom pargr, o).

Os elementosy e y para qualquey € E pertencem a mesma O6rbita dee comor e o
sdo eqglicromossomais entég e y pertencem a unido das érbitas do mesmo cromossomo de
7. Logoon !z e v~ 'z pertencem a unido das 6rbitas do mesmo cromossomo e cotoc
orb(m, z) entdor e o~ 'x pertencem a fitas distintas do mesmo cromossono ééém dsso,
temosI't'on 'z = nlon'x pela propriedad&7xl’ = 7~ !. Logonlon 'z € orb(m,x) e
pelo Lema 43 temo&: nlor~'z)|w. Além disso, temos # 7wT'omr~'x porque, caso contrario,
aigualdader = 7T'on 'z implica emn'z = o'r['z e entdo ha um elemento= 7'z tal
queocl'z = z, 0 que contradiz a definicho de um genoma em um sistema de. gevgs, a
reversdo com sinai§c or 'z)(nlon 'z nlz) é aplicavel ar. Além disso, comarr—! é
um produto de pares de ciclos da formal'a~!(7T")~! entdorl'z ¢ orb(ocw~!,z). Como
or 'z € orb(on™,z), nlon 'z € orb(on !, 7lz) e 7Tz & orb(on!, z) entdop|or—!
segundo o Coroléario 42. Portanto a reversdo com sin@ism event@-bom para(r, o). O

O algoritmo SRBISortilustrado na Figura 5.15 encontra uma seqiéncia de eveatss b
gue transforme um genoma em outro e a distancia gendmic&maalentre dois genomas em
tempo de execucd0(n?).

Lema 110. Dados os genomase o em(E, T'), o algoritmoSRBISorapresenta uma sequéncia
de eventos bons pata, ) com um peso miniméVy;,. (7, o) que transforma o genomaem
o em tempo de execucd@d(n?), onden = |E|.

Prova: Mostramos que o algoritm®RBISore correto ao definir uma invariante de lago sobre
0 parametro: temosd = p, ... pi7 € p; € um event@-bom parap;_; ... pim, o) aplicavel a
pPi1...prm,paral <i <.
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Algoritmo SRBISort(Genoma, Genomar)

1. r<=0
2. 0<=nm
3: initializeLabels(8, m, E)
4. W <=0
5. while § # o do
6: r++
7. if isEqual(Orb(0, E), Orb(o, E)) then
8: encontre um eventp. tal que
9: pr € um intercambio de blocos
10: pr € aplicavel @
11: pr € um event@-bom parad, o).
12:  else
13: Encontre um eventp, tal que
14: pr € Uma reversao com sinais
15: pr € aplicavel @
16: pr € um event@-bom parad, o).
17:  endif
18:  updateLabels(p,, 0, F)
19: 0 <« p.b
200 W<=W+w(p)
21: end while

22: return py,...,p,eW

Figura 5.15:Dados os genomase o em (E, T'), o algoritmoSRBISortretorna uma seqiiéncia minima de
intercambios de blocos e reversGes com sinais com um pesmoiii = W, (7, o) que transforma o genoma
mNoo.
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Parar = 0, antes do laco principal na linha 5, tentbs: = e a invariante é valida.

Suponha que a invariante seja valida para k, ou seja, temog = p,...piw € p; €
um eventa2-bom para(p;_; ... p1m, o) aplicavel ap;_; ... p;m paral < i < k. Na proxima
iteracdo do laco na linha 7 temos dois casé® ¢ sdo genomas equiorbitais ou ndo. Em
ambos os casos ha um evetbom parad, o) pelo Lema 108 e Lema 109. Logo a invariante
permanece valida antes da proxima iteracdo do laco na linha 5

Sefl = o entdo a condicdo na linha 5 € falsa e o algoritmo executa @addi linha 22.
Nesse ponto da execucdo do algoritmo, temes p, ... p;7 tal que cada,; € um event@®-
bom para(p;_, ...p1m,0) aplicavel ap;_; ... pym, paral < ¢ < r uma vez que a invariante
de lago é vélida. Loge = p,...p1m epy, ..., p. € uma seqiiéncia de eventos bons, tal que
p; € um event@-bom para(p;_1...p1m,0) € p; € aplicavel ap;_; ...pym, paral < i < r,
transformando o genomano genomar.

Iremos mostrar agora qual é a complexidade assintéticam@otde execucédo do algoritmo
SRBISort No pior caso, apenas um elemento em cada fita do genoma $ecadmem sua
posicdo correta por iteracdo do laco na linha 5, i.e. o blecmstru¢desvhile sera executado
O(n) vezes. Uma sequéncia de reversdes com sinais é um exemphoadimstancia de pior
caso na complexidade de tempo. Para cada passo nailgoserifica-se se 0s genomae o
séo equiorbitais na linha 7 por meio da fun¢gd&qual(Orb(0, E), Orb(o, E)). Essa fungéo
pode ser implementada em tempo de execui¢@o do seguinte modo. Antes do lagdile,
escolhe-se um elementg paral < i < ¢ ho suporte de cada cromossomonjeondeq é
0 numero de cromossomos de Para cada elemento no suporte do cromossomo que contém
x; mantemos dois rétulos légicos que indicam se o elementeneEtou ndo a mesma 6rbita
que contém a; escolhido emr e o, respectivamente. A inicializagdo dos rétulos € feita pelo
procedimentanitilize Labels(f, o, E). Os genomag e o sdo equiorbitais quando os dois
rétulos de cada elemento detém o mesmo valor. Durante a execucéo do &lgide, os rétulos
precisam ser atualizados para o par de gengntas o quandop, € uma reversao com sinais
(intercambios de blocos nado alteram as 6érbitas). O proaksatualizacdo, implementado pelo
procedimentaipdate Labels(p,, 0, E), consiste em inverter o valor de rétulo correspondente
ao genomd de cada elemento no segmento invertido pela revers@atualizacdo dos rotulos
pode ser realizado em tempo de execu@da) pois uma reversdo com sinais pode alterar a
orientagdo, e consequentemente o valor do rotulo d¢raté 1) /2 pares de elementos de
(um elemento em uma fita e o outro na fita complementar reveesapntrar um intercambio
de blocos que seja um evertebom para(f, o) pode ser executado em templn) ao se
representar os genomas por meio de um simples vetor e usangdoa rotacdo de elementos
como sugerido por Liret al. [37]. Reversdes com sinais que sejam eventos bons podem ser
encontradas em tempo de execu¢im) usando-se a mesma estrutura de dados empregada
na verificacdo de que dois genomas séo equiorbitais. Daddeimeetor € F € necessario
identificar ser e o0~ 'z pertencem a fitas distintas dee, nesse caso, a reversdo com sinais
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pr = (x 007 12)(ATch~ 2 6T'z) € um event@-bom parad, o). Como ha no maxime/2 pares
r eocf~ 'z, entdo tal verificagéo leva tempo de execu@dn). Logo a complexidade de tempo
total € quadratica em. O

O algoritmoSRBISore apresentado em um pseudo-cédigo sem detalhar como cadaépas
implementado. Decidimos apresentar o algoritmo nesseafiorpois, ao contrario dos eventos
de rearranjo usados nos algoritmos da Secao 5.1 e da Segamé®nao sabemos se é possivel
implementar a atualizacdo da estrutura de dados provocadarpintercambio de blocos em
tempo de execucgao constante. Logo qualquer estrutura ds dad possa implementar a apli-
cacao das operacdes em tenip@ ), como por exemplo vetores, pode ser utilizada (a estrutura
de dados do Capitulo 4 permite implementar a atualizag&adawpor reversdes com sinais em
tempo constante e por isso pode ser mais rapida que outrksmentacdes para instancias cuja
solucdo possua um numero de reversées com sinais muita@ugpenumero de intercambio
de blocos).

Teorema 111.Dados os genomase o em(F, '), temos

-1
Wbisr(ﬂ—70) = ||07; ||

Prova: Dados os genomasec em(FE,I"), o Lema 110 guarante a existéncia de uma sequéncia

de eventos de rearranjg, ..., p; tal quepy ... p1m = o e p; € aplicavel g;_1...pym ep; €

um evento2-bom para(p; i ...pim,0) paral < ¢ < k. Além disso, pelo Lema 75, temos

Whisr(m,0) > |lom= 1| /2 € 25 w(p;) = ||lor~||/2. PortantoW (r, o) = [|om~1|/2. O
Dados os genomas e o em (E,I"), o Teorema 111 oferece uma formula simples para

calcularWy,s, (7, o). O valor deW,,,(m, o) pode ser obtido em®(n), que é a complexidade

de tempo de execugdo para computar' e encontrar a sua norma, embora encontrar uma

sequéncia de eventos bons que transforme o genosma o tenha complexidade de tempo

quadratica.

5.4 ConsideracOes Finais

Nesse capitulo apresentamos alguns resultados obtidosgioda exploracdo do formalismo
algébrico para problemas de rearranjo em genomas. Deraotsique é possivel deduzir por
meio do formalismo algébrico um limitante inferior para stéincia de transposi¢cdo de mesmo
valor numérico que a férmula apresentada por Bafna e PeyZhercom uma formulagéo
equivalentemente simples.

Definimos o grafo de transposicdes boas e apresentamosadguas propriedades como,
por exemplo, o fato de ser um grafo bipartido e sem ciclomtdds. Discutimos como o
grafo pode ser utilizado para identificar genomas facileéainsformaveis e concluimos essa
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discusséo com a caracterizacdo de genomas facilmentéotraaseis e um resultado que nos
informa que o conjunto de genomas atingiveis a partir de o danoma nao pode ser obtido
em tempo polinomial.

Projetamos um algoritmo de tempo de execucao linear no mideigenes do genoma
na entrada que soluciona o problema de rearranjo em genamndsrado por transposi¢coes
generalizadas. Utilizando a mesma estrutura de dados dtu@a, resolvemos o problema
de rearranjo em genomas ponderado por fusdes, fissdes gdeveom sinais por meio de um
algoritmo de tempo de execucéo linear. Finalmente, apt@s®s uma algoritmo de tempo de
execucao quadratica para o problema de rearranjo em gerpumdsrado por reversdes com
sinais e intercambio de blocos.



Capitulo 6

Conclusodes

Diversos problemas de rearranjo em genomas envolvendaragkgmente, reversées com si-
nais, intercambios de blocos, fusdes e fissdes podem sévidesopor meio de algoritmos
polinomiais eficientes. Por outro lado, o problema de regzssem genomas envolvendo com-
binacdes de diferentes eventos de rearranjo foi especitdrimevestigado nesse trabalho devido
ao fato de ter sido pouco explorado até o momento. Além dsgopblema de rearranjos
em genomas envolvendo transposi¢cdes demonstrou ter gaagdas combinatorias mais com-
plexas do que o problema envolvendo intercambio de blocasv®rsdes com sinais. Logo,
decidimos estudar uma verséo do problema de rearranjo eomgerpara transposicdes gene-
ralizadas, pois acreditamos que a investigacdo desseepralgermitiria um fundamento para
o uso do formalismo algébrico em futuras pesquisas do prab&nvolvendo transposicdes.

Apresentamos nesse trabalho novos resultados algébelastonados a-ciclos 8-norma,
3-divisibilidade, relagéo entre paridade de uma permutacii norma).

Na Secao 3.6, realizamos algumas modifica¢cdes conceitmfdsmalismo algébrico apre-
sentado por Meidanis e Dias [39] (introducdo do conceitoistersa de genes, definicdo de
genomas por meio da propriedade de divisibilidade, andéssmpatibilidade entre genomas).

No Capitulo 4, projetamos uma nova estrutura de dados décema problemas de rear-
ranjos em genomas baseada em estruturas mais simples ctomesyéistas e uma tabela de
espalhamento.

Na Secao 5.1, apresentamos um limitante inferior para andist de transposicao baseado
no formalismo algébrico e demonstramos que esse limitafégar € equivalente ao limitante
inferior da distancia de transposicao oferecido pelo féiemen classico. A andlise de para-
metros e férmulas provenientes de dois formalismos dastipara rearranjo em genomas pode
ajudar a compreender melhor a estrutura combinatoria degmnas envolvendo transposicoes.
Apresentamos também uma caracterizacao das permutagéeistancia de transposicao sa-
tisfaz o limitante inferior baseado em pontos de quebracudimios algumas propriedades do
grafo de transposicOes boas e caracterizamos por meio fdoogrgenomas que séo facilmente
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transformaveis em um certo genoma. Além disso, demonssrgm®é possivel encontrar uma
seqliéncia de distancia ponderada minima de transposiefiesatizadas que transforma um
genoma origem em um outro genoma destino e oferecemos umnitralgaole tempo de execu-
cao linear para encontrar essa sequéncia de eventos. Comtramaposi¢cado generalizada é
aplicavel a um genoma origem apenas quando os elementogpddesde um dos ciclos do
evento pertencem a mesma fita no genoma destino, entdo deanoos que elementos que
pertencem a uma mesma Orbita do quociente dos dois genonesrada do problema per-
tencem a mesma Orbita no genoma destino. Utilizamos uméaoersdificada da estrutura de
dados apresentada no Capitulo 4 no projeto do algoritmoefeedina a seqiiéncia minima de
transposicoes generalizadas. As modificacdes na estdéwtados podem ser Uteis no projeto
de algoritmos mais eficientes para problemas relacionad@nsposicoes, como o problema
de rearranjo em genomas por intercambio de blocos.

Na Secao 5.2, projetamos um algoritmo que encontra em tem@xetucdo linear uma
sequéncia de fissdes, fusdes e reversées com sinais quertrenem dado genoma em outro
com a somatoria dos pesos dos eventos minima. Demonstraragscp quaisquer pares de
genomasr e o em um sistema de genég, I') é possivel encontrar um everdom (fisséo,
fusdo ou reversdo com sinal) pdra o) que seja aplicavel a. Reversdes com sinais, fusées
e fissdes possuem a mesma estrutura de ciclos e por issordgnesem efeito relacionado
guando aplicadas em genomas, decorrente das propriedagesdilitos envolvend?-ciclos.
Tiramos proveito dessas propriedades para projetar umitalgosimples e eficiente para esse
problema.

Na Secdo 5.3, apresentamos um algoritmo de tempo de exegugéoatico para o pro-
blema de rearranjos em genomas ponderado por intercambiodss e reverses com sinais.
A estrutura de dados usada nos problemas anteriores naigyext® onde sabemos, aplicar um
intercambio de bloco em tempo de execucdo constante. Rorags®, representamos o algo-
ritmo por um pseudo-codigo que ndo detalha a estrutura adesdeitizada. A estrutura de dados
escolhida para implementar o algoritmo podera ter vantagemesvantagens dependendo das
instancias de entrada do problema.

6.1 PublicacGes e Resumo de resultados

Os principais resultados presentes nessa tese foram iaaeee Nos seguintes trabalhos:

o Posteres:

1. Analysis of Sorting by Transpositions based on Algebrarafism[43]

Pdster apresentado no “The Eighth Annual Internationaf€ence on Research in
Computational Molecular Biology (RECOMB2004)”, em Marce 8004, San Di-
ego, EUA. Esse trabalho introduz o problema de rearranjoemmas envolvendo
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eventos de rearranjo da forma gleiclos, como transposigdes e splits, para o caso
especial de genomas unicromossomais com uma Unica fitardviast uma solu-
cdo para o problema proposto e fornecemos uma férmula pa@tawa@da distancia
envolvendo transposicdes e splits. Com base nesse trabafirimos o que € uma
transposicao generalizada para o caso de um problema endolgenomas em um
sistema de genes.

2. A new Data Structure for Genome Rearrangement Problems

Pdster aceito na conferéncia “The 15th Annual InternatiGoaference on Intelli-
gent Systems for Molecular Biology (ISMB) & 6th European @Gence on Com-
putational Biology (ECCB)”, em Julho de 2007, Viena, AustiEsse trabalho apre-
senta a estrutura de dados do Capitulo 4 baseada na repg@sede genomas do
formalismo algébrico.

e Relatério Técnico:

1. IC-05-10Algebraic formalism for genome rearrangements (part 1).

Relatério técnico do Instituto de Computagdo (Unicamp),Jaleho de 2005, em
inglés, 23 paginas. Esse artigo sumariza alguns dos cos@édbordagens do for-
malismo classico, principalmente no que concerne o prablderearranjo por re-
versdes com sinais. Discutimos as vantagens e desvantimformalismo classico

e apresentamos algumas das vantagens que consideramastedalo formalismo
algébrico. N&o existiu a partedesse relatério. Os resultados que resultariam na
parte2 do relatdrio técnico estao contidos nessa tese.

2. 1C-06-01Sorting by block-interchanges and signed reversals

Relatorio técnico do Instituto de Computacdo (Unicamp)Jateeiro de 2006, em
inglés. Nesse relatério, apresentamos uma medida denpaei@m genomas base-
ada nos pesos de reversfes com sinais e intercambios de Blocama seqiéncia
minima de tais rearranjos que transforme um genoma em oMuastramos um
algoritmo de tempo de execucédo quadratico para encontr@asohcao para o pro-
blema de rearranjo em genomas envolvendo reversoes coesinéercambios de
blocos e uma férmula para calcular o peso da solucéo.

e Em Anais de Congresso:

Sorting by block-interchanges and signed reversaistigo apresentado no congresso
“Fourth International Conference on Information TechiggtoNew Generations ITNG
2007", em Las Vegas (EUA), Abril de 2006.

e Artigos submetidos a Periédicos:
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Sorting by Fissions, Fusions, and Signed Revers#l(n). Artigo submetido a revista
“Transactions on Computational Biology and BioinformaticO contetdo do artigo €
abordado na Seg¢é&o 5.2.

6.2 Consideracdes Finais e Trabalhos Futuros

Diversos problemas em aberto séo derivados diretamenfgadoemas abordados nesse traba-
Iho.

Em relacdo a representacao e implementacéao de estrutueadds pdara genomas do Ca-
pitulo 4, uma direcdo de pesquisa relevante seria a de fidantjuais seriam o0s eventos de
rearranjo em genomas que podem ser implementados em temgtarti®, além da fisséo, fu-
séo, transposicdes generalizadas e reversao com sinaisnt® gentral dessa pesquisa deve
ser a investigacao sobre se é possivel encontrar para gug@igude genomas um evento de
rearranjo aplicavel a um dos genomas e que seja um efdyam ou3-bom (divida o quoci-
ente) em tempo constante. Problemas de rearranjo em geigomasvolvam apenas eventos
de rearranjo para 0s quais sempre é possivel encontrar urntoesbom (ou um eventa-
bom) e aplicavel ao genoma de origem em tempo constante pseilerasolvidos em tempo
de execucdo linear no tamanho da entrada. Além disso, é tampeideterminar se é possivel
resolver um problema de rearranjo em genomas envolveneicémbio de blocos em tempo
linear, pois implementacdes eficientes para esses evemt@adanjo poderiam ser utilizadas
em outros eventos (e.g. translocagdes).

Uma linha de pesquisa mais geral consiste em encontrartautioess no quociente de pa-
res de genomas que permitam identificar eventos de reagagjeejam os mais “adequados”
segundo um critério biolégico, por exemplo. As decompasgim2-ciclos e3-ciclos do quo-
ciente de dois genomas podem revelar propriedades irdatessa respeito do relacionamento
entre eventos de rearranjo em uma seqiéncia de eventosgsi®dtma um genoma em outro.

Sugerimos a utilizacdo da norma de um evento de rearrargoppaderar a sua frequéncia
de ocorréncia em uma solucao de um problema de rearranjoreamgs. A norma € uma for-
mula que parece ser adequada do ponto de vista bioldgico @vtepras envolvendo fissées,
fusBes, intercambio de blocos, transposicées e reversbesioais, pois a formula do peso
baseada na norma coincide com a proporcao entre os pesbseygeatribuidos a esses even-
tos, no entanto em certos problemas envolvendo transt@seesoutros eventos de rearranjo
nao sabemos se a horma continua sendo um parametro adeguaaanalise mais precisa da
freqiéncia de eventos de rearranjo provavelmente envolirea investigacdo mais pormenori-
zada de como ocorrem rearranjos em genomas (de manei@i@eat atuando em “hot spots”
no genoma) e de qual o seu “poder” (nUumero de segmentos n@geaioma é “quebrado”
durante o evento).

Héa algumas questdes interessantes que permanecem sestaespespeito do problema
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de rearranjo em genomas por transposi¢cées abordado podmaitélise do grafo de transpo-
sicOes boas. Por exemplo, quantos componentes o grafondpasacoes boas possui? Como
encontrar um caminho minimo entre genomas pertencentesipoo@ntes distintas? E pos-
sivel definir algo como uma distancia das componentes emaelas-componente? Além
disso, ainda ndo sabemos qual é o tamanhe-damponente. Suspeitamos que 0 himero de
permutacdes facilmente transformaveis tende a zero a mgqdi&la ordem do grafo de transpo-
sicdes boas aumenta, pois esse comportamento ja foi vedfera outros problemas [57, 21].
Por outro lado, ha experimentos [23] que sugerem que a diatéla transposicdo ndo é muito
maior que o limitante inferior baseado na decomposi¢ad-emlos. Tentaremos responder a
algumas dessas questdes em trabalhos futuros.

O problema de rearranjos em genomas por transposicoesaizagas permite apenas a
aplicacao de eventos de rearranjo cujo suporte seja caomigoiporte de um cromossomo do
genoma destino. Se eliminarmos essa restricdo e exigipapsutro lado, que no maximo dois
elementos possam ser iguais em cada ciclo do evento demeareatao definimos um novo
evento de rearranjo que incluira fissées, fusbes, reversiassinais, transposicdes e outros
variantes desses eventos de rearranjo. Ao se permitir x@ifidade nos tipos de eventos de
rearranjo, esse problema pode ser mais adequado para modetducdo de algumas espécies
e portanto mais relevante do ponto de vista biolégico.

Finalmente, o formalismo algébrico e a estrutura de dadmsogta para representar geno-
mas podem ser utilizados para obter melhorias na teoriaid@edm problemas de rearranjo
envolvendo multiplos genomas [52, 46]. Esse problema stenem encontrar uma arvore filo-
genética que seja a mais “similar” possivel ao cenario ¢évolbaseado em eventos de rearranjo
envolvendo diversas espécies. Se considerarmos o proklemgarranjo em genomas envol-
vendo multiplos genomas no qual sdo permitidos apenassf@g&com sinais, entdo o problema
€ N P-dificil [14], mesmo na versao envolvendo apenas trés gasara entrada (Problema da
Média). Bourque e Pevzner [13] projetaram um algoritmo papsoblema de rearranjos em
genomas envolvendo reversdes com sinais, transloca¢@@gsf e fissdes cuja heuristica de-
pende de um procedimento demorado de busca por eventosdsses (ipos de eventos séo
definidos de maneira diferente da utilizada no formalisng@laiico). Durante o periodo de
estagio de pesquisa no exterior (programa PDEE — CAPES)upemnos [46] uma versdo sim-
plificada da heuristica de Bourque e Pevzner que se baseixidém@as experimentais de
que reversdes com sinais proprias atuando em ciclos curtoBexjientemente eventos bons.
Por meio da andlise de experimentos envolvendo dados @gelargerados aleatoriamente e de
origem biolégica, argumentamos que a nova heuristica é ndyaida que a heuristica anterior
sem comprometer a qualidade das solugdes para entradadaeatewolvendo poucos geno-
mas. Uma linha de pesquisa interessante consiste em avafigyacto da representagcéo do
problema por meio do formalismo algébrico e da estruturaadi®sl sobre a eficiéncia da heu-
ristica. Acreditamos que o tempo de execucao de heurigidzagproblemas envolvendo outros
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eventos eventos de rearranjo (fusdes e fisdes por exemple)ipser melhorado por meio dos
algoritmos lineares apresentados nesse trabalho.
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A.1 Bafnae Pevzner (1998)

Bafna e Pevzner [7] foram 0s primeiros autores a apresemtaigoritmo de aproximacao de
tempo de execucao polinomial para o problema de ordenagéraeitacdes por transposicoes.
Para entender esse algoritmo, precisamos primeiramergsegpar os conceitos fundamentais
envolvidos nesse problema de rearranjo em genomas e asl@rdus limitantes inferiores e
superiores para a distancia de transposicdo. Nessa dpigEBzenesumida da teoria envolvendo
transposicoes, utilizaremos a terminologia adotada pbreBaPevzner [7].

Um genoma é modelado como uma permutagéo (uma fungdo bjjetos [, ..., m,]
sobre o conjunto de inteirdd, 2, ...,n}. Quando nos referirmos a uma permuta¢éo sem es-
pecificar um conjunto, assumimos que ela é definida sobrejardoq{ 1, 2,...,n}. A versdo
estendida de uma permutaga@aclui os elementos, = 0 er,,; = n + 1, embora estes ele-
mentos adicionais sejam geralmente omitidos na repregentmal da permutacéo (o conjunto
sobre o qual a permutacédo é definida também é estendido caneives0 en + 1). Dada uma
permutacao

T=[T1, o Ty ooy Ty evey Thy «vny Tl

umatransposicaor(i,j, k),ondel <i < j<n+1lel <k <n+1talquek ¢ [i,j|, €0
evento de rearranjo tal que

(i, j, k) = [m1 .. Mis1 Ty oow M1 Ty oo Tjo1 Mg .. T
Observe que o eventds, j, k) corresponde a permutacéo
(i, 5, k) =1[1,2, ..., 4, ..., k=14, ..., 5—1,k, ..., nl

Casoi < j < k entdo a transposicad(i, j, k) realiza uma troca dos blocos consecutivos
Tiy...,Tj_1 €T;,..., Tk €, além disso, temagi, j, k) = 7(j, k, 7).

147



148 Apéndice A. Reviséo Bibliografica

Descrevemos agora o problema de ordenacgao por transposgd®rme apresentado no
artigo de Bafna e Pevzner.

Problema 112(Problema de Rearranjo em Genomas por Transposi¢Daslas duas permuta-
¢Oesr e o, 0 problema de rearranjo em genomas por transposig@isiste em encontrar uma
sequéncia minima de transposicoes

T1y «ovy Tt

tal que:

T-TL"To ... T4 =0
ondet é chamada ddistancia de transposicéde = a o, denotada pod,(, o).

Observamos que a mesma sequéncia de transposic¢des qt@tnansemo também trans-
formao 7 na permutacéo identidadeusando-se composicdes de permutacoes.

Problema 113(Ordenacéo por Transposi¢coeBada a permutacén o problema de ordenacao
por transposi¢cdesonsiste em encontrar uma sequéncia minima. ., 7; de transposicodes tal
que:

T-TL T ... Tt =1L
ondet é chamada ddistancia de transposicae 7, denotada pod, ().

O conjunto de transposi¢cdes € um conjunto gerador para @ giapetricoGen(FE), ou
seja, qualquer permutagc&oc Gen(F) pode ser representada como o produto (composigéo)
de transposicbes - ... - » = 7 !. Qualquer permutacéo pode ser representada, por exemplo,
como um produto das transposicd€s i + 1,: + 2) que trocam elementos adjacentes da iden-
tidade e tais transposi¢cdes podem ser obtidas por meio deagedimento analogo dmubble
sort. Considere o problema de determinar o nUmero minimo de gexsidujo produto € igual
ar. Bafna e Pevzner observaram que o problema de ordenacaapspdsicoes pode ser re-
duzido ao problema anterior uma vez que encontrar o prodirtiono de geradores que resulta
emn~! é equivalente a ordenarpor transposicdes. Infelizmente, o problema de deternainar
produto minimo de geradores\éP-dificil. Além disso, o conjunto de geradores do problema
de ordenacéo por transposicdes é fixo, ao contrario do pnabdamterior e a complexidade de
ordenacéo por transposi¢cdes permanece desconhecidéatdaiem incentivado 0s pesquisa-
dores a realizar uma andlise mais pormenorizada das astosimbinatoriais “escondidas” nas
permutacdes e como tais estruturas séo afetadas pelgrosmies.

Dada uma permutacag o par(n;, m;.1) € umponto de quebrguandor,,; # m; + 1, para
0 < i < n. Denote po(r), o numero de pontos de quebra da permutacdA identidade
€ a Unica permutacdo que possui zero pontos de quebra etppgaderiamos estar tentados
a acreditar que transposicdes que reduzam o niumero de plEntpgebra sejam transposicdes
gue pertencam a uma sequéncia ordenante minima. Na reglidednutacdes com menos
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pontos de quebra podem estar mais distantes da identidagieedeermutacdes que possuam
mais pontos de quebra.

Exemplo 114.Considere as permutacdes
m=1[3,1,25 47,6 e m=I[6 7 4,53, 2 1].
Observamos qui ;) = 7 eb(my) = 6, no entantal;(m ) = 2 e d;(m) = 3.

Uma vez que uma transposicéo pode eliminar no méaxdmpontos de quebra de uma per-
mutacao, Bafna e Pevzner [7] obtiveram o seguinte limitariégior para a distancia de trans-
posicao der:

Proposicao 115.

b()
dy(m) > 5

O diagrama de ciclosB(7) de uma permutagéo é o grafo cujo conjunto de vértices é
formado pelos inteiros tal que0 < = < n + 1 e paral < i < n + 1, h4 uma aresta cinza
orientada ligande — 1 a¢ e uma aresta preta orientadaxeam; ;. A Figura A.1 apresenta
o grafo de ciclos de uma permutacéo (as orientacdes dagasafesam omitidas). Um ciclo
de B(m) € chamadalternantese o0 mesmo é um ciclo no qual as arestas cinzas e pretas se
alternam. Iremos chamar os ciclos alternantes simplegngenticlos. Uma vez que em cada
vértice do grafo existe uma aresta sainte de cor contrarraaaresta entrante, entao existe
uma unica decomposi¢do em ciclos alternantes. &ejao numero de ciclos de, isto é o
numero de ciclos enB(7). O comprimento de um ciclo € o nimero de arestas pretas m cicl
e dizemos que um ciclo é ukiciclo quando seu comprimentoké Um k-ciclo € longo caso
k > 2, caso contrario € urniclo curto. Dada uma permutacédoe uma transposican, seja
Ac(1) = c(nT) — c(7).

Por meio de um argumento “grafico”, Bafna e Pevzner detemaina variacdo no nu-
mero de ciclos d&3(77) com relagdo &(w) como sendd\c(7) € {—2,0,2} para qualquer
transposicae. Esse resultado permitiu a Bafna e Pevzner deduzir o segdunritente inferior
para a distancia de transposicdo baseado no nimero dedgctos

Proposicéo 116.
n+1—c(m
() > L cAn)
2
E possivel melhorar um pouco o limitante inferior para aagista de transposicées dado
na Proposicdo 116. Um ciclo no grafo de cicloémar se o numero de arestas pretas no
ciclo é impar, caso contrario o ciclopar. Dada uma permutacég considere os seguintes
dois novos pardmetrog,. () € ceven(m) que respectivamente denotam os nimero de ciclos
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impares e pares de(r). Define-seAc,uq(7) = Coaa(mT) — cogq(m) COMO @ variagdo no numero
de ciclos impares dedevido a aplicacdo da transposigéar. De maneira semelhante ao caso
envolvendo ciclos quaisquer, uma transposi¢cao pode aamd®ho maximo dois o nimero de
ciclos impares em7 em relacdo a. De fato, o seguinte € validd\c,qq € {—2,0,2}. Uma
vez que a identidade € a Unica permutacdo que poassui ciclos impares e cada transposicao
pode aumentar no maximo de dois o0 nimero de ciclos imparés, em novo limitante inferior
mais justo decorre imediatamente:

Proposicéao 117.

dy() > ML Coaal™),
2

Sejadi(n) = maxrcgen(r) di(m) 0 didmetro de transposicéo do grupo simeétiigo(£),
i.e. a maior distancia de transposicao dentre quaisquereel®s enGen(F). Um limitante
superior trivial para a distancia de transposicao é o nushelementos da permutacéo. Por
exemplo, poderiamos ordenar a permutagéo revefsa= [n, n — 1, ..., 2, 1] por meio de
uma sequéncia de transposi¢cdes na qual cada evento elimipanto de quebra por vez.

Bafna e Pevzner [7] oferecem uma analise mais refinada do deaficlos de uma permu-
tacdo que permite identificar quais transposicdes (sdrexigtincrementam de dois o nimero
de ciclos. Dada uma permutacg@puma transposi¢éo € umax-movimentauandoAc(r) = x
ondex € {—2,0,2}. Considere a rotulagéo das arestas pretaB(dg del an + 1 tal que a
aresta(m;, m;_1) € rotulada coma. Diz-se que a transposi¢édi, j, k) atuasobre as arestas
Jj ek. Umatransposicao(i, j, k) atuasobre um cicla” quando as arestas;j e k pertencem ao
ciclo C. Se uma transposi¢&oatuar em um ciclo de uma permutagée aumentar o nimero
de ciclos emrT entdo a transposi¢do sera @amovimento. Por outro lado, se a transposicao
atua sobre arestas pertencentes a dois ciclos, entdo pasag@ serd uri-movimento. Um
ciclo pode ser descrito pelos rétulos de suas arestas ppetaEsn como ha diversas maneiras
de escolher qual sera o primeiro elemento no ciclo, decdipor comecar com o rétulo da
aresta sainte incidente ao vértice mais a direita®m), i.e. seC' = (i1, ..., i), ondei; SA0
rotulos das arestas pretas, entio= max;<;< ;. Parak > 1 umk-ciclo C' = (iy, ..., i)
€ ndo orientadagquandoiy, ..., i, € uma seqliéncia decrescente, caso conttagaum ciclo
orientada

Exemplo 118.Dada a permutac¢&osobre o conjunto estendido = {0, 1,2,3,4,5,6,7}:
T=1[0,2 5 4,3 6,1, 7

A permutagéar possui3 ciclos dos quais dois sdo ndo-orientad@s@) e (4 2)) e um é
orientado (7 1 0)).

A partir da definigéo de ciclos orientados e n&o orientadaB)de Pevzner [7] demonstram
0 seguinte resultado.
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Proposicao 119.Dada uma permutagéo nao ordenadaexiste um2-movimento ou uno-
movimento seguido de ugymovimento emr.

Como na pior das hipoteses, apenas um ciclo seria acredogriatransposicdo em média,
entdo um corolario imediato da Proposicao 119 segue-se:

Proposi¢éo 120.Qualquer permutacédo pode ser ordenada comy- 1 — ¢(m) transposicoes.

A Proposicao 120 apresenta um bom limitante superior paratandia de transposicéo
encontrado pelos autores, além disso essa proposica@déonne algoritmo com um fator de
aproximacaa@ para o problema de ordenacao por transposicées. Além diggoposicdo 120
mostra que é possivel encontrar sequiéncias de transposipdgue o numero demovimentos
€ maior que os demais. De fato, a Proposicdo 120 é coerenta edocdo explicita por parte
dos autores de uma estratégia gulosa na qual tenta-se rmaxomamero de-movimentos por
meio de escolhas locais, embora seja importante destagasgeg-movimentos possam nao
participar de nenhuma sequiéncia minima de transposic@srdane a permutacdo. Por outro
lado, essa estratégia gulosa beneficia o algoritmo de apaggio pois caso seja encontrada
uma maneira de garantir que em qualquer seqiéncia de tsEEP® que ordena o nimero
de 2-movimentos é superior ao demovimentos, entdo a qualidade do fator de aproximacao
serad melhorada.

Dada uma tripla de arestas pretag, z pertencentes ao mesmo ciclode B(r), veri-
ficamos que o ciclo induz uma ordem circular sobrg, . Considere como a representa-
cdo canbnica da tripla, y, = como aquela na qual a primeira aresta é a que aparece mais
a direita emB(7). Uma tripla em sua representagdo canOnica é chamaorientadase
x > y > z ouorientadg caso contrario. Observe que todas as triplas de um cicl@onéo-
tado sdo ndo orientadas, enquanto em um ciclo orientade exisnenos uma tripla orientada.
Duas sequéncias de inteirgs; < ... < v} e{w; < ... < wg} estdoentrelagadasse
v <wy <V <wy < ... <y <wpOUwy < v < wy < vy < ... < wp < v Duas tri-
plasz,y, z e, j, k se entrelacam sgr, y, 2} e {4, j, k} se entrelagam. Dada uma transposi¢éo
7(i, j, k) e uma triplac, y, z, dizemos que a transposigao anterior € smaffling transposition
(ou transposicdo de arrasto) com respeito a tripla z se{z,y, z} e{i, j, k} se entrelacam.

A Proposicéo 121 identifica o comportamento de uma subesdrdb diagrama de ciclos
de uma permutacan para a qual é possivel determinar se existe um ciclo orieraach&do
orientado emrr para uma dada transposicao

Proposicéao 121.Dada a permutacae, sejar, y, z uma tripla do cicloC' e sejami, j, k ¢ C
arestas pretas de(r). Entdor(i, j, k) modifica a orientacdo da triplg y, = se e somente se
€ uma shuffling transposition para a triplay, .

Proposi¢édo 122.Dada a permutacéo, seC' é um ciclo ndo-orientado dB(r), entdo para
todas as triplas;, y, z € C, a transposi¢do(z,y,z) = 7(y, x, z) transformaC’ em um ciclo
néo-orientado enB (7).
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A Proposicao 123 oferece uma maneira de determina-umovimento a partir de uma
tripla de um ciclo orientado:

Proposicao 123.Sex, y, z € uma tripla orientada, entdo a transposi¢ég z, x) = 7(z, x, y)
€ um2-movimento.

A Figura A.2 ilustra o efeito de transposi¢cdes sobre umadatipientada (Bafna e Pevz-
ner [7] utilizam essa figura para demonstrar a Proposicap 123

Dados dois ciclog” e C’ de B(r), dizemos que&’ e C’ se cruzantaso existir uma tripla
orientada en' e uma tripla ndo-orientada e@1 que séo entrelagadas. Veja o item (a) da Fi-
gura A.3. Dois ciclos orientadds e C’ sdondo-interferentegiuando houver triplas orientadas
emC' e em(’ que néo se entrelacam. Veja o item (b) da Figura A.3.

Dada a permutacéo, pares de ciclos que se cruzam ou que nao séo interferenttis no
agramaB(r) sdo particularmente relevantes na teoria de Bafna e Peyaierem ambos os
casos é possivel aplicar daismovimentos emr. No caso de ciclos que se cruzam, a trans-
posicaor que age sobre a tripla orientada € pBrmovimento e como essa tripla € entrelacada
a uma tripla ndo orientada, digam@s y, z) de outro ciclo, entagz, y, z) torna-se orientada
emnr. Portanto, hd un2-movimento atuante sobfe;, y, z). Por outro lado, se houver dois
ciclos ndo-interferentes em\(r), entdo a aplicagao de uzrmovimentor sobre uma das triplas
nao modificara a orientacdo da outra tripla que permanecerdtada emrr. Logo, existe um
2-movimento emr7 atuante sobre a tripla orientada remanescente. Esseads@éltexpresso
na Proposic¢ao 124:

Proposi¢céo 124 .Se para uma dada permutagd® diagramaB () possui ciclos que se cruzam
ou ciclos nao-interferentes, entao existem @amovimentos consecutivos para

Se houver um ciclo orientad@ em B(7) entdoC' possui a0 menos uma tripla orientada e
pela Proposicdo 123 existe Wi¥movimento aplicavel en3(7). Caso néo haja ciclos orienta-
dos, mas se houver dois ciclos n&o orientadasD com triplas entrelagadas eB(r), entdo
existe umatransposicéo de arrasto (shuffling transpo¥ijige atua sobre uma tripla €ri(sem
perda de generalidade) que é entrelagada a outra tripla. drago emB(77) 0 ciclo D se torna
orientado. Esses dois ciclése D sdo cruzados em®(n7) e portanto ha doig-movimentos
consecutivos. Os demais casos exigem uma andlise detalbadda uma das configuracdes de
entrelacamento entre ciclos tais que ndo ocorram triplaslagadas. A partir dessa analise e
assumindo-se a estratégia gulosa de buscar sequénciassfgiicdes nas quais é maximizado
0 numero de&-movimentos, Bafna e Pevzner obtiveram o seguinte resultad

Proposi¢éo 125.Dada a permutacén, se existe um ciclo longo erB(r), entdo € possivel
encontrar un2-movimento ou unt-movimento seguido de do’smovimentos consecutivos.

A Proposicao 125 juntamente com a Proposicédo 120 permitejatar um algoritmo para
a ordena cao de (ver Figura A.4).
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Figura A.1:Diagrama de Ciclos de um genoma. No topo encontra-se a pegémutorrespondente a um genoma
em que sdo desconsideradas as orienta¢des de seus bloayede §m baixo é mostrado o Grafo de Ciclos da

permutacaar.
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Figura A.2:Mudangas de orientag&o de arestas causadas por shufflisgdsitionr(z, y, z).
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Figura A.3: Cruzamento e Interferéncia entre ciclos. (a) Dois ciclos sgicruzam. (b) Dois ciclos que néo
se interferem. Observe que as tripfasy, z} e {2, 4/, 2’} se entrelagam em ciclos que se cruzam, mas ndo em
ciclos ndo-interferentes.

Algoritmo TSort(r)

: while B(7) possuir um ciclo longado
if Houver um2-movimento emr then
Aplique um2-movimento
else
Aplique umo, 2, 2-movimento
end if
end while
while B(m) possuir ciclos curtodo
Aplique um0-movimento seguido de ugxmovimento.
: end while

NPT R®NRE

=
o

Figura A.4:Algoritmo aproximado de ordenag&o por transposigdes ctonde aproximagao,75.
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A Proposicédo 125 permite cridrciclos em3 transposi¢cdes na média ao invés da média
de 1 ciclo por transposicéo se aplicarmos apenas operagOesdaasea Proposicao 120. Por
outro lado, a Proposi¢cdo 125 exige que os ciclos sejam loagms iSSO € necessario com-
binar as operacdes de ambos os teoremas para obter o atgobistutiremos agora o fator
de aproximacéo desse novo algoritmo. O algoritmo baseadraposicdo 120 garante que
Acoqqa(T) = 2 para cad&-movimento aplicado, entretanto a Proposi¢do 125 néo pessa
garantia para quaisquermovimentos. Por isso, se analisarmos isoladamente cadiesses
par@metros que se deseja maximizé | ou c,qq(7) ) 0 algoritmoTSortnédo reduz o fator de
aproximacao de. Para resolver o aparente dilema de ndo haver uma reducatondé aproxi-
macao do algoritmo, apesar do refinamento na identificacdend®vimentos, Bafna e Pevzner
consideraram uma fungéo objetifo= xc,4q(7) + Ceven(m), parax > 1, que combina os ci-
clos impares com os ciclos pares. O ganho maximo na variagfingao objetivo para uma
transposicdo € Af(7) = f(rm) — f(7m) = 2z. O algoritmoTSortprové um maximo ganho
na variacao de ciclos d&z’n{%, 2x — 1}. Logo, para um certo valor de ponderag&o dos ciclos
impares ¢ = 7/6), é obtido um fatoi ,75 de aproximagao para a distancia de transposicao.

Proposigao 126.0 algoritmoTSortgarante um fator de aproximacao de5 para o problema
de ordenacéo por transposigoes.

Uma melhoria significativa no fator de aproximacéo de umréigo para o problema de
ordenacdo por transposicdes esta atrelada a métodos glieestransposicées que aumentem
0 numero de ciclos impares. Essa questdo incentivou oseaudouscarem uma maneira de
garantir que a Proposicdo 125 aumente o numero de ditlpares ao invés de aumentar o
namero de ciclos de maneira indiscriminada.

Definicdo 127(Transposicdo Valida)Dada uma permutacéq chamamos a transposicéale
umatransposicao validguandoAc(7) = Acyqq(T).

A partir de uma andlise de padrdes de entrelagamento entiielos de B(x) para uma
dada permutacéo, Bafna e Pevzner determinaram em quais condi¢des € posgxehizar o
ndmero de&-movimentos validos.

Proposi¢céo 128.Dada a permutacéo, se houver um ciclo orientado em\(r), entdo existe
um 2-movimento valido ou und — 2 — 2-movimento valido emr.

Em um ciclo com uma estrutura de auto-entrelagamento santellao da Figura A.5 néo
€ possivel aplicar um-movimento valido diretamente. Sempre é necessario aplice)-
movimento valido seguido de do2smovimentos validos. Qual estrutura um ciclo orientado
deve obedecer para permitir @¥movimento valido? Para responder a essa pergunta os autore
buscaram identificar quais seriam os ciclos com uma es#raieiauto-entrelacamento o mais
simples possivel.
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Dada a permuta¢&o, sejaC’ um ciclo (iy, is, . .., ix) de B(nm) e C* = (iy = j1 > ... > ji)
uma sequéncia em ordem decrescente de elementds &eC é um ciclo orientado tal que
existe uma transposicdo que transforfiteem C, entdoC' é umciclo fortemente orientado
Observe qué&’ e C* sdo iguais cas6’' € um ciclo ndo orientado.

Proposicéo 129.Um ciclo fortemente orientado possui iamovimento valido.

Como anteriormente, € possivel realizar uma analise daamrentos dos ciclos fortemente
orientados com ciclos ndo-orientados e de dois ciclosrfatee orientados visando identificar
gual deve ser a estrutura desses entrelacamentos tal g2erdovimentos validos consecutivos
possam ser encontrados em

Proposi¢éo 130.Dada a permutacéo, se B(w) possui dois ciclos fortemente cruzados, entéo
existem doi®-movimentos validos consecutivos em

Proposi¢éo 131 Dada a permutacdn seB(r) possui dois ciclos fortemente ndo-interferentes,
entdo existem doid-movimentos validos consecutivos em

Finalmente, Bafna e Pevzner encontraram uma versao dadigapd 25 para o caso de
movimentos validos:

Proposi¢céo 132.Dada a permutagdo, se existe um ciclo longoem), entdo existe um-
movimento valido emr ou um 0-movimento valido seguido de doismovimentos validos
consecutivos em.

Observe entretanto que a Proposicéo 132 se aplica apenas@ggbes cujo diagrama de
ciclos é composto por algum ciclo longo. Uma questéo imadjak se coloca € sobre como
lidar com diagrama®(7) que possuam apenas ciclos curtos. Existem transposiqiseses
sobre arestas de dois ciclos curtos que aumentam o ndamelclaoe impares, embora nao
aumentem o numero de ciclos com relacdo a permutagéo dfigin€hame unD-movimento
7 debomquando ele cri& ciclos impares en3(77). Logo:

Proposi¢éo 133.Dada a permutacdo, se B(w) possui apenas ciclos curtos, ento existe um
bom0-movimento seguido de ugimovimento validor.

A combinacéao da Proposicao 132 e da Proposicao 133 perrojetgro seguinte algoritmo
aproximadodlransSorimostrado na Figura A.6:

Proposigdo 134.0 algoritmoTransSorordenar emO(n?) utilizando ndo mais do quﬁn +
1 — coqq(m)) transposicdes, garantindo um fator de aproximagao

A partir do algoritmoTransSorté possivel ordenar qualquer permuta¢cdo com no maximo
3(n+1 — coaq(m)) transposicdes. Um limitante superior mais justo para o elifovle transpo-
si¢do pardzen(E) decorre naturalmente desse resultado.
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Figura A.5:Um 0 — 2 — 2-movimento véalido. Os parametrdév, w) indicam a distancia em nimero de arestas
pretas entre os vértices e .

Algoritmo TransSortf)
: while B(7) possuir um ciclo longalo
if Houver um2-movimento véalido emr then
Apliqgue um2-movimento valido emr
else
Apliqgue um0 — 2 — 2-movimento valido emr
end if
end while

: while B(7) possuir apenas ciclos curtde
Aplique um0-movimento bom seguido de ueamovimento valido emr

: end while

NN R

[y
o

Figura A.6: Algoritmo aproximado para o problema de ordenag&o por pesigdes. O fator de aproximagéo
do algoritmo él1,5.
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Coroléario 135. O diametro de transposi¢ao do grupo simétrica(E) é de no méximéf.

O algoritmo aproximado de Bafna e Pevzner de fator de apw@mpaol 5 para o problema
de ordenacéo por transposicdes foi por muito tempo o atgonihais eficiente projetado para
este problema. Dentre os aspectos mais relevantes da eéemregida pelos autores podemos
destacar a apresentacdo dos parametros e conceitos furidengeie norteiam a pesquisa do
problema mesmo nos artigos mais recentes da area. Além disstzessario destacar que as
férmulas para os limitantes inferiores e superiores parstarttia de transposic¢ao e o diametro
de transposicao foram as primeiras formulas néo trivissaoidas para o problema. A imple-
mentacgao do algoritmo utiliza estruturas de dados simplegpgrmitem realizar transposi¢coes
em tempo linear (no tamanho da permutacéo). Alguns resdtaolos sobre o problema foram
conseguidos nos ultimos anos; principalmente melhoriaempo de execucdo do algoritmo
de Bafna e Pevzner e simplificagdes na teoria. Christie [iG@mtrou um algoritmo mais sim-
plificado com o mesmo fator de aproximagdo, porém com corig@deO(n?). Hartman e
Shamir [30] realizaram uma simplificagéo significativa daitede Bafna e Pevzner e propuse-
ram um algoritmo aproximado de mesmo fator de aproximacémed de execucéo subqua-
dratico. Recentemente, Elias e Hartman [22] propuseramawu algoritmo aproximado de
fator 1,375. A principal desvantagem encontrada no formalismo utliizpor esses autores é
a necessidade de uma analise que envolve padrdes diversaopkexos do entrelagcamento de
ciclos e outras subestruturas Bér) na demonstragéo dos principais resultados do artigo. O
tempo de execucdo e o fator de aproximacéao do valor de distd@transposicao do algoritmo
de Bafna e Pevzner é fortemente influenciado pela estruéuypamnutacédo. Vale destacar tam-
bém a auséncia de uma analise das modificacGes da estrutlieeychoma de ciclos causada por
—2-movimentos e-2-movimentos validos.

A.2 Kaplan, Shamir e Tarjan (2000)

O artigo de Kaplan, Shamir e Tarjan [32] apresenta um algorfiara o problema de rearranjo
em genomas por reversfes com sinais mais eficiente que a@malg@roposto por Hannenhalli

e Pevzner [29]. Nesse trabalho os autores definem uma nouéuestcombinatorial derivada
do grafo de pontos de quebra, o “grafo de sobreposicdo”, queig eficiente e facil de ser
analisada do que o grafo de pontos de quebra. Por exempknpmeade Hannenhalli e Pevzner
eram necessarias algumas transformacgdes equivalentesasgaérmutacao original para que se
obtivesse estruturas mais simples (ciclos curtos). Tamstormacdes eram utilizadas para obter
estruturas para as quais a deteccao das reversdes maia@aenara ordenar uma permutacao
fosse uma tarefa facil. A teoria desenvolvida por Kaplamnshe Tarjan dispensa o processo
de transformacagédding de permutacdes para a obtencao de estruturas adequadas-a de
¢cao de reversdes que ordenam a permutacao. A eliminacacadafotmacdes equivalentes
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simplificou significativamente a compreensao dessa tedigan disso, esses autores consegui-
ram simplificar as estruturas de dados utilizadas no atgorib que permitiu uma consideravel
reducdo em sua complexidade.

A teoria de Kaplan, Shamir e Tarjan [32] especifica uma reprtagdo de permutacdes
semelhante a utilizada por Hannenhalli e Pevzner [29]. Dewla permutacdo com sinais
a funcdou () que associa o conjunto de permutacdes com sinais a perragtagfn sinais
da seguinte maneira: a cada elementda permutacéa, substituar por2z — 1 e 2x sex
é positivo, ou poR|z| e 2|xz| — 1, caso contrario. Além disso, para = u(w) acrescente 0s
elementosr; = 0 e, ., = 2n + 1. Por exemplo:

3, =2, 5, =4, —1] — [0, 5, 6, 4, 3, 9, 10, 8, 7, 2, 1, 11].

Uma reversae realizada em uma permutagdo com sinaipossui uma correspondente
reversaq’ sobre uma permutacao sem sindis

Definicdo 136.Uma reversao(i, j) tal quei é impar ej é par € chamada deverséo par
Uma reversdo par’ = p(2i + 1,2j) sobreu(r) é equivalente a uma reversa@ + 1, j) emmr.

Logo encontrar uma sequéncia minima de reversdes com gumaisrdene a permutac&o
é equivalente a encontrar uma sequéncia minima de revgra@ssque ordenenyr). A partir
desse ponto, representaremos as permutacoes sem sindas @iela transformac&oapenas
por 7. Além disso, quando houver referéncia a reversao de umaupagéo, de fato, estaremos
nos referindo a reversao par sobre a permutacédo sem sin&lada a permutagcdo sem sinal
m =10, m, w2, ..., ™, n+1],0par(m;, m1),onded < i < n, é&chamado dgap. Um gap
é chamado de ponto de quebrase; — ;| > 1, caso contrario o gap € chamado de adjacéncia.
O numero de pontos de quebra da permutagéalenotado pol(7). Dada uma reversdo com
sinaisp(i, j) dizemos que a revers@ge sobreos gapsm;_i, m;) € (7, Tjt1)-

De maneira semelhante a usada por Hannenhalli e PevzngkKgi9&n, Shami e Tarjan [32]
utilizam uma definicao de grafo de pontos de quebBfa;,), tal que cada elemento deiorna-se
um vértice do grafo e dois vértices sao ligados por uma apesta se o par de vértices é um
ponto de quebra em, ou ligados por uma aresta cinza se o par de vértices € um geieebra
emn~!. Observe que o grafo de pontos de quebra possui uma Unicepesitdo em ciclos
disjuntos, uma vez que cada veértice do grafo possui grau dloigo, o0 numero de ciclos de
B(m) € bem definido e iremos denoté-lo pdrr). A partir da andlise do efeito de reversdes
com sinais sobre o numero de ciclos e de pontos de quebra fdoRga) foram definidos os
seguintes conceitos que indicam quais seriam as reversiesicais desejadas para ordenar a
permutacao.

Definicdo 137.Dada uma permutacéq uma reversap é chamada desversao propriajuando
Ab — Ac = —1, ondeAb é a variacdo no numero de pontos de quebra resultante dagialic
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dep am, ou seja, temoab = b(mp) — b(w), enquantalc é a variagdo no nimero de ciclos no
grafo de pontos de quebra devido a aplicagp de, isto é, temos\c = ¢(7p) — c(7).

Uma reversa atua sobreuma aresta cinza se a aresta é incidente aos vértices per-
tencentes aos pontos de quebra nos quais a reve@g®. Uma aresta cinzaogientadase a
reversao que atua sobre a aresta € uma reversao propriapoaisuio a aresta®ao orientada

Proposi¢éo 138.Dado B(n), uma aresta cinzar, ;) € orientada se e somentefse- [ é par.

Kaplan, Shamir e Tarjan descrevem uma relacéo entre aag@stas segundo o seu cru-
zamento no grafo de pontos de quebra. Dois intervalos densdmeaisse sobrepderquando
a intersecao entre os intervalos ndo € vazia e um intervalest&ver contido no outro. Consi-
dere a associacao do intervaloj] a arestgr;, 7;, duas arestase sobrepdermquando os seus
respectivos intervalos associados se sobrepdem. A pantglacao de sobreposicdo, definimos
o grafo de sobreposi¢d0V () tal que seu conjunto de vértices é o conjunto de arestasscinza
do grafo de pontos de quebra e dois vértices(#(7) sdo adjacentes se suas arestas corres-
pondentes no grafo de pontos de quebra se sobrepbe. Paracewifusdes entre os conceitos
dos dois grafos, iremos nos referir a vértices e arestaselagéio ao grafo de pontos de quebra
e respectivamente a nos e arcos do grafo de sobreposic&e, deslo denotaremos por o
conjunto de ndés e pad o conjunto de arcos do grafo de sobreposicdo. Um componente ¢
nexo deOV (w) € chamado deomponente orientadee houver algum né no componente que
represente uma aresta cinza orientada, caso contrariare@@mponente ndo orientado

A demonstracdo de Kaplan, Shamir e Tarjan de que é possideharr em tempo de
execugad)(n?) baseia-se no algoritmo de eliminacéo de obstaculos de IHhalliee Pevzner,
gue exige um tempo de execuc¢dao linear no tamanho da perrap&aga demonstracao de que
dada uma permutacdo sem componentes ndo orientados sempre € possivel encom@ar
reversao propria tal querp ndo possua componentes ndo orientados. Em outros termos, 0s
autores demonstram que:

Proposi¢céo 139.Dada uma permutagaotal queOV (7) ndo possua componentes nédo orien-
tados, entdd(w) = b(7) — c(m).

Para demonstrar a proposi¢ao anterior os autores avalideito @e reversdes orientadas
sobre o grafo de sobreposicao e desenvolvem o conceitoidaédeliz” para determinar dentre
0s nés orientados do grafo de sobreposicéo qual € o né qué possreversao seguratuando
sobre ele, isto €, uma reversao que nao crie nenhum comear@mbrientado quando aplicada
a permutacdo inicial. Denote pdi(e) os nés vizinhos a no grafo de sobreposic¢ao incluineo
Chamaremos d@ N (e) o subconjunto de nos orientados Mée) e deU N(e) ao subconjunto
de n6s ndo orientados dé&e). A Proposicdo 140 mostra o efeito de uma reversdo atuando em
um né do grafo de sobreposicéo.
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Proposi¢céo 140.Sejae um né do grafo de sobreposicd/ (7) e sejar’ = mp. ondep, € a
reversdo que atua sobreO grafoOV (n’) pode ser obtido por meio das seguintes operagdes:

e Complemente o subgrafo del’(7) induzido pelos n6sV(e) — e e troque a orienta¢éo
de cada vértice no conjunfg(e) — e.

e See é um no orientado e®@V (7) entdo remova-o dé@V ().

e Se houver algum n6 orientadbem OV (r) tal quep., = p. entdo remova o né de
oV (r).

SejaOV (m) um grafo de sobreposi¢édo da permutagdamaclique felizC' C N é uma
clique de nds orientados d8/ () tal que para todo no orientagaZ C, se(z,y) € Aex € C,
entdo existe um no orientadoZ C onde(z,y) € Ae(z,z) ¢ A.

Proposi¢éo 141.Dado o grafo de sobreposic&d/(r), sejaC' uma clique feliz e um n6 em
Ctalque|lUN(€')| < |UN(e)| para cada’ € C. Entdo a reversdo que atua sobre ang. é
segura.

Segundo a Proposicéo 141, basta realizar uma busca pelamdloonero maximo de vizi-
nhos n&o orientados em uma clique feliz para encontrarmasewersio segura. E necessario
demonstrar, entretanto, que em um grafo de sobreposi¢c@denctmapenas bons componentes
sempre existe uma clique feliz.

Proposi¢éo 142.Dado o no orientade de OV (), existe um no orientad¢g € ON(e) tal
que parar’ = mps, ondep; € a reversdo atuando efntodos os componentes &ni/ (7') séo
orientados.

A Proposicdo 142 afirma, em outros termos, que na vizinhaneatada de qualquer n6
orientado deDV () existe uma clique feliz. Essa proposicdo sugere um meio denéar
uma clique feliz em um grafo de sobreposicdo sem componeuwites Primeiramente, 0s
autores utilizaram uma representacao implicita do grafeotbeeposice®V (r) baseada em
dois vetores que representam respectivamente !, ao invés da representagdo usual de grafos
que utiliza um espago d@(n?). Dada essa representacdonde 7! é possivel realizar as
seguintes operacoes:

¢ Identificacdo dos extremos de uma aresta cinza. Dado ummeipealquer; da permu-
tacdon, determinar o outro extremg da aresta cinza a qual pertence € obtido da
seguinte maneira: sgé par, entdo o outro extremo da aresta cinza€ y + 1, caso
contrario,y’ =y — 1.
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e Determinar se um elemento € o extremo esquerdo ou direitondeanesta cinza. Dado
o elementay, encontre o outro extremg e compare os valores de'[y] e 7 '[y/]. O
elemento cujo valor em~! € menor serd o elemento esquerdo enquanto o outro o direito
na aresta cinza.

e Determinar se uma aresta cinza € orientada ou ndo orienfztia a aresta cinza=
(y /'), basta verificar a paridade do valarrity(e) = 7 [y] + 7~ 1[y/]. Separity(e) é
par entda € orientada, caso contrario a aresta cinza é nao orientada.

e Determinar se duas arestas cinzas se sobrepde. Dadaseitas amzagy ') e (z 2/),
as mesmas irdo se sobrepor casoy] < 7 ![z] < 77 y] < 7] ounTlz] <
7 y] < 771[2'] < 7~ ![y’], caso contrario as arestas cinzas ndo se sobrepde.

e Efetuar uma reversga(i, j). Basta inverter o intervala[i..j] e efetuar as modifica¢des
necessarias no veter!.

Claramente essas operacfes sobre os vetores podem sada&akm tempo de execucéo
constante, exceto pela aplicacao da reverséo sobre a pgaoujue exige um tempo de execu-
¢ao proporcional ao tamanho do intervalo que sofre a reveoséseja()(n). Essas operagdes
sédo fundamentais para encontrar uma clique feliz8rtr).

Proposi¢éo 143.Dado o grafoOV (7) em sua representagdo implicita, € possivel encontrar
uma clique feliz enOV (7) em tempo de execuc@o(n).

Resumidamente, o algoritmo para encontrar uma cliquedetizim grafo de sobreposicéo
consiste em percorrer uma lista de nos orientados em ordesoerrte segundo o extremo es-
guerdo das arestas cinzas correspondentes. Os nds hagadqéidrue seu extremo esquerdo
pertenca a todos os intervalos anteriores sao adicionadoa &sta que indica a clique corrente.
Caso o préximo no a ser adicionado obedeca a uma invariamieyda durante a execuc¢ao do
algoritmo, ele ndo € adicionado a clique. O algoritmo dex@l\clique corrente caso ndo haja
mais nenhum vértice a ser adicionado. O tempo de execucée digoritmo é proporcional ao
namero de nos do grafo de sobreposigéo, ou §&ja).

Apbs a localizacdo de uma clique feliz no grafo de sobrefosicnecessario realizar uma
busca que determine o n6 orientado na clique feliz que passuignero maximo de vizinhos
ndo orientados. Uma implementacgédo ingénua dessa buscadpeéomaximo grau de vizinhos
ndo orientados verificaria o grau de todos os nés da cliquenazanaria 0 né de maior grau
encontrado durante o célculo dos graus. Esse algoritmaiexign tempo de execuc¢éo da or-
dem deO(n?). Dada a clique feli’ = {e;, e, ... ,e;}, Kaplan, Shamir e Tarjan conseguem
obter o n6 orientado com o tempo d&n) por meio da utilizagdo de um vetofi] como es-
trutura de dados, de tal forma que a soma , ofi], ondel < I < 7, € o nimero de vizinhos
ndo orientados do vérticg € C. Para cada no ndo orientado no grafo de sobreposigéo, no
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Algoritmo KSTSort(r)

1: Ache os componentes do grafo de sobreposigedr)
{procedimento de Hannenhalli e Pevzner}
Elimine os Obstaculos
while 7 n&o estiver ordenacio
Encontre uma clique feli¢’ no grafoOV ()
Ache um vérticee; € C' com o0 maximo nimero de vizinhos néo orientados
Apligue uma reverséo segura sobre o vértige
Inclua a reversao na sequéncia de reversdes ordenantes
Atualize a permutacéo e o grafoOV ()
end while
return A sequéncia de reversdes ordenantes

CENT RN

=
e

Figura A.7:Ordenagéo por Reversbes de Permutagbes com sinais.

maximo quatro das posi¢cdes dos vetores sao alteradas sagmacanalise de casos que avalia
a sobreposicdo do nd ndo orientado aos nés da clique felifimAda inicializacao do vetor, o
n6 com o numero méaximo de vizinhos néo orientados sgrande:

I
f=arg mawl{ZO[i] |1 <1<j}.
i=1

O algoritmo de Kaplan, Shamir e Tarjan é mostrado na Figura A.

A relevancia do algoritmo de Kaplan, Shamir e Tarjan se deviata de ser um algoritmo
eficiente para o problema de rearranjo por reversdes cons.sliia dos principais beneficios
oferecido pelos autores foi a simplificacdo de diversasiests e processos de transforma-
¢Oes que eram utilizadas em algoritmos anteriores, pahognte pela teoria de Hannenhalli e
Pevzner. Esse algoritmo apresenta também uma organizagéont®sa de suas estruturas de
dados o que explica sua grande eficiéncia. Além disso, é epdralgoritmo que busca por
reversfes seguras apenas entre as reversdes propriasiti®edado; Kaplan, Shamir e Tarjan
recorrem a argumentos visuais como na descricdo da int@edahde seu artigo [32].

A.3 Bergeron (2005)

Uma nova simplificacdo consideravel da teoria de ordenag&gedomas por reversées com
sinais foi realizada por Anne Bergeron [8]. Em sua teoria,d#pensou a utilizagdo de es-
truturas combinatdrias utilizadas nas teorias antericoeso o grafo de pontos de quebra e o
grafo de sobreposicdo. Ao invés de realizar a andlise dessasuras, ela identificou estruturas



164 Apéndice A. Reviséo Bibliografica

combinatorias equivalentes na prépria permutacao corissrsia correspondente transforma-
¢cdo em permutacao sem sinais e conseguiu formular conceitos o de reversao orientada e
obstaculos de maneira extremamente intuitiva.

Sejar = [my, ™, ..., m,] @apermutacdo com sinais que representa um genoma e aceescent
a essa permutacao os elementps= 0 er,,.; = n + 1. Dada essa permutagdo aumentagda
define-se gar orientado(r;, 7;) como sendo um par de inteiros consecutivos de sinais opostos
tais que||r;| — |7;|| = 1. Por exemplo na permutagéo

0; —2; 3, =5 4 1; 6,

os pares orientados s&e2, 1), (-2, 3), (-5, 4) e(—5, 6). Um par orientado na permutacao
7 corresponde a uma aresta cinza orientada no grafo de selg@pder. Logo um par orien-
tado induz uma reverséo prépria sobteou reversao orientadaa terminologia de Bergeron,
gue é a reversao que atua sobre a aresta cinza correspondeneteersdo induzida pelo par
orientado(r;, 7;) €:

pli,j—1), sem +m; = +1
ou

p(i+1,j), sem +m; = —1.

Se observarmos apenas o efeito da reversao induyzadare a permutacéao, verificamos
gue um par de elementos consecutivos e adjacentes € criad@ em outros termos, 0 nUmero
de pontos de quebra da permutagédfoi reduzido de pelo menos Esse comportamento é
observado no exemplo abaixo:

Os elementos sublinhados indicam a regido afetada pelesé&ey€2, 5) induzida pelo par
orientado(—2, 1). O resultado da aplicacéo da reverséo é:

A permutacaor possui6 pontos de quebra £ pares orientados, enquanto a permutacao
mp(2,5) possuis pontos de quebra 2 pares orientados. Como durante uma ordenagé&o de
desejamos encontrar a permutacao que possua o numero ndeipantos de quebra, entdo
de maneira intuitiva seria desejavel encontrar a revessaduzida por algum par orientado
de 7 tal que emrp apareca 0 nimero maximo possivel de novos pares orienfaaiegjesse
modo sempre é possivel eliminar ao menos um ponto de quelperioiatacéo original. Essa
discussdo nos remete ao conceito de “score” de uma revars@ginaisp. O scorede uma
reversao com sinajs€ o numero de pares orientados gm

Bergeron afirma que uma estratégia baseada na escolha empasstada ordenacdo das
reversdes decoremaximo é uma estratégia 6tima tal que a seguinte proposaéo v
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Proposicéo 144.Se a aplicacdo de uma sequéncia&deversdes orientadas em uma permuta-
caor resultar em uma permutagdo em que todos os elementos séivgsosi entdod(r) =
d(n') + k.

O algoritmo de ordenacéo de Bergeron possui dois conjutaperacdes ordenantes: re-
versfes orientadas deoremaximo e determinadas reversfes “especiais” sobre pegfaga
cujos elementos sao todos positivos. Iremos discutir aguags sdo as estruturas encontradas
em permutac¢des com todos os elementos positivos.

Sejar uma permutacado cujos todos os elementos sédo positivos Elesntambém que
seja uma permutacd@eduzida ou sejayr ndo possui elementos adjacentes consecutivos. Como
anteriormente, a permutacé&gossui os elementos auxiliares = 0 e .1 = n+ 1. Além
disso, considere que a permuta¢do induz uma ordem circaisuabssao dos elementos, isto é
0 é sucessor de + 1.

Definicdo 145(Intervalo de Moldura) Um intervalo de moldureem 7 é uma sequéncia de
elementosr;, 7,41, ..., 74 €M7 que obedeca a seguinte forma; = 7, 74, = ¢ + k €
mE i, i+ klparaj+1<t<j+k.

Em qualquer permutacdo sem sinais o intervalo envolveralistos elementos é um inter-
valo de moldura. Considere a seguinte permutacédo reduaida exemplo:

Tr=1[0, 2, 1, 3, 5 4, 6],

além do intervalo de moldura trivil 2 1 3 5 4 6, haosintervalo® 2 1 3e
3 5 4 6.Dizemos que osintervalosde moldra2 1 3e3 5 4 6 estaocontidos
nointervalod2 1 3 5 4 6,o0utambém que este intervalontémos anteriores.

Definicao 146(Obstaculo) Dada uma permutacao reduzida de elementos positivos, em int
valo de moldura é umbstaculoquando esse intervalo ndo contém nenhum outro intervalo de
moldura.

Segundo Bergeron [8] um obstaculo definido como acima é alguite aos conceitos de
obstaculos utilizados nas duas teorias anteriores de iHhaaliee Pevzner [29] e Kaplaat
al. [32]. Bergeron redefine duas operacdes para a eliminacaosti@onlos de uma permutacéo
que ja haviam sido utilizadas no trabalho de Hannenhalliveri®g: corte de obstaculos
juncéo de obstaculo®ada uma permuta¢do com apenas um obstdeula .. 7,1 i+ k€
possivel eliminar esse obstaculo por meio da reves&éo' (i) + 1,7 '(i + 1) — 1), que corta
o obstaculo. Observe o seguinte exemplo:

r=1[0, 2, 1, 3, 5 4, 6 — wp(l,1)=[0, -2, 1, 3, 5 4, 6

Umavez que < i+1 < j, entdo a aplicagéo darevergde ' (i)+1, 7 (i+1)—1) sempre
cria pelo menos um par orientado emt na pior das hipdteses sera apenas gp@j—1) j).



166 Apéndice A. Revisdo Bibliogréfica

Dada uma permutacdoque possua mais de um obstaculo, a operacao de juncao de obsta
culos consiste em realizar uma reversdo dos elementosgde aparecem no intervalo entre
o elemento final de um obstaculo até o elemento inicial deoontervalo. Em outros termos,
dados os obstacules. .. i+kei' ... /+k, areversdg(r!(i+k), 7—1(i')) € uma operagao
de juncéo de obstaculos. Considere o seguinte exemplo:

r=1[0, 3, 5 7, 4, 6, 8 2 1, 9 12, 10, 11, 13]

(6,9 =1[0, 3, 5 7, 4, 6, —9, —1, -2 -8 12, 10, 11, 13].

Observe que a operacéo de juncao sempre cria pelo menosadessgpientados emp.

A escolha de qual obstaculo deve sofrer uma operacdo deocojdaecéo deve ser bem ava-
liada em uma permutacdo com mais de dois obstaculos pois&/elogue apos a aplicacdo da
reversao um novo obstaculo surja ha permutacdo. Tome ansegermutacdo como exemplo:

r=1[0, 3, 5 7, 4, 6, 8 2, 1, 9, 12, 10, 11, 13

Considere que foi realizada a escolha de aplicar um cortdsidculo3 5 7 4 6 8. Logo a
permutacao resultante sera:

m(2,4)=100, 3, -4, -7, =5 6, 8 2 1, 9, 12, 10, 11, 13

Aplicando o algoritmo de ordenacao etp(2,4) baseado na estratégia da escolha de uma
reversao de maximscoreobtemos a seguinte permutacao:

=0, 3 4, 5 6 7, 8 2 1, 9 12, 10, 11, 13].

Se aglutinarmos os elementos adjacentes consecutivos emvanelemento da permutagéo
e renomearmos todos os elementos segundo a sua posicéa reatova permutacao obtemos:

=, 3, 2 1, 4, 6, 5 7, 3.

A permutacéar” possui dois obstaculos (séio3 2 1 4 e4 6 5 7 8), ou seja, 0 numero de
obstaculos néo foi reduzido apds a aplicagdo do corte dadmbss. Essa discussao remete ao
seguinte conceito:

Definicdo 147(Superobstaculo)um obstaculo &implesse a aplicacdo de uma operacgao de
corte ou juncage sobre esse obstaculo reduz o numero de obstaculagethm obstaculo que
nao é simples € chamado sigper obstaculo
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A partir desse conceito de super obstaculos, Bergeron §fjtad o algoritmo de eliminacéo
de obstaculos de Hannenhalli e Pevzner de acordo com a sisa teo
Dada uma permutacéo reduzida, entao:

e Se a permutacao possii obstaculos, pard > 2, aplique a juncdo de quaisquer dois
obstaculos ndo consecutivos.

e Se a permutacao poski + 1 obstaculos, pard > 1, entdo se houver apenas um obstéa-
culo simples corte-o, caso contrario aplique a juncado deawstaculos ndo consecutivos
(ou dois obstéaculos consecutivos case 1).

A partir da analise de alguns resultados da teoria de HaaliealiPevzner [29], Bergeron
encontra os subsidios necessarios para provar que o0s goigrabs anteriores para eliminar
obstaculos e realizar reversdes orientadasabee maximo, de fato, ordenam uma permuta-
cdo qualquerr. Primeiramente, chamaremos de urezersédo segura reversdo que nao cria
componentes ruins no grafo de sobreposicdo de uma perrautdeanenhalli e Pevzner [29]
haviam provado o seguinte resultado:

Proposicédo 148Hannenhalli e PevznerQualquer sequéncia de reversdes seguras é 6tima na
ordenacédo da permutacao

Bergeron demonstrou que reversdes orientadas de mé&xionesao reversées que ordenam
.

Proposicao 149Bergeron) Uma reversdo orientada deoremaximo € uma reversao segura.

Além disso, Bergeron mostrou também que um obstaculo enestia £ equivalente a um
obstaculo na teoria de Hannenhalli e Pevzner [29] e Kagllah [32]. Essa equivaléncia entre
0s conceitos de obstaculos € expressa em outros termospasiéém 150:

Proposicao 150.Sexr é uma permutagdo reduzida, um componente ndo orientad@fibodg
sobreposicao € minimal se e somente se spané um intervalo de moldura que ndo contém
nenhum outro intervalo de moldura.

Para realizar a manipulacédo das permutagdes nos algoriBeogeron optou por utilizar
uma representacéo matricial e de vetores de bits. Uma mgriesenta o grafo de sobreposicao
da permutacaar, além disso um vetor de bits é utilizado para armazenar atagao dos
nos do grafo de sobreposicdo enquanto uma matriz armazenadenuma de suas colunas a
representacado binaria dos valores dogresde cada reversdo associada a um vértice do grafo
de sobreposicdo. Por meio de um conjunto de procedimentosmdipulacao bits, é possivel
realizar a inicializacédo das estruturas de dados e a apbade reversdes sobre a permutacéo.
Uma analise dos procedimentos utilizados por Bergeron dstraon que uma das operacdes
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gue demandam maior tempo de execucdo € o novo célcukrale de cada reversao (no)
aplicavel a permutacdo. O célculo dooreé limitado pelo numero de nos vizinhos do né
corrente e portanto o tempo de execugdo do célculo dss®eé O(n?). Uma vez que a
distancia de reverséo é limitada pgrentdo o tempo de execugao total do algoritnia(&?).

A teoria de Bergeron sobre o problema de ordenacéo por fegede permutacdes com
sinais tem sido a teoria mais facil e intuitiva para a commsée do problema e a que fornece
um algoritmo de implementacdo mais simples entre todosgusihos projetados para esse
problema. Por outro lado, essa apresentacao do formaligssiean apresenta alguns pontos
negativos comparativamente as teorias anteriores. Oitalgode Bergeron possui um tempo
de execucdo superior ao algoritmo de Kapaml. [32]. Além disso, enquanto os algoritmos
discutidos anteriormente poderiam ser utilizados apdsadg alteracdes para resolver o pro-
blema de encontrar todas as sequiéncias de reversdes quarrndma permutacdo com sinais,
o0 algoritmo de Bergeron seria incapaz de ser adaptado patag@s desse problema, uma vez
gue a escolha de uma reverséo para o préximo passo na ordénagiizada em um conjunto
menor do que o conjunto de todas as reversdes ordenantesariggransemalhante aos demais
trabalhos sobre o problema de ordenacéo por reversdes naig, & teoria de Bergeron néo
eliminou a necessidade de diagramas para justificar algussus teoremas, como na demons-
tracao do efeito de uma reversdo com sinais no grafo de smgdp, o que acreditamos ser
um recurso inadequado.

A.4 Hartman e Shamir (2006)

Uma simplificacéo da teoria de ordenacgéo de permutacdesgnspbsicoes foi realizada por
Hartman e Shamir [30]. Primeiramente, os autores demangjtee qualquer algoritmo proje-
tado para resolver o problema de ordenacéo por transpadgcaermutacdes “lineares” pode
ser aplicado para a resolucdo do mesmo problema no caso rdetpedes “circulares”. No
entanto a grande contribuicdo do artigo é a reducao dos ibt@meeestruturas que devem ser
analisadas no diagrama de ciclos e o projeto de um novo agnaproximado para o problema
de ordenacéao por transposicdes. Em sua teoria, os autdizam estruturas de dados proje-
tadas por Kaplan e Verbin [33] que permitiram uma expresggtacao no tempo de execucéo
do algoritmo. A estrutura de dados desenvolvida por Kapl&arbin € uma combinacéo de
uma arvoresplaycom listas de blocos da permutagéo a ser ordenada.

Apresentamos a definicdo de transposicao segundo o tratbalRartman e Shamir [30].

Dada uma permutac&o = [y, ..., m,] sobre{l, 2, ..., n} que representa um genoma,
define-se segmentol em7 como uma sequiéncia de elementos consecutivos ., m;, onde
j > i. Dois segmentod = 7;, ..., m, B = 7w, ..., m sdocontiguoscasoj = k + 1 ou

i =1+ 1. Uma transposi¢cao emr € 0 evento que troca dois segmentos contiguos. Em outros
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termos, dada a permutacao
T=[T1, ooy Ty vy Tjyueny Thyenny Ty
a permutacae(i, j, k) troca os segmentos ... w1 en; ... T emna7(i, j, k):
(i, j, k) = M Mo oo T oo M1 Ty oo W1« Moo Tyl

Uma permutagédo circular € uma permutagde- (m; m ... m,) sobre[n] tal que se
considera os seus indices como uma sequéncia circular(ig.= m;, paral <i<n-—1e
7(m,) = m. Existemn sequéncias de elementos que representam uma permutacdarae
acordo com a escolha de qual sera o primeiro elemento darsggliéhfelizmente, os autores
nao deixam claro se foi adotada uma convencéo a respeit@tisayia a representante canonica
de uma permutacdo circular. Uma convencéo adequada paneaeetante candnica seria a de
gue o primeiro elemento dessa sequéncia representanteedejaentadl .

Uma transposicée (i, j, k) sobre uma permutacgdo circularé o evento que troca dois
segmentos disjuntos e contigugs ..., m;_; e, ..., ™ emm. De fato, uma transposicéo
define uma particdo dos elementos de uma permutacao ciesulérés segmentos contiguos
dois a dois. Uma vez que a permutacédo é circular, os segm&fidosontiguos disjuntos e é
possivel ordenar trés segmentos em uma ordem ciclica agerdisas maneiras, entdo uma
transposicdo em uma permutacao circular pode ser realpadaeio da troca de quaisquer
dois segmentos da permutagéao.

Dada uma permutacéo (linear ou circular) goroblema de ordenacado por transposicdes
consiste em determinar uma sequéncia minima de transpesicd . ., 7, tal que

T2 ... T =1

onde. é a permutacdo identidafle2 ... n| (observe que no caso de permutacdes circulares
a permutacdo a qual deve ser transformada(é 2 ... n) quendo é a identidade). O nu-
mero de transposi¢cdésem uma seqiéncia minima é chamadaidéncia de transposicaia
permutacéor e é denotado paf, ().

Hartman e Shamir mostram que os problemas de ordenacaordetpedes circulares e li-
neares sao equivalentes pois existe uma sequéncia deasai®s que ordena uma permutacao
linearr e sua equivalente permutacao circutar

Proposicao 151.0 problema de ordenar permutacdes lineares por transpssigéquivalente
ao problema de ordenar permutacdes circulares por tragépes

Nas definicdes que se seguem Hartman e Shamir adotaram ser@agiio de genomas por
meio de permutacdes circulares. Dada a permutagébre|n| definaf (7) como a permutacdo
sobre[2n] tal que cada elemeniader é substituido pelos element®s— 1 e 27, nessa ordem,
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em f(r). Uma transposicao(i, j, k) € chamadéegal quandoi, j e k sdo impares. Uma vez
gue a permutacdo € circular, os indices e elementas 1 e 1 serdo considerados idénticos.

Dadas a permutacéo circular= (m; ... m,) e f(r) = ' = (7} ...7),), o grafo de
pontos de quebra3(r) é um diagrama que possui como conjunto de vértices os element
{1,2,...,2n} e, é ligado ar), , por uma aresta preta, chamdga@ o elementa: € ligado
a2i + 1 por meio de uma aresta cinza, parg i < n.

O grafo de pontos de quebra distingue-se do diagrama ( oa pd# ciclos devido a ser
construido sobré(m) o invés de de ser construido diretamente da permutacamo na teoria
de Bafna e Pevzner [7].

Uma vez que cada vértice possui duas arestas incidenteagraniia possui uma Unica
decomposicdo em ciclos. O namero de ciclogde) é denotado pot(7). O comprimento de
um ciclo é obtido de seu nimero de arestas pretas. Um ciclaréaito de:-ciclo se possui
comprimentdk. Um ciclo éimparquando o seu comprimento € impar, caso contrario sera um
ciclo par. O numero de ciclos impares eB{r) € denotado pot, (7). A variagdo do nUmero
de ciclos devido a aplicagdo de uma transposicapermutacae é denotada comic(n, 7) =
c(rT) — ¢(m), entquanto a variagdo do numero de ciclos impares é denptads:(r, 7) =
c(r1) — ¢(m). Bafna e Pevzner [7] haviam provado anteriormentedyuer, 7) € {—2,0,2} e
Acoga(m,T) € {—2,0,2}. Além disso, Bafna e Pevzner ofereceram o melhor limitarfexior
para a distancia de transposi¢do que conhecemos até o noomiert > %dd(”) Embora
esses resultados tenham sido demonstrados para pernsuiagdees, os mesmos sao validos
para permutacgdes circulares.

Ha apenas dois tipos possiveis de configuracdésoitdos que podem ser obtidos por meio
da aplicacéo de transposicoes legais. A Figura A.8 mosulaisgipos de configuragcdes de um
3-ciclo.

Figura A.8: Configuragdes d&-ciclos que podem ser obtidos por meio da aplicagio de tosiggies legais. O
3-ciclo da esquerda € nado orientado enquanto o da direitaétado.

Dada uma permutacan uma transposicéo legalatua sobreas arestas pretas b; e by
em B(w) casor = 7(i,j, k). Uma transposi¢de & umak-transposicao SAc,q(m, 7) = k.
Um ciclo é chamado deiclo orientadose existe uma-transposi¢ao que atua em trés de suas
arestas pretas, caso contrario o ciclo s&ta orientado Nas duas possiveis configuracfes de
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um 3-ciclo em B(7), observados na Figura A.8, o ciclo da esquerda é ndo orizetaglianto
o da direita é orientado.

Sejar uma permutacao circularig, ..., i, uma seqiéncia ciclica de elementos, i;62
0 sucessor dg,, entdo chama-se @ co um subconjunto de elementos contiguos na sequiéncia
anterior. O pari;,i;), tal que: # j, define dois arcos disjuntas, ..., i1 €4, ..., ij_q.

Por outro lado uma tripléb;, b;, by, ), ondei # j # k, define uma particdo da sequéncia ciclica
em trés arcos disjuntos. Os pares de arestas petase (c, d) se cruzantaso as arestas

e b pertengam a arcos distintos definidos par). Um par de arestas pretés b) cruzaum

ciclo C se existe um par de arestas prétagd) emC, i.e. c ed pertencem &', tal que(a, b) e

(¢, d) se cruzam. Os ciclo§' e D se cruzanse houver pares de arestas pretag’eenD que se
cruzam. Duas triplas de arestas preta®ntrelacanguando cada uma das arestas de uma das
triplas pertence a um arco distinto definido pela segunpktmesse caso diz-se que as triplas
sédoentrelacadasDo mesmo modo, doi%-ciclosse entrelacanou sdoentrelacadosaso suas
arestas se entrelagam.

Um k-ciclo emB() écurtosek < 3, caso contrario serd um cidlanga. O grafo de pontos
de quebra, bem como a permutacdo que o define, é chasiragtesquando possui apenas
ciclos curtos. Hartman e Shamir [30], com a expectativa ehplicar a estrutura do grafo de
pontos de quebra, isto €, as relacbes de entrelacamentpaan@mto entre o0s ciclos e arestas,
utilizaram uma transformacao de permutac¢des arbitranmpermutacdes simples semelhante
as transformacdes equivalentes utilizadas por HannéelRalzner [29] no diagrama de ciclos.

Dado o grafo de pontos de queliBér), sejab = (v, w,) Uma aresta pretag= (v, w,)
uma aresta cinza ambas pertencentes ao ciclo

C=1(.., U Wy ..., Uy, Wy, ...),
de B(w). Um (g, b)-splitde B(x) consiste na seguinte série de operagtes sBbre:
e Remocéo das arestag g de B(r).
¢ Adicao de dois novos vérticese w a B(r).
e Adicao de duas novas arestas pregigsv) e (w, wy).
¢ Adicéo de duas novas arestas cingag w) e (v, vy).

O grafo resultante da aplicac&o de (nb)-split em B(r) é denotado poB (7). Observe
que um(g, b)-split divide o cicloC' em dois novos ciclos e (7). Hannenhalli e Pevzner [29]
demonstraram que existe uma permutatdobre o conjuntgl, ..., n+1} que define o grafo
B(r) e portantoB(r) = B(#), nesse caso as permutacéies = sdo chamadasquivalentes
Sejan(m) o nimero de arestas pretas de Um (g, b)-split € chamadseguroquando essa
operagao preserva 0 parametror) — c,qq(7), OU €M outros termos, temes$n) — coga(m) =

n(fr) - Codd(ﬁ-)-
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Proposicédo 154Lin e Xue [36]) Qualquer permutacdo pode ser transformada em uma permu-
tacdo simples por meio de splits seguros.

De fato, os splits seguros preservam o limitante inferia galistancia de transposicao,
devido a garantia de qu&(m) — cogq(m) = n(T) — coqa(T). Além disso, uma seqiiéncia de
transposicdes que ordenaé relacionada a uma sequiéncia de transposicdes que Grgema
meio da seguinte Proposicao 153 de Hannenhalli e Pevzrier [29

Proposicao 153Hannenhalli e Pevzner [29]Dada uma permutacé&q sejar uma permutacao
simples equivalente a. Uma sequéncia de transposi¢cdes que orde@aquivalente (imita)
uma seqiéncia de transposicfes que order@n o mesmo numero de operagoes.

A importancia da Proposicdo 153 se deve a possibilidadeadsformar uma permutagéo
cujo grafo de pontos de quebra é composto de ciclos longosneestruturas complexas de
entrelacamento e cruzamento (as vezes auto-cruzamens)igiam a analise de diversos ca-
Sos na teoria Bafna e Pevzner [7] em uma permutacao simplelyendo apenas ciclos curtos
com um numero reduzido de relacionamentos entre os ciclestaRleterminar as sequéncias
de transposicoes que lidem com os ciclos curtos e obedecdatoaale aproximacgéo deb
para a distancia de transposigao.

Proposicédo 154(Christie [17]) Sex € uma permutacdo que contém @raiclo, entdo existe
uma2-transposicao sobre

E possivel eliminar todos @sciclos orientados de ao aplicar-se a&-transposi¢des atuan-
tes em cada um desses ciclos. Tais transposi¢cfes existemrpptia definicdo da-ciclos ori-
entados. Por outro lado, por meio da Proposicéo 154 é pbsiiaaar todos o2-ciclos der.
Logo resta encontrar uma maneira de eliminas-oglos ndo-orientados que utilize o maximo
possivel de-transposicdes. Um@, 2, 2)-sequéncia uma sequéncia de trés transposicoes tal
gue a primeira transposicao é ufiiransposicao enquanto as demaisZ&@nsposicoes.

Proposicao 155.Dada uma permutacaoque possui doi8-ciclos ndo orientados que se entre-
lacam, entdo existe unt8, 2, 2)-sequéncia de transposi¢des sobre

Proposicao 156.Dada uma permutacae sejamC' e D dois 3-ciclos n&o orientados que se
cruzam e néo séo entrelagados. Entéo, existe uma trardpagie transformé’ e D em um
1-ciclo e um5-ciclo orientado.

Dada uma permutacdn a Proposicao 155 garante que existe yth&, 2)-sequéncia de
transposicoes sobrecaso existam ciclos entrelacados. Isso significa que desesslaovos ci-
clos impares que poderiam ser criados em trés transposiEghtgo sdo obtidos apenas quatro
ciclos impares novos o0 que garante a razab,dentre as transposicdes e o fator de aproxima-
¢ao. Por outro lado, a Proposicao 156 afirma que existeOdtransposicdo que transforma
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os dois3-ciclos néao orientados que se cruzam emldaiclo e um5-ciclo orientado. Uma vez
gue o5-ciclo é orientado entdo existe urkdransposi¢ao atuante sobre arestas desse ciclo. Por
meio da analise de casos, Hartman e Shamir determinaram apleacdo d&-transposicao
sobre oh-ciclo resulta em dois novos ciclos de comprimento um e3toitlo ndo orientado.

Um ciclo £ é fragmentadgelos ciclosC' e D se todos os pares de arestasiHleruzam
com um par de arestas erhou com uma par de arestas ém

Proposicdo 157.Considere a permutac&oque contém tré8-ciclos ndo orientado§’, D e
E, tais queL é fragmentado paf' e D. Logo existe umdo0, 2, 2)-sequiéncia de transposi¢ces
sobrer.

Uma par de arestas pretas € chamadjacentese ambas as arestas sao incidentes sobre
uma mesma aresta cinza.

Proposicédo 15§Bafna e Bevzner [7])Dada uma permutacéag seja(b;, b;) uma par de arestas
adjacentes em um ciclo ndo orientadordent&o o patb;, b;) cruza algum outro ciclo em.

A Proposicéo 158 destaca o fato de que em qualquer ciclg( deexiste um par de arestas
que se cruza com um ciclo distinto &8ir). Esse resultado garante que ao longo do processo
de ordenag&o nao surgir&@eciclos ndo orientados que nao se cruzem a nenhuma aresta de
outro ciclo e portanto o8-ciclos deB(w) sempre podem ser classificados em algumas das
categorias anteriores: ciclos que se cruzam, ciclos quatsgazam ou ciclos fragmentados.
Além disso, a Proposicdo 158 oferece uma maneira de reabzathas sobre pares de arestas
que garantidamente existem ).

Segue abaixo o algoritmo de ordenacao por transposi¢coefatonte aproximacgao,5.

O algoritmoSortmostrado na Figura A.9 consiste em primeiramente transfiouma per-
mutacao qualquer na entrada em uma permutacao simples qtentna o limitante inferior da
distancia de transposi¢do. O segundo passo do algoritmimiénal 0s2-ciclos ao se aplicar
2-transposi¢cdes como garantido pela Proposicao 154. Pdexmas3-ciclos restantes no grafo
de pontos de quebra é escolhido um par adjacente de arestas @verificado se o ciclo ao
gual o par pertence é orientado ou ndo. Se o ciclo é orient#tdo existe uma-transposicao
atuante sobre o mesmo, caso contrdrio o ciclo podera séegaira outro ciclo ou ser fragmen-
tado por outros dois ciclos e portanto existe ufdz, 2)-seqiiéncia aplicavel a permutacao.
Se forem utilizadas estruturas de dados triviais para &septacédo da permutacdo, como por
exemplo um vetor, entdo as operacdes fundamentais dotatgaie aplicar uma transposicéo
e de encontrar um par de arestas que cruzem a um par dado paderaligadas em tempo de
execuc¢do linear no tamanho vetor. Logo, como o nimero de;dies da linha 2 e da linha 5
do algoritmo € limitado pelo numero de ciclos do grafo de psmte quebra, a complexidade
desse algoritmo € quadréatica no nimero de genes (elementosjiinto).
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Algoritmo Sort(r)

1: Transforme a permutac&oem sua permutacéo simples equivalehigor meio de(g, b)-
splits seguros (Proposicéao 152)

2: while B(7) contiver um2-ciclo do

3. apligue um&-transposicao (Proposicéo 154)

4: end while

5: while B(7) contiver um3-ciclO do

6: Escolha um par adjacente de arestas pretkesum cicloC'

7. if C é orientaddhen

8: Aplique a2-transposi¢éo atuante sobre as arestas de

9: else
10: Escolha um par adjacente(de um cicloD) que cruza com: ( d existe devido a

Proposicao 158)

11: if os ciclosC' e D sé&o entrelacaddken

12: Aplique uma(0, 2, 2)-sequéncia (Proposic¢éo 155)

13: else{Existe um par adjacenté¢ emC' que ndo cruza com}

14: Escolha um par adjacentég(de um cicloE) que cruza com o par (novamente a

existéncia de é garantida pela Proposi¢cédo 158)
{O ciclo C é fragmentado pelos ciclds e E'}

15: Aplicar uma(0, 2, 2)-sequéncia (Proposi¢éo 157)

16: end if

17:  endif

18: end while

19: Transforme a sequiéncia de transposicdes que orderiagamuma seqiéncia de transposi-
¢cOes que ordenem (Proposicao 153)
20: return A sequéncia de transposicdes que ordena

Figura A.9: Algoritmo de Hartman e Shamir para o problema de Ordenacadrpasposigdes. O algoritmo
consiste primeiramente em encontrar uma permutacéo sreglévalente a permutacao da entrada. Apos isso, 0s
2-ciclos da permutacéo simples s&o eliminados por meibtd@nsposi¢oes, restando apedasclos no grafo de
pontos de quebra. Gsciclos orientados séo eliminados @transposi¢cdes, enquanto®siclos ndo orientados
s&o eliminados por meio de uni& 2, 2)-seqléncia.
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Proposicao 159.0 algoritmoSorté um algoritmo de fator de aproximaché para o problema
de ordenagéo de permutagdes por transposicoes e seu terapecdedo € (n?), onden é o
namero de genes.

Hartman e Shamir [30] utilizaram uma estrutura de dadoswti¥a a um vetor para repre-
sentar a permutagéo. Os autores projetaram uma nova estdetdados que consiste em uma
pequena modificacdo de uma estrutura de dados primeiranesgravolvida por Kaplan e Ver-
bin [33] para o problema de ordenacao de uma permutacaoy@sdes com sinais. Daremos
uma breve exposicao dessa estrutura de dados desenvalvidagdan e Verbin.

Uma maneira alternativa de representar um par de arestas (ireb,) é através da aresta
cinza(2i,2i+ 1) que incide sobre as aresta® b,. Os elementos da aresta cinza s&o chamados
companheirosAs operacdes basicas exigidas pelo algoriBoa sao:

e Queryfr, e; , e;): Essa operagdo encontra um par que cruza com (epas) emr.

e Transp(, e1,e2,e3): ESsa operacéo consiste na aplicacdo de uma transposigéa spie
atue sobre os elementes e, e es.

A estrutura de dados consiste de uma Iist&)(}lg/ 1oen) Dlocos com®(y/nlog n) elementos

de f(m) em cada bloco. Os elementos de cada bloco sdo ordenadosde emm a ordem dos
indices de seus respectivos elementos companheirgsemA cada um dos blocos € associada
uma arvoresplay contendo os elementos do bloco. Uma arveptay € uma arvore binaria
balanceada auto-ajustavel projetada por Sleator e T&$nAlém disso, cada elemento possui
um apontador para o bloco a qual pertence.

Proposicédo 160.Considere a permutac&oarmazenada na estrutura de dados de lista de blo-
cos/arvoresplay. As operacfes d@uerye Transppodem ser realizadas em tempo de execugao

O(v/nlogn).

Se a estrutura de dados descrita anteriormente for utlipada implementar o algoritmo
Sortentdo o seu tempo de execucgao torna-se subquadratico.

Proposicao 161.0 algoritmoSorté um algoritmo de fator de aproximaché para o problema
de ordenacgao de permutag¢des por transposicdes e seu temerdedo € (n/nlogn).

Hartman e Shamir [30] introduziram alguns conceitos prear@es da teoria de ordenacao
por reversdes, como a idéia de permutacfes simples equies|aa teoria de ordenacédo por
transposicoes, que mostraram-se fundamentais para umfcsiva simplificacdo do trata-
mento do problema e ao mesmo tempo uma reducdo no tempo de@&aeto algoritmo de
aproximacgédo. A simplificacdo da teoria permitiu que a aad@isaustiva de diversos casos de
relacionamentos entre os ciclos fosse reduzida e a prégiriat@ra dos diagramas utilizados
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fosse simplificada. Por outro lado, muitos dos argumentégados pelos autores ainda séo
fortemente dependentes da andlise de figuras e ndo foi afgdsenenhuma indicacdo sobre
o papel das-2-transposi¢cdes no problema de ordenacao (existiria algamé@éncia minima
de transposicfes que ordenasse uma permutacao e envehZegaasposicdes?). Além disso,
uma questao importante que os autores nao tratam em seué@di#go conjunto de seqiiéncias
de transposi¢cdes que o seu algoritmo fornece € o mesmo tomjerseqiiéncias do algoritmo
de Bafna e Pevzner.

A.5 Elias e Hartman (2006)

Elias e Hartman [22] apresentaram novas contribuicOesfisigtivas para o problema de or-
denacao de permutagBes por transposicdes. A principaiilmaigéio de Elias e Hartman é a
proposi¢cdo de um novo algoritmo aproximado com melhor faéoaproximagéao (fator,375)
do que os anteriores para realizar a ordenacao por tragépsesiAlém disso, os autores apre-
sentam uma melhoria no limitante inferior do diametro dedp@sicéo, contribuindo para o
desenvolvimento dessa interessante linha de pesquisamB&indo, Christie [17] e Waltet
al. [41] ambos conjecturaram que o valor do didmetro sgra— 1)/2| + 1, que é a distan-
cia da permutacéo reversa. Eriksson e colegas [23] mastrque paran = 14 en = 16
(quando consideradas permutacdes circulares) ha perestatais dificeis de ordenar que a
permutacao reversa. Elias e Hartman estendem esta ol&epa@ todas as permutacdes de
tamanhos pares a partir d¢. Finalmente, os autores apresentam o valor exato do diduhetr
permutacdes simples definidas na Sec¢éo A.4.

As definicdes de permutacao e transposicao dessa secdosésmas da Secao A.4. Elias
e Hartman [22] tratam apenas de permutacdes circularepoissultados envolvendo estas
permutacdes sao mais claros do que os envolvendo permsiiagéses, embora os resultados
sejam equivalentes para ambos os tipos de permuta¢cdesdRedo as definicdes e notagdes da
Sec¢édo A.4, uma permutagéo circular € uma permutagddm; m ... m,) sobre{l, ..., n}
para a qual os indices de seus elementos formam uma seq@@&nalar, ou sejar(r;) =
w1 paral < i <n-—1en(m,) = m. Um segmento de € uma seqiiéncia de elementos
consecutivosr;, ..., m;, ondej > i. Dois segmentod = 7;, ..., m, € B =7, ..., m S&0
contiguos casg = k + 1 oui = [ + 1. Uma transposicao emr € o0 evento de rearranjo que
troca dois segmentos contiguos (quaisquer dois segmentasa particdo em trés segmentos
da permutacéo circular).

Dada uma permutacao(circular) o problema de ordenacéo por transposi¢cdes stensmn
determinar uma sequéncia minima de transposigdes ., 7 tal que

T™Te...Tr= (12 ... n).

O namero de transposi¢céeem uma seqiéncia minima € chamado de distancia de trar@posic
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da permutacae e é denotado pat, (7).

O didmetro de transposi¢do, denotado @adn) (Elias e Hartman denotam o didmetro de
transposicéo pdf'D(n)) € a maxima distancia de transposigéor) para todor no grupo de
permutacdes definido sobfe, ..., n}.

Elias e Hartman [22] adotam uma defini¢cdo do grafo de pontgsielera equivalente a dada
por Hartman e Shamir [30]. Além disso, sdo equivalentes fisiclies e notacdes referentes
ao numero de ciclos do grafo de pontos de quebra, aos cicfEsés) a variacdo do nimero de
ciclos impares causada por uma transposicdo. Para faailigdtura, repetimos aqui algumas
dessas definigdes e notacdes.

Dada a permutacao circular = (7 ... m, 1), 0 grafo de pontos de quebia(r) é
um diagrama que possui como conjunto de vértices os elemfptay, . .., 1, 1,7,_1}. Para
0 <i < n-—1o0svértices; é ligado d,,; por uma aresta cinza e o elemehtcé ligado a-,_,
por meio de uma aresta preta chamagaara cadar;. Essa definicdo do grafo de pontos de
guebra distingue-se da definicdo de Hartman e Shamir [30jeapeela utilizacdo dos rétulos
[ e r ao invés de uma funcap que dobra o valor de um elemento da permutacdo. Como se
trata de um diagrama, a maneira de desenha-lo é relevantenvEniente, segundo Elias e
Hartman, que o grafo seja desenhado em um circulo tal queestasiupretas sejam dispostas
na circunferéncia e as arestas cinzas sejam cordas. O gragfondos de quebra possui uma
decomposicado unica em ciclos contendo arestas cinzasas pittdrnadas. Urrciclo possuik
arestas pretas. Uma permutagaé uma2-permutacadrespectivamente, untapermutacao)
quandoB(7) contém apena-ciclos (respectivamente, apersasiclos).

Qualquer transposicdo emcorta trés arestas pretas 8¢r) pela definicdo do grafo de
pontos de quebra. Dada uma permutagdama transposicéde aplica-se sobreas arestas
pretash;, b; e b, em B(m) casor corte essas arestas pretas. A definicdo de uma “transposicéo
gue aplica-se sobre arestas pretas” distingue-se do todeaima “transposicao que atua sobre
arestas pretas” de Hartman e Shamir [30] apenas por esie@gxéga transposicao seja legal e
seja definida para a permutacfer). Uma transposicao é umk-movimentseAc,qq(m, 7) =
k (o conceito dé--movimento € idéntico ao detransposi¢cdo de Hartman e Shamir [30]). Um
ciclo € chamado de ciclo orientado se existe movimento que se aplica em trés de suas
arestas pretas, caso contrario o ciclo sera ndo orientado.

Recordamos alguns conceitos sobre o relacionamento ealive do grafo de pontos de
quebra. Os pares de arestas prétas) e (c, d) se cruzam caso as aresta$, c e d aparecam
na ordemy, ¢, b e d no grafo de pontos de quebra (essa definicdo é equivalenfengdie de
cruzamento de arestas pretas da Secdo A.4). Um par de gnetessa, b) cruza um ciclaC' se
existe um par de arestas pretas!) emC tal que(a, b) e (¢, d) se cruzam. Os ciclaS e D se
cruzam se houver pares de arestas pretas ui emutro emD que se cruzam. Duas triplas de
arestas pretas:, b, c) e (r, s, t) se entrelagam quando as arestas ocorrem em ordem alternada,
ou seja, na ordem, r, b, s,c,t our,a,s,b,t,c 0 que equivale a cada uma das arestas de uma
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das triplas pertencer a um arco distinto definido pela segtnigla, caso em que diz-se que
as triplas séo entrelacadas. Do mesmo modo, 3}oislos se entrelacam ou sdo entrelacados
caso suas arestas se entrelacem.3khitlo C' € fragmentadajuando cada par de arestas pretas
de C entrelaga com um par de arestas pretas de algum dwdido. O conceito de3-ciclo
fragmentado de Elias e Hartman distingue-se do conceitectiefragmentado por dois ciclos,
pois permite que os ciclos de um componente composto apena®ig3-ciclos entrelagados
sejam também fragmentados.

Uma configuracdode ciclos € um subgrafo do grafo de pontos de quebra que éidaduz
por estes ciclos. Uma configuracdoé umasubconfiguracdale uma configuraca® quando
os ciclos dedA sdo um subconjunto dos ciclos & A configuracéaod € conexaquando, para
guaisquer ciclog; e ¢, de A, existem ciclos,, ..., c._; de A tais quec; se entrelaga com
cip1 paral < i < k — 1. Um component& uma configuracdo conexa maximal em um grafo
de pontos de quebra. amanhode configuracdes e componentes € o numero de ciclos que
eles contém. Uma configuragcdo ou componente séo charaadotadogqrespectivamentedo
orientado$ quando todos os ciclos da configuracdo ou componente sdanos ( respectiva-
mente, ndo orientados). Uma configuracdo ou componentéhsamados dpequenogjuando
possuem no maximeciclos, caso contrario, sdo chamadoandes Um portdo abertoem um
2-ciclo ou3-ciclo de uma configuragédo € um par de arestas pretas de umoncagmque nao
cruza nenhum outro ciclo da configuracdo. Uma configuraciaeénada deompletaquando
nNao possui portdes abertos.

Uma (z, y)-sequénciade transposi¢cbes em uma permutagéo simples (paray) é uma
sequéncia de transposicoes tal que pelo menpdessas transposicfes famovimentos e a
permutacéo resultante da aplicacdo das transposicdes geumatacao simples. Por exemplo,
a(0,2,2)-sequiéncia da Segdo A.4 corresponde a (87)-sequéncia. Umg@-seqléncia € uma
(x,y)-sequéncia tal que < a eg < #. Uma configuragao (ou componente, ou permutacao)
possuiuma(z, y)-sequiéncia se é possivel aplicar tal sequéncia em seus.cldloa atencéo
especial é dada as configuracfes que posé@aeqijéncias.

A Proposicao 162 é fundamental para a obtencdo dos ressiltise artigo de Elias e
Hartman. A Proposi¢cédo 162 basea-se em resultados de €ljtigjie Hartman e Shamir [30]
(ver Proposicéo 157).

Proposicédo 162.Para qualquer permutacao, exceto a identidade, existg-movimento ou
uma(3, 2)-sequéncia de transposigdes.

Permutacdes simples, ou seja, permutac¢des cujos ciclosd@mprimento no maxima,
sao importantes para 0 novo algoritmo apresentado nes&a $€@s e Hartman [22] utilizam
a mesma estratégia de Hartman e Shamir [30] de simplificaglagdes de entrelacamento e
cruzamento entre os ciclos e arestas do grafo de pontos Oeaqp@ meio da transformagéo de
permutacdes arbitrarias em permutacdes simples. A P@m$b2 da Secédo A.4 afirma que
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gualguer permutacdo pode ser transformada de maneiraaseguuma permutacao simples.
Além disso, segundo a Proposicdo 153 de Hannenhalli e Pef28je dada uma permutacéo
simples7 equivalente a uma permutac@puma sequéncia de transposi¢cdes que ordeéa
equivalente (imita) uma sequéncia de transposi¢des genardcom o mesmo numero de
operacdes. O algoritmo de Elias e Hartman transforma a pga¢é@o em sua entrada em uma
permutacdo simples antes de iniciar a ordenagao por trsigdes.

A.5.1 Resultados de Diametro de Transposicéo

Elias e Hartman [22] discutem o diametro de transposicd@nro geral e para alguns subcon-
juntos do grupo de permutacdes. Eles demonstramq¥ + 1 € um limitante inferior mais
justo para o didmetro de transposicdo. Em seguida, deraangtre| /2| é o valor do diame-
tro de transposicao para permutacdes simples. Finalnenéitores apresentam um limitante
superior para o diametro de transposicao pgparmutacoes.

De maneira semelhante a definicdo do diametro de transposigi@metro de transposicao
de permutagdes simpleenotado pof’DS(n) € o maximo valor del,(r) para qualquer per-
mutacao simples den elementos. Do mesmo modo sé&o definidos o diametro de tragdpos
de 2-permutacdes (denotado pbiD2) e o diametro de transposicao dipermutacdes (deno-
tado por7'D3). Elias e Hartman fazem uma observagéao relevante de qumo tdiametro de
transposicao” ndo é o mais adequado para os conjuntos datpefias simpleg-permutacdes
e 3-permutacdes, pois esses conjuntos Nndo Sao grupos, enstaEmrtpoes mantenham a nomen-
clatura por consisténcia.

A distancia de transposicdo da permutagéo revgrsa—1 ... 1) é |(n — 1)/2] + 1.
Diversos autores [41, 17, 23] conjecturaram que o diametrioashsposicao € igual a distancia
de transposicao da permutacao reversa (excetonpard4 en = 16 na conjectura formulada
por Erksson e al. [23]). Elias e Hartman demonstram que &ctnp baseada na distancia de
transposicao da reversa é falsa.

Proposi¢céo 163Elias e Hartman [22])O didmetro de transposic@g(n) do grupo de permu-
tagBes com: elementos obedece a desigualddde) > | 5] + 1.

O limitante inferior da Proposicédo 163 é satisfeito pelampgacdo reversa paraimpar.
Paran par, os autores demonstram que uma permutacao da forma

7=(043215131211109876141716 15 ... 4i+ 14 4i + 17 4i + 16 4i + 15)

paran = 2 (mod 4) en = 14 4+ 2k (ondek é par €0 < ¢ < k — 1) possui distancia de trans-
posicdo igual dn/2] + 1. A demonstracdo de que permutagdes do formato anteriefaszgim

o limitante inferior envolve uma analise de casos sobre agires de ordenar a permutacao.
Por exemplo, cada um dos interval0s5], [5, 14] e [14, 0] pode ser ordenado separadamente
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ou pode-se utilizar transposi¢cdes que envolvam elememtastervalos distintos. Ao fim da
andlise de todas as maneiras de ordenar a permutacao,aveeifque a permutacdo satisfaz o
limitante inferior.

O diametro de transposicao para permutacdes simples é ddBnpposicdo 164:

Proposicéao 164Elias e Hartman [22])Dado o conjunto de permutacdes simples@étemen-
tos temos'DS(n) = | %].

2

A demonstragéo da Proposicdo 164 consiste em mostrar quetéaaa de transposicao
de qualquer permutacéo obedece al;(7) > [5]| do que decorrd’DS(n) > [%]. Elias
e Hartman demonstram qdeDS(n) < [%] por indugdo em. A demonstragdo do passo
indutivo envolve uma andlise de diversos casos de entretga entre os ciclos dé(r) para
determinar se é possivel reduzir a permutac@uma permutacdo simplespor meio de no
maximom transposicdes tal que + d(7') < |3 ].

A obtencé&o de um limitante superior para o diametro de t@sig@o de3-permutacdes
€ a base para a demonstracdo do algoritp3@5-aproximado. Os autores demonstram que
qualquer3-permutacdo com pelo menos oito ciclos tem uléfreseqijéncia (Proposicao 167).
A demonstracéo desse resultado € realizada em duas etaipasirgmente demonstra-se que
todos os componentes grandes de uAp@rmutacdo possui uni?-seqﬂéncia e em seguida
demonstra-se quepermutacdes com pelo menos oito ciclos e que contenhanagpgempo-
nentes pequenos possuem urhg 8)-sequéncia.

A demonstracdo de que todos os componentes grandes dg-pemnmutacdo possui uma
1—81-seqijéncia exige uma analise de um numero extremamentgegdancasos baseados em
configuracdes do grafo de pontos de quebra. A enumeracaesdssss pode ser realizada de
maneira sistematica se analisado o relacionamento entfigemcdes e subconfiguracdes. As
configurag6es mais bésicas séo as ndo orientadas, conexageds por apenas daiiclos
ndo orientados. H& apenas duas configuracdes desse tipaiaos cruzados nao orientados
ou dois ciclos entrelagcados nao orientados. Qualquer eoa§o nao orientada e conexa pode
ser contruida a partir das duas configuracdes basicas pordaeidicdode um novo ciclo
nao orientado tal que alguma de suas arestas pretas seg@a&rcam algum dos ciclos na
configuracdo. Se é possivel criar uma configurdg@o adicionar um ciclo a uma configuragéo
A, entdoB é chamado de umextensaale A. Qualquer componente pode ser construido por
meio de dois tipos de extensdes chamasldensodes suficiente€l) extensdes que eliminam
(fechama terminologia de Elias e Hartman) um portao aberto e (2nsxktes de configuracdes
completas que criam no maximo um portdo aberto. Configusagde podem ser construidas
por meio de uma série de extensdes suficientes a partir daguragdes basicas sdo chamadas
configuragdes suficientes

Os componentes avaliados pela demonstracdo séao as cogdigsisuficientes de um grafo
de pontos de quebra que contenha nove ciclos. A analise de pag esse tipo de grafo de
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Algoritmo Andlise de Casos

1: Inicie uma fila de configuragcdes com o par de ciclos ndo om@stgue se entrelacam e
com o par de ciclos ndo orientados que se cruzam.
2: while a fila n&o estiver vazido
Remova a primeira configurag&@bda fila.
for all cada extenséo suficieniede A do
if B ndo possui umégl-seqijénciahen
Adicione B a fila.
else
Retorne a sequéncia que ordeha
end if
10:  end for
11: end while

©CeNO R

Figura A.10: Algoritmo para a Andlise de Casos da Demonstragdo do Dianuer Transposigio dg-
Permutacoes.

pontos de quebra envolve cerca8®00 diferente maneiras de ordenar as configuragoes sufi-
cientes. Para avaliar cada um desses casos, Elias e Hag#&jamplementaram um programa
gue se assemelha a uma busca em largura no espacgo de cagos @eseicados. O programa
retorna uma sequéncia de transposicdes que ordena um geglaemma permutacao que cor-
responde a configuracdo suficiente no grafo de pontos deajuglitroposicao 165 sintetiza a
primeira etapa que lida com componentes grandes.

Proposicao 165(Elias e Hartman [22]) Qualquer configuragdo suficiente ndo orientada com
nove ciclos possui um%-seqijéncia.

A Figura A.10 ilustra um algoritmo que realiza a verificac&cdda caso da demontracéo
da Proposicao 165.

Finalizada a demonstracdo para o caso de componentes gyr@ndecessario avaliar 0os
grafos de pontos de quebra contendo apenas componentepsaindo orientados. Com-
ponentes pequenos de um grafo de pontos de quebra que nﬁerpmal—;-seqijéncia séao
chamados deomponentes pequenos ruirSlias e Hartman determinaram com ajuda de um
programa que existem apenas cinco componentes pequen®sCoim o auxilio de outro pro-
grama para determinar as sequéncias que ordenam 0s cortgmreEnautores demonstram o
resultado enunciado na Proposicéo 166.

Proposicao 166Elias e Hartman [22])Qualquer3-permutagdo com pelo menos oito ciclos e
que contenham apenas componentes pequenos ruins possaéi tn-seqiéncia.

A Proposicao 165 e a Proposicao 166 permitem deduzir a Rg&ioos67.
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Proposicao 167(Elias e Hartman [22]) Qualquer3-permutagdo com pelo menos oito ciclos
possui umag--sequéncia.

Para3-permutacdes de elementos, o nimero de ciclos é n/3. Sejag(c) = 11|¢/8] +
|3(¢ mod 8)/2] e define-se uma funcgap (distinta da utilizada por Hartman e Shamir [30])
como:

fle) = { glc)+1 secmod8=1,
g(c) caso contrario.

Os autores demonstram por inducéo £f) que qualquer sequéncia de transposi¢des que
ordena uma&-permutagao por meio d%-seqijéncias até a permutacdo possuir menésctde
clos e por meio dé3, 2)-sequéncias a partir disso utiliza no méxirh@) transposicdes. O
limitante superior para o diametro de transposi¢cag-germutacdes é enunciado na Proposi-
cao 168.

Proposicdo 168Elias e Hartman [22])T'D3(n) < f(3).

A.5.2 Algoritmo 1,375-Aproximado

O novo algoritmo de ordenacéo por transposi¢cdes com fatapaeimacad ,375 é mostrado
na Figura A.11.

O algoritmoEliasHartmanSorimostrado na Figura A.11 consiste em primeiramente trans-
formar uma permutacao qualquer na entrada em uma permwsagales que mantenha o limi-
tante inferior da distancia de transposicao. O segund® pksalgoritmo € eliminar o2-ciclos
por meio de2-movimentos como garantido pela Proposicao 154 da SecaoApds a elimi-
nacao de todos d&ciclos, a permutacao resultante € utapermutacdo. Todos dsciclos
restantes no grafo de pontos de quebra sdo marcados. Paaeld de B(r) verifica-se se
o ciclo é orientado ou ndo. Se o ciclo é orientado entdo exisge2-movimento atuante sobre
0 mesmo, caso contrario o ciclo € estendido por oito vezesntaeconfiguracdo grande foi en-
contrada entdo aplica-se urfaseqiiéncia. Caso contrario, temos um componente pequeno. S
for possivel aplicar um%-seqﬂéncia, entdo a aplicamos, senao todos os ciclos dmceme
pequeno sdo desmarcados. Apds o fim do lago sbbiglos marcados, o grafo contém apenas
componentes pequenos ruins. Enquanto o grafo contivenpahos oito ciclos, aplica-se uma
%-seqijéncia. Quando o grafo contiver menos @éclos, aplica-se umés, 2)-sequiéncia até
gue todos os-ciclos tenham sido eliminados. Finalmente, as transpesique ordenaram a
transposicao simples séo transformadas em transposigdialentes na permutacgéo original
na entrada do algoritmo.

Proposicédo 169Elias e Hartman [22])O algoritmoEliasHartmanSoré um algoritmo de fator
de aproximagaad,375 para o problema de ordenacao de permutacdes por transposigeu
tempo de execucdo@(n?), onden é o nimero de elementos.
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29:
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Algoritmo EliasHartmanSort()

Transforme a permutac&oem sua permutacao simples equivalen{@roposicao 152)
while B(7) contiver um2-ciclo do
Aplique um2-movimento (Proposigéo 154)
end while
Marque todos 08-ciclos da3-permutacao resultante
while B(7) contiver um3-ciclo marcadd” do
if C' é orientaddhen
Aplique um2-movimento atuante sobre as arestag'de
else
Tente estender suficientemente o ciCloito vezes
if Uma configuracdo grande € atingitian
Aplique uma%-seqUéncia (Proposicao 165)
else{Trata-se de um componente pequeno}
if E possivel aplicar um& -seqtiénciahen
Aplique-a
else
Desmarque todos os ciclos no componente
end if
end if
end if

: end while

{A permutacao resultante contém apenas componentes pex|juens}
while A permutagé&o contiver pelo men®giclosdo
Aplique umal—sl-seqijéncia (Proposicao 166 )
end while
while A permutacéo resultante contiver waticlo do
Aplique uma(3, 2)-sequéncia (Proposigéo 162)
end while
Transforme a seqiiéncia de transposi¢cdes que orderagamuma seqiéncia de transposi-
¢Oes que ordenem (Proposicéo 153)
return A sequéncia de transposices que ordena

Figura A.11: Algoritmo de Elias e Hartman para o problema de Ordenagad orsposigdes. O algoritmo
consiste primeiramente em encontrar uma permutacdo sreplévalente a permutagéo da entrada. Apos isso,
0s2-ciclos da permutacgdo simples s&o eliminados por mei>m@vimentos, restando apergsiclos no grafo

de pontos de quebra, que sdo marcados3-@slos orientados sdo eliminados gemovimentos, enquanto 0s
3-ciclos ndo orientados séo estendidos até ser atingido anfguaracao grande ou um componente pequeno. Se
0 componente ou configuragéo contiver u&gaseqijéncia entéo essa sequiéncia € aplicad8-diz$os restantes
s8o eliminados por meio de unt& 2)-sequéncia.
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A.5.3 Relacédo entre Configuracdes e Grafos de Pontos de Quabr

Dois resultados que se referem ao relacionamento entregaosfbes e grafos de pontos de
guebra s&o demonstrados por Elias e Hartman. O primeirdtadeypermite testar se uma
configuracdo descreve um grafo de pontos de quebra. O segesultado implica que uma
configuracdo descreve um componente se e somente se elavdesor grafo de pontos de
guebra.

Dado um grafo de pontos de queld#ér) o grafo de pontos de quebra complementtr)
é formado pela substituicdo da aresta pigta- (I,,,7.,_,) pela aresta preta complementar
b; = (I.,,7x,) para cadd. O grafo de pontos de quebra complementar intuitivamerde ger
obtido por meio de uma transformacao que move todas as apstas no diagrama de uma
posicdo em sentido horario na circunferéncia do diagrareanneira semelhante, define-se a
configuracdo complementar de uma configuraca0 por meio do movimento de uma posicéo
no sentido horéario de todas as aresta pretas dos ciclos figuagéo.

Proposicao 17QElias e Hartman [22])Uma configuracdo é um grafo de pontos de quebra se
e somente se a configuracdo complementar € um grafo haraiitmni

A Proposicao 170 permite identificar se uma configuracéo érafo de pontos de quebra.

Proposicao 171(Elias e Hartman [22]) Se C' € um subgrafo induzido por um componente
em um grafo de pontos de quebB{r), entdo a configuracdo complementaé um grafo
hamiltoniano.

As Proposicdes 170 e 171 implicam que uma configuracéo é urpatente se e somente
se ela descreve um grafo de pontos de quebra.

A.5.4 Discussao

Elias e Hartman [22] tiraram proveito do conceito de permiga simples para analisar os
diversos padrbes de configuracfes desse tipo de permuRBm@ameio de uma andlise assistida
por computador de um nimero grande de casos, 0S autoregyuase encontrar umégl-
sequéncia de transposi¢des que ordena determinadas cagdigs de uma permutagéo simples
(mais especificamente de uBgpermutacao). Esse resultado permitiu determinar umdimet
superior para o diametro de transposicas-gpermutacdes e também foi utilizado para obter um
fator de aproximacédo de375 para um algoritmo de ordenagao por transposi¢oes. Um estudo
mais elaborado dos diversos tipos de configuracéo do gragfortdes de quebra pode contribuir
para a obtencdo de melhorias no fator de aproximacao dogonabbu sugerir semelhancas
com estruturas combinatodrias de problemas-dificeis e permitir uma classificacdo segundo
a complexidade de tempo de execucéo do problema de ordepactiansposicoes.
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