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Resumo

O sucesso na obtenção de cadeias completas de DNA de alguns organismos tem incentivado a
busca de novas técnicas computacionais capazes de analisaresse montante de informação para
aplicá-lo na descoberta de novos remédios, aumento da produção de alimentos e investigação
do processo de evolução dos seres vivos, entre outras aplicações.

A comparação de seqüências de DNA (ou RNA) de diferentes espécies é uma das técnicas
importantes para desvendar novas propriedades biológicas. Uma das maneiras de se comparar
dois genomas é analisar como os dois se distinguem com base emcertas mutações chamadas
eventos de rearranjo em genomas. Nessa técnica de comparação, um genoma é modelado como
uma seqüência de regiões que são conservadas em um conjunto de genomas. O problema de
rearranjos em genomas consiste genericamente em encontrar, dados dois genomas como en-
trada e um conjunto de tipos de eventos de rearranjo permitidos, uma seqüência mínima de tais
eventos de rearranjo que transforme um genoma em outro.

No formalismo clássico de rearranjos em genomas, um genoma tem sido modelado como
um conjunto de seqüências de inteiros. Cada número inteiro representa um gene e o seu si-
nal representa a orientação do gene no genoma. O problema de rearranjos em genomas nesse
modelo é analisado de forma geral por meio de diversos diagramas e grafos que representam
certas propriedades do par de genomas na entrada do problema. Neste trabalho, usamos um
novo modelo para rearranjos em genomas proposto por Meidanis e Dias [39]: oformalismo al-
gébrico. Em vez de se basear na análise de diagramas, o formalismo algébrico usa permutações
na modelagem de genomas e, principalmente, utiliza resultados de grupos de permutações para
analisar as propriedades de genomas e os efeitos de eventos de rearranjo.

A motivação para o desenvolvimento do formalismo algébricoé a possibilidade de forma-
lização de argumentos sobre rearranjos por meio de métodos algébricos, em vez da utilização
de recursos gráficos como é feito no formalismo clássico. Esperamos que, por meio do desen-
volvimento de um novo formalismo para o tratamento de problemas de rearranjos em genomas,
algoritmos mais eficientes para a resolução desses problemas, ou maneiras mais simples de
demonstrar alguns dos resultados clássicos na área sejam encontrados com maior facilidade.

Nesse trabalho, apresentamos duas soluções simples e eficientes derivadas diretamente do
formalismo algébrico para dois problemas de rearranjos em genomas (o problema de rearranjos
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em genomas por intercâmbio de blocos e reversões com sinais eo problema de rearranjo em
genomas por fissões, fusões e reversões com sinais). Também discutimos e propomos um algo-
ritmo polinomial para o problema de rearranjos em genomas por transposições generalizadas.
Acreditamos que o sucesso na solução desses problemas possaser estendido para outros proble-
mas de rearranjos em genomas com a consolidação dos conceitos fundamentais do formalismo
algébrico.

Esperamos com essa tese convencer o leitor de que o formalismo algébrico é um modelo
representativo e poderoso para tratar genomas compostos por cromossomos circulares e ao li-
dar com a atribuição de pesos a eventos de rearranjo. Por outro lado, não defendemos que o
formalismo clássico seja simplesmente substituído pelo formalismo algébrico. Ambos os for-
malismos podem ser beneficiados por um processo semelhante,porém em menor escala, ao
sucesso do desenvolvimento da Geometria Analítica e da Geometria Tradicional.
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Abstract

The success in obtaining complete sequences of DNA of some species has encouraged the se-
arch for new computational techniques for the analysis of such huge amount of information.
One hopes that the results of this research could be applied for the development of new medici-
nes, increasing food crops productivity, better understanding of the evolutionary process in live
beings, among other applications.

One technique for the genome analysis is the comparison of DNA (or RNA) sequences
from different species. Such a comparison may reveal the similarities and differences between
the genomes, which could be used in phylogeny reconstruction for instance. Two genomes
can be compared by the analysis of their differences based onmutational events called genome
rearrangements. The genome rearrangement problem (also called a sorting problem) consists of
finding a minimum sequence of rearrangement events that transforms one genome into another
and the number of rearrangement events in the sequence is called the genomic distance.

In the classical formalism for genome rearrangements, a genome is usually modeled by a set
of sequences of integers. Each integer represents a gene andits sign stands for the orientation of
the gene in the genome. The genome rearrangement problem in this model is analyzed generally
with tools such as diagrams and graphs that convey the properties of the genomes in the problem
input. We use instead a new model for genome rearrangements proposed by Meidanis and
Dias [39]: thealgebraic formalism. Instead of being based on the analysis of diagrams, the
algebraic formalism uses permutations to model genomes andthe results from permutation
group theory for the analysis of the properties of genomes and the effects of rearrangement
events.

The motivation for the development of the algebraic formalism is the possibility of stating
arguments more formally by means of algebraic methods than by using graphical resources as
the classical formalism does. We hope that more efficient algorithms for genome rearrangement
problems or simpler proofs for classical results in the areawill be more easily found due to the
development of a new formalism.

We present a simple, efficient solution based on the algebraic formalism for two genome
rearrangement problems (the problem of genome rearrangements by block-interchanges and
signed reversals and the problem of genome rearrangements by fissions, fusions, and signed
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reversals). We also discuss and offer a solution for the problem of genome rearrangements by
generalized transpositions. We believe that the success insolving those genome rearrangement
problems could be extended to other problems by consolidating the fundamental concepts of
the algebraic formalism.

We hope that the reader will be convinced that the algebraic formalism is representative
and powerful in dealing with circular chromosomes and modeling the assignment of weights
to rearrangement events. On the other hand, we do not argue infavor of a substitution of the
classical formalism by the algebraic formalism. Both of these formalisms could profit by a
similar, even though on a smaller scale, success of the development of the Analytic Geometry
and the Traditional Geometry.
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Capítulo 1

Introdução

Os avanços obtidos no sequenciamento de macromoléculas (ácidos nucléicos e proteínas) nas
últimas décadas nos permitiram encontrar as seqüências de genomas completos de diversos or-
ganismos [1, 18, 54]. O sucesso obtido nesse empreendimentocientífico incentivou a busca
por novas técnicas computacionais que fossem capazes de analisar a grande quantidade de da-
dos obtidos dessas seqüências visando a obtenção de informações que sejam relevantes para
a pesquisa biológica. Por exemplo, uma compreensão melhor da maneira de se comparar ge-
nomas pode trazer à luz novas hipóteses evolutivas, um melhor entendimento do processo de
especiação e destacar as distinções e similaridades entre genomas de espécies distintas [51].

Um dos métodos de análise de genomas é o de comparação de cadeias de DNA (ou RNA)
de espécies distintas a partir da qual é possível identificarsuas diferenças e similaridades, o que
pode ser usado na reconstrução de filogenias. A análise das diferenças entre espécies provocada
por eventos de rearranjo em genomas é a técnica mais adequadaquando ocorrerem nos geno-
mas eventos de mutação de grandes blocos de bases, ao contrário de operações pontuais sobre
as bases [48, 50]. O problema de rearranjo em genomas (tambémchamado de problema da or-
denação) consiste em encontrar uma seqüência mínima de eventos de rearranjo que transforme
um genoma em outro e o número mínimo de tais eventos de rearranjo na seqüência é chamado
de uma distância genômica.

Os eventos de rearranjo em genomas mais estudados na literatura são reversão, transpo-
sição, intercâmbio de blocos, fusão, fissão e translocação devido aos interessantes problemas
combinatórios definidos a partir dessas operações, bem comoao aparecimento freqüente des-
ses eventos de rearranjo na evolução de alguns genomas. Os eventos de duplicação e deleção
possuem grande interesse prático do ponto de vista biológico, mas a investigação desses even-
tos não tem sido tão acentuada como os demais eventos de rearranjo devido a ausência de um
formalismo que permite integrar esses tipos de eventos de rearranjo aos tipos anteriores. A dis-
tância de reversão pode ser calculada por meio de um algoritmo de tempo de execução linear de
Bader, Moret e Yan [4]. O primeiro algoritmo polinomial (tempo de execuçãoO(n4), onden é
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2 Capítulo 1. Introdução

o número de genes no genoma) exato para obter uma seqüência dereversões que transforma um
genoma em outro foi obtida por Hannenhalli e Pevzner [29]. Baseados neste algoritmo, Ber-
man e Hannenhalli [10] apresentaram um algoritmo com complexidade de tempoO(n2α(n)),
ondeα(n) é a inversa da função de Ackermam. Diversas simplificações nateoria que descreve
rearranjos em genomas por reversões resultaram em melhorias no tempo de execução do pro-
blema de encontrar a seqüência de reversões que transforma um genoma em outro. Kaplan,
Shamir e Tarjan [32] propuseram um algoritmo que executa em tempoO(n2), Bergeron [8]
simplificou a teoria envolvendo reversões e ofereceu um algoritmo de tempo de excuçãoO(n3)

e Tannier e Sagot [56] utilizaram uma estrutura de dados projetada por Kaplan e Verbin [33]
para projetar um algoritmo cujo tempo de execução éO(n

√
n log n). Se a orientação dos genes

for desconsiderada, isto é, se as reversões não alterarem a orientação dos genes, então o pro-
blema de rearranjos em genomas por reversões éNP -difícil [15]. Hannenhalli e Pevzner [28]
apresentam um algoritmo de tempo polinomial para resolver um problema envolvendo translo-
cação, fusão e fissão em genomas multicromossomais. Hannenhalli e Pevzner [28] pensaram
ter encontrado um algoritmo para o problema de rearranjos envolvendo reversões com sinais e
translocações por meio da redução desse problema ao problema de rearranjos em genomas por
reversões com sinais, porém Ozery-Flato e Shamir [49] demonstraram que aquele algoritmo
falha em determinadas circunstâncias e propuseram uma correção para o algoritmo. Dias e
Meidanis [20] apresentaram um algoritmo polinomial para o problema de rearranjo em geno-
mas por fusões, fissões e transposições. Hannenhalli [26] apresentou um algoritmo polinomial
para encontrar uma seqüência de translocações que transforme um genoma em outro, no en-
tanto Bergeron, Mixtacki e Stoye [9] encontraram um erro nesse algoritmo e propuseram um
algoritmo de tempo de execuçãoO(n3) para resolver o problema. Li e colegas [35] apresen-
taram um algoritmo de tempo de execução linear para determinar a distância de translocações
entre dois genomas. Uma seqüência de translocações que transforme um genoma em outro
pode ser encontrada em tempo de execução quadrático [59], noentanto se restringirmos as
operações a translocações que não alterem a orientação dos genes então o problema torna-se
NP -difícil [62]. Yancopoulos e colegas [61] ofereceram um algoritmo de tempo de execução
para o problema de rearranjos em genomas envolvendo translocações, reversões com sinais e
intercâmbios de blocos por meio de uma redução desses eventos de rearranjo a operações mais
simples (cortes duplos e junções).

A pesquisa no problema de determinar a distância de transposição entre dois genomas resul-
tou em diversos algoritmos aproximativos. Bafna e Pevzner [5, 7] apresentaram um algoritmo
aproximativo quadrático para o problema de transposição que possui um fator de aproximação
de 1,5 e complexidade quadrática, entretanto esse algoritmo é considerado muito complexo.
Christie [17] propõe um outro algoritmo com o mesmo fator de aproximação de1,5, mas com
complexidadeO(n4). Erikssonet al. [23] projetaram um algoritmo que ordena qualquer cro-
mossomo com no máximo⌊(2n − 2)/3⌋ transposições. Hartman e Shamir [30] apresentaram
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um algoritmo aproximativo de fator1,5 e tempo de execuçãoO(n
√

n log n) pois utiliza a estru-
tura de dados desenvolvida por Kaplan e Verbin [33]. Elias e Hartman [22] apresentaram um
algoritmo de tempo de execução quadrático e fator de aproximação1,375. Aigner e West [2] e
Jerrum [31] apresentaram variantes do problema de rearranjos em genomas por transposições
que podem ser resolvidas em tempo de execução polinomial, respectivamente o problema en-
volvendo transposições que desloquem um bloco que contenhaapenas o primeiro gene de um
cromossomo linear e o problema envolvendo transposições cujos blocos a serem movidos são
dois genes adjacentes apenas. Meidanis, Walter e Dias [41] e, de forma independente, Chris-
tie [17] calcularam a distância de transposição entre uma permutação e sua inversa. Dias e
Meidanis [21] propuseram um algoritmo para o problema de rearranjo em genomas por trans-
posições de prefixo, ou seja, transposições que movem um bloco contendo o primeiro gene
de um cromossomo linear. Fortuna e Meidanis [25] apresentaram um algoritmo para ordenar
a permutação reversa por transposições de prefixo e apresentaram um novo limitante superior
para esse problema de rearranjo em genomas. Christie [16] também propôs e ofereceu um al-
goritmo de tempo de execução quadrático para o problema de ordenação por intercâmbio de
blocos em genomas — um problema que pode ser visto como uma generalização do problema
de transposição. Lin e colegas [37] propuseram um outro algoritmo de tempo de execução
quadrático para o problema de rearranjos em genomas por intercâmbio de blocos usando um
formalismo algébrico como modelo para genomas. O problema de ordenação por transposições
até o momento não pôde ser classificado adequadamente quantoa sua complexidade de tempo
de execução. Não sabemos se o problema de ordenação por transposições éNP -difícil ou se
existe um algoritmo de tempo de execução polinomial que o resolve.

No formalismo clássico de rearranjos em genomas, um genoma tem sido modelado como
um conjunto de seqüências de inteiros. Cada número inteiro representa um gene e o seu sinal re-
presenta a orientação do gene no genoma. O problema de rearranjos em genomas nesse modelo
é analisado por meio de diversos diagramas e grafos que representam certas propriedades do par
de genomas na entrada do problema. Pelo contrário, usamos umnovo modelo para rearranjos
em genomas proposto por Meidanis e Dias [39]: oformalismo algébrico. Ao invés de basear-se
na análise de diagramas, o formalismo algébrico usa permutações na modelagem de genomas
e, principalmente, utiliza resultados de grupos de permutações para analisar as propriedades de
genomas e os efeitos de eventos de rearranjo. A própria teoria de permutações foi estendida
com conceitos como norma e divisibilidade, que até onde sabemos eram desconhecidos, para
adequar-se ao estudo de genomas. Neste trabalho, definimos um novo conceito, o da3-norma,
útil no estudo de problemas com transposições e afins.

A motivação para o desenvolvimento do formalismo algébricoé a possibilidade de formali-
zar argumentos sobre rearranjos por meio de métodos algébricos ao invés de utilizar de recursos
gráficos como é feito no formalismo clássico. Por exemplo, Bergeron [8], para demonstrar um
resultado fundamental do formalismo clássico a respeito doefeito de reversões em um deter-
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minado diagrama, descreve informalmente o efeito de uma reversão e baseia-se fortemente em
uma figura para ilustrar o seu argumento (a autora menciona que “a picture is worth a thou-
sand words”). Esperamos que, por meio do desenvolvimento deum novo formalismo para o
tratamento de problemas de rearranjos em genomas, algoritmos mais eficientes para a resolução
desses problemas ou maneiras mais simples de demonstrar alguns dos resultados clássicos na
área sejam encontrados com maior facilidade.

Definimos algumas características comuns que um problema derearranjo em genomas deve
possuir e que nos permite aplicar uma estratégia gulosa parasolucioná-lo. Apresentamos uma
nova estrutura de dados baseada na representação de genomaspor permutações. Essa estru-
tura de dados e a aplicação da estratégia gulosa permite a obtenção de uma solução simples e
eficiente para dois problemas de rearranjos em genomas (o problema de rearranjos em geno-
mas ponderado por intercâmbio de blocos e reversões com sinais e o problema de rearranjo em
genomas ponderado por fissões, fusões e reversões com sinais). Também analisamos alguns
aspectos sobre o limitante inferior do problema de rearranjo em genomas por transposições e
apresentamos alguns resultados sobre o grafo formado por umconjunto de genomas (grafo de
transposições boas). Além disso, propomos uma solução parao problema de rearranjos em
genomas ponderado por transposições generalizadas. Acreditamos que o sucesso na solução
desses problemas possa ser estendido para outros problemasde rearranjo em genomas com a
consolidação dos conceitos fundamentais do formalismo algébrico. A pesquisa de um novo
formalismo para representar genomas e eventos de rearranjopode levar a identificação de no-
vas propriedades que não estavam explícitas no formalismo clássico e a novos algoritmos mais
eficientes. Os formalismos clássico e algébrico provavelmente possuem o mesmo poder de re-
presentação de problemas de rearranjo em genomas, embora cada um desses formalismos possa
ter vantagens específicas em diferentes circunstâncias, por exemplo ao se modelar cromosso-
mos lineares ou circulares. Pretendemos com essa tese contribuir para demonstrar algumas
das vantagens do formalismo algébrico sobre o formalismo clássico em determinados proble-
mas e fundamentar as bases sobre as quais novas pesquisas sobre o relacionamento entre esses
formalismos possam ser realizadas.

No Capítulo 2 apresentamos o formalismo clássico e como os problemas de rearranjo envol-
vendo reversões com sinais e transposições são tratados poresse formalismo. Apresentamos no
Capítulo 3 os conceitos algébricos fundamentais que são necessários para modelar genomas e
eventos de rearranjo. Apresentamos o conceito de permutações e algumas de suas propriedades
fundamentais. Divisibilidade, os efeitos de produtos de ciclos, conjugação e norma são tratados
a seguir. Além disso, mostramos como modelar genomas por meio de permutações em sua
representação como produto de ciclos. Apresentamos a modelagem de alguns eventos de rear-
ranjo em genomas e a abordagem de problemas de rearranjo em genomas quando representados
pelo formalismo algébrico. Por último, discutimos a estratégia gulosa mencionada anterior-
mente para problemas de rearranjo em genomas. O Capítulo 4 trata de uma nova estrutura de
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dados que projetamos para modelar genomas em um problema de rearranjo em genomas. Dis-
cutimos as operações básicas permitidas pela nova estrutura de dados e como ela pode ser usada
para lidar com o caso no qual os genes são representados com osseus próprios nomes em um
genoma. No Capítulo 5 apresentamos soluções para três problemas de rearranjo em genomas
por meio do formalismo algébrico. Discutimos primeiramente o limitante inferior do problema
de rearranjo por transposições e apresentamos algumas propriedades fundamentais do grafo de
transposições boas. Em seguida, apresentamos um algoritmolinear para encontrar uma seqüên-
cia de transposições generalizadas que transforme um genoma em outro. Apresentamos um
algoritmo de tempo de execução quadrático para o problema derearranjo por intercâmbio de
blocos e reversões com sinais e outro algoritmo de tempo de execução linear para o problema
envolvendo fusões, fissões e reversões com sinais. Sumarizamos os nossos resultados no Capí-
tulo 6. Segue no apêndice desse trabalho uma revisão bibliográfica de resultados importantes
da teoria de rearranjo em genomas.

Adotaremos a convenção de chamar de “proposições” aos resultados cujas demonstrações
não são dadas aqui, mas podem ser encontradas nas referências, de “lemas” aos resultados
auxiliares demonstrados e de “teoremas” aos resultados demonstrados mais relevantes.





Capítulo 2

Formalismo Clássico

O genoma de uma espécie é o conjunto de macromoléculas que sãoresponsáveis por codificar
toda a informação necessária para construir as proteínas e outros produtos usados no metabo-
lismo de um organismo [53, 34]. Essas macromoléculas são ácidos nucléicos. Muitos seres
vivos codificam a informação para a construção de proteínas em algumas moléculas de ácido
desoxirribonucléico (DNA em inglês) chamadoscromossomos. O DNA é uma cadeia com-
posta por duasfitas. Cada fita é uma seqüência de unidades básicas compostas por um açúcar
(desoxirribose), um fosfato e umabase: adenina (A), guanina (G), citosina (C) e timina (T).
A estrutura dessas unidades básicas induz umaorientaçãona cadeia de DNA. As duas fitas
do DNA, que obedecem a uma estrutura de dupla hélice, são mantidas juntas pelas conexões
(pontes de hidrogênio) entre os pares de bases: A – T e C – G. As bases A e T, bem como
C e G, são chamadasbases complementaresentre si. Umgeneé um segmento, não necessa-
riamente contínuo, em uma das fitas do DNA que codifica informação para a construção de
uma proteína. As fitas de um cromossomo sãocomplementares reversas, isto é, os genes que
pertencem a mesma fita possuem a mesma orientação, enquanto os genes pertencentes a outra
fita possuem orientações opostas à da primeira. Um genoma contendo apenas um cromossomo
é chamadounicromossomal, caso contrário é chamadomulticromossomal. Cada cromossomo
pode ser visto como uma seqüência de genes quando é umcromossomo linear, ou seja, com
duas extremidades; ou uma lista circular de genes, quando o cromossomo é umcromossomo
circular, ou seja, sem extremidades, uma cadeia circular.

O genoma pode sofrer alterações causadas pormutaçõesou recombinações. Uma mutação
é uma modificação em uma pequena região no nível das bases do cromossomo. Por exemplo,
mutações podem alterar uma base, inserir uma nova base ou removê-la da cadeia. Uma recom-
binação envolve a mudança de uma grande região de um cromossomo, geralmente envolvendo
diversos genes. Recombinações podem causar, por exemplo, aduplicação, inserção, alteração
de orientação, remoção ou movimento em outras posições do cromossomo de segmentos de
genes.

7
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Uma das técnicas mais importantes para a reconstrução de filogenias e proposição de novas
hipóteses evolutivas é a comparação de genomas. Uma técnicabem estabelecida para a com-
paração de dois genomas é oalinhamento de seqüênciasque consiste em encontrar adistância
de edição ponderadaentre dois cromossomos [53]. No problema de alinhamento de seqüên-
cias, um cromossomo de um genoma é visto como uma cadeia de caracteres sobre o alfabeto
de bases{A, C, G, T} e supõe-se que há apenas inserções, deleções e substituições de bases
como eventos de mutação. Por outro lado, alguns trabalhos embiologia molecular [48, 50]
demonstraram que o alinhamento em seqüências não é sempre a técnica mais adequada para o
problema de comparação de genomas porque há genomas na natureza que se distinguem mais
entre si devido aos eventos de recombinação do que aos eventos de mutação. Um exemplo da
relevância das recombinações na diferenciação de genomas foi a descoberta de que os geno-
mas mitocondriais deBrassica oleracea(repolho) eBrassica campestris(nabo) possuem genes
quase idênticos, porém tais genes aparecem em ordens bem distintas em cada genoma [50].
Chamaremos a esses eventos de recombinação deeventos de rearranjoem genomas. Eventos
de rearranjo em genomas parecem ser raros em algumas espécies [28], logo a análise desse tipo
de evento seria mais apropriada para a comparação de genomasde espécies que possuem um
ancestral comum distante no tempo de evolução como é o caso dos genomas do homem e do
rato por exemplo [48].

A análise de eventos de rearranjo em genomas foca a comparação das posições e orientações
dos mesmos genes em diversos genomas distintos. Assumindo-se que a evolução segue um
cenário parcimonioso, isto é, os eventos seriam tão raros que dificilmente ocorreriam eventos
de rearranjo repetidos ou “retornos” a genomas passados, estamos interessados em, dados dois
genomas e os tipos de eventos de rearranjo permitidos, encontrar uma seqüência mínima de tais
eventos de rearranjo que transformem um genoma em outro. Esse é oproblema de rearranjo
em genomas. O número mínimo de eventos de rearranjo que transforma um genoma em outro é
chamado dedistância genômica. A distância genômica pode ser usada por exemplo como um
parâmetro em reconstrução de filogenias [12].

Alguns exemplos de eventos de rearranjo são as reversões comsinais e transposições. Uma
reversão com sinais inverte a ordem e a orientação de uma seqüência contígua de genes, en-
quanto uma transposição move uma seqüência de genes para outra posição no mesmo cro-
mossomo. Na Figura 2.1, podemos observar o efeito de uma reversão com sinais e de uma
transposição sobre um genoma contendo um único cromossomo.

O formalismo clássico introduzido por Hannenhalli e Pevzner [27] modela um genoma en-
fatizando a visão do genoma como um conjunto de cromossomos ecada cromossomo como
uma seqüência de genes. Umgeneé identificado por um inteiro cujo sinal indica a orientação
do gene. Osn genes encontrados em um genoma são representados pelo conjunto de inteiros
SE(n) = {−n, . . . , −2, −1, +1, +2, . . . , +n}. Um cromossomoé uma função, cha-
madapermutação com sinais, que mapeia umaposiçãodo conjunto{1, 2, . . . , n} em um
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Figura 2.1:Exemplo de uma reversão com sinais e uma transposição, onde cada número inteiro representa um
gene (ou um marcador). (a) A reversão com sinais inverte a ordem e modifica a orientação de uma seqüência de
genes. Os genes modificados são sublinhados na figura. (b) Umatransposição move uma seqüência de genes para
uma posição imediatamente anterior a um certo gene como indicado pela flecha. O mesmo evento pode ser descrito
como a troca de lugar de duas seqüências adjacentes de genes.

gene emSE(n) naquela posição no cromossomo. Para um cromossomoπ, o gene encontrado
na posiçãoi é denotado porπi. O formalismo clássico assume em sua representação de ge-
nomas que um cromossomo é linear. Para que um cromossomo circular possa ser modelado
pelo formalismo clássico, ele dever ser aberto entre dois genes adjacentes que são escolhidos
para serem as extremidades do cromossomo. Um cromossomo linear possui duas representa-
ções equivalentes [28]:π = [π1, . . . , πn] e −π = [−πn, . . . , −π1]. Um genomaé um
conjunto de cromossomos. Dado o genomaΠ = {π(1), . . . , π(N)} contendoN cromossomos,
existem2N maneiras distintas de representar este genoma baseada nas duas representações de
cromossomos.

Exemplo 1. Dado o conjunto de genesSE(10) = {x ∈ Z | 1 ≤ |x| ≤ 10}, um exemplo de
genoma com esses genes éΠ = {π, θ} onde

π = [+1, −6, +4, −3, +2]

e

θ = [+7, −5, +10, −9, +8]

são os cromossomos deΠ.

Em problemas de rearranjo em genomas cujos genomas são unicromossomais e os eventos
de rearranjo envolvidos não criam nem removem cromossomos,costuma-se simplificar a nota-
ção do genoma usando-se apenas uma das representações equivalentes do único cromossomo
como modelo para o genoma. Nessa apresentação do formalismoclássico, nos concentraremos
na exposição dos problemas de rearranjo cujos genomas na entrada são unicromossomais.
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2.1 Reversões com Sinais

Umareversão com sinaisρ(i, j), para1 ≤ i ≤ j ≤ n, é o evento de rearranjo que transforma o
genoma

π = [π1, π2, . . . , πi−1, πi, . . . , πj−1, πj , πj+1 . . . , πn]

no genoma

πρ(i, j) = [π1, π2, . . . , πi−1, −πj , . . . , −πi, πj+1, . . . , πn].

Exemplo 2. Sejaπ = [+1, −5, +4, −3, +2] um genoma. A reversão com sinaisρ(3, 4)

inverte a ordem e modifica a orientação dos elementosπ3 eπ4:

[+1, −5, +4, −3, +2]ρ(3, 4) = [+1, −5, +3, −4, +2]

Dados dois genomasπ eσ, o problema de rearranjo em genomas por reversões com sinais
consiste em encontrar uma seqüência de reversões com sinaisρ1, ρ2, . . . , ρk tal que

πρ1 . . . ρk−1ρk = σ

e k é mínimo. Chamamos o número mínimok de reversões na seqüência dedistância de
reversão com sinaisdeπ aσ, denotada pordr(π, σ).

Dado o genomaπ, oproblema de ordenação por reversões com sinaisconsiste em encontrar
uma seqüência mínima de reversões com sinaisρ1, ρ2, . . . , ρk tal que

πρ1 . . . ρk−1ρk = [1, 2, . . . , n].

Chamamos o número mínimok de reversões na seqüência dedistância de reversão com sinais
deπ, denotada pordr(π).

Exemplo 3. Dados os genomasπ eσ abaixo para um conjunto de genesSE(5):

π = [+1, −5, +4, −3, +2] e σ = [+1, +2, +3, +4, +5].

Mostramos uma seqüência de reversões com sinais que transformam o genomaπ no genoma
σ.

Os passos da seqüência de reversões com sinais são mostradosa seguir:

πρ(5, 5) = [+1, −5, +4, −3, −2]

πρ(5, 5)ρ(3, 3) = [+1, −5, −4, −3, −2]

πρ(5, 5)ρ(3, 3)ρ(2, 5) = [+1, +2, +3, +4, +5]

Para um dado genomaπ, umareversão com sinais ordenante, é uma reversão com sinaisρ

tal quedr(πρ) = dr(π) − 1.
SejaGen(SE(n)) o conjunto de genomas definidos paraSE(n). O valor máximo dedr(π)

para qualquerπ ∈ Gen(SE(n)) é chamado dediâmetro de reversão com sinaise o denotamos
pordr(n).
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2.2 Transposições

Umatransposiçãoτ(i, j, k), para1 ≤ i < j < k ≤ n+1, é o evento de rearranjo que transforma
o genoma

π = [π1, . . . , πn],

no genoma

πτ(i, j, k) = [π1, . . . , πi−1, πj, . . . , πk−1, πi, . . . , πj−1, πk, . . . , πn].

Observe que transposições podem ser vistas como permutações como segue-se.

τ(i, j, k) = [1, . . . , i − 1, j, . . . , k − 1, i, . . . , j − 1, k, . . . , n].

para1 ≤ i < j < k ≤ n + 1.

Dados dois genomas e um conjunto de genes sem sinais (i.e. coma mesma orientação)π eσ,
o problema de rearranjo em genomas por transposiçõesconsiste em encontrar uma seqüência
de transposiçõesτ1, τ2, . . . , τk tal queπτ1 . . . τk−1τk = σ e k é mínimo. Chamamos ao valor
mínimok dedistância de transposiçãodeπ paraσ, denotada pordt(π, σ).

Dado um genoma no conjunto de genes sem sinaisE(n) = {1, . . . , n}, o problema de
ordenação por transposiçõesconsiste em encontrar uma seqüênciaτ1, . . . , τk de transposi-
ções que transformem um genomaπ em [+1, . . . , +n] e k é mínimo. O número mínimo de
transposiçõesk é chamado dedistância de transposiçãodeπ e é denotado pordτ (π).

Para um dado genomaπ, umatransposição ordenanteé uma transposiçãoτ tal quedt(πτ) =

dt(π) − 1.

Denotamos pordt(n) o diâmetro de transposiçãodeGen(E(n)), que é a máxima distância
de transposiçãodτ (π) para todoπ ∈ Gen(E(n)).

Em um cenário evolutivo, diferentes tipos de rearranjo em eventos podem ocorrer em uma
seqüência de eventos de rearranjo que transformam um genomaem outro. Logo, é natural pro-
curar por seqüências de eventos de rearranjo que transformem um genoma em outro usando
um número mínimo de eventos de rearrranjo de tipos distintos. Por exemplo, poderíamos con-
siderar reversões com sinais e transposições como eventos de rearranjos possíveis. Dados os
genomasπ e σ e um conjunto de genes, oproblema de rearranjo em genomas por reversões
com sinais e transposiçõesconsiste em encontrar uma seqüência de eventosρ1, ρ2, . . . , ρk,
cada um sendo uma reversão com sinal ou uma transposição, talqueπρ1 . . . ρk−1ρk = σ e k

é mínimo. Chamamos ao número mínimo de eventos de rearranjok de distância de reversão
com sinais e transposiçãoentreπ e σ, denotado comodrt(π, σ). O problema de ordenação
(apenas um genoma como entrada) e o diâmetro podem ser definidos de maneira semelhante a
dos problemas anteriores.
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2.3 Diagramas de Ciclos

Uma vez que problemas de rearranjo em genomas (envolvendo dois genomas) são sempre equi-
valentes aos problemas de ordenação (envolvendo um genoma), o formalismo clássico foi de-
senvolvido principalmente para problemas de ordenação. O conceitos e resultados apresentados
a seguir podem ser encontrados nos trabalhos de diversos autores [28, 29, 32, 8, 53]. Esses
conceitos são fundamentais para a compreensão de como o formalismo clássico lida com os
problemas de ordenação por reversões com sinais e o problemade ordenação por transposições.

Dada uma permutação (sem sinais)π = [π1, π2, . . . , πn] sobre um conjunto{x ∈ Z | 1 ≤
x ≤ n}, aversão estendidadeπ adicionaπ0 = 0 e πn+1 = n + 1 à permutaçãoπ. Um par de
elementos(πi, πi+1), para0 ≤ i ≤ n, deπ é umaadjacênciaquando|πi+1 − πi| = 1, caso
contrário o par é umponto de quebra[28]. O número de pontos de quebra é denotado porb(π).

Uma permutação com sinaisπ pode ser também representada por uma permutação so-
bre o conjunto{1, . . . , 2n}, chamada deimagemde π, que consiste na seqüência obtida
de π ao substituir-seπi por 2|πi| − 1 e 2|πi| quandoπi é um inteiro positivo, e por2|πi| e
2|πi| − 1, caso contrário. Por exemplo, a imagem de[−3, 2, −1, −4, −5] é a permutação
[6, 5, 3, 4, 2, 1, 8, 7, 10, 9]. A imagem de um cromossomoπ é denotada porπ′. Al-
guns autores definem a imagem de uma permutação usando−πi e+πi ao invés de2|πi| − 1 de
2|πi| [53]. Ambas as representações são equivalentes. O número depontos de quebrab(π) de
uma permutação com sinaisπ é o número de pontos de quebra da permutação (sem sinais)π′

imagem deπ.
Dada uma reversão com sinaisρ(i, j) para uma permutação com sinaisπ, a reversão com

sinais com efeito equivalente para a imagem deπ é ρ∗ = ρ(2i − 1, 2j) [6]. Nesse caso temos
(πρ)′ = π′ρ∗. Logo, qualquer seqüência de reversões com sinais que ordene π pode ser vista
como uma seqüência de reversões com sinais que ordenaπ′.

Exemplo 4. Paraπ = [−1, 4, 2, −5, −3] a reversão com sinaisρ(2, 4) tem efeito equivalente
aρ(3, 8), que inverte os elementos nas posições de3 a8, incluindo ambos3 e8:

π′ρ∗ = π′ρ(3, 8) = [0, 2, 1, 9, 10, 4, 3, 8, 7, 6, 5, 11]

Dada uma permutação com sinaisπ, denotamos por∆b(ρ, π) a diferença no número de
pontos de quebrab(πρ) − b(π). Uma vez que uma reversão inverte um segmento contíguo de
uma permutação com sinais, a reversão pode criar ou eliminarno máximo dois pontos de quebra
emπ. Logo, temos−2 ≤ ∆b(ρ, π) ≤ 2. A desigualdade anterior sugere um limitante inferior
para a distância de reversão com sinais:

b(π)

2
≤ dr(π)

O limitante inferior baseado em pontos de quebra não é muito justo [28]. Bafna e Pevz-
ner [6] identificaram um parâmetro mais adequado ao observara estrutura de um diagrama
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definido a partir de uma permutação.
O diagrama de ciclosde uma permutaçãoπ em sua versão estendida (também chamado de

diagrama de pontos de quebra), denotado porB(π), é construído tomando-se osn+2 elementos
deπ como vértices e dispondo esses vértices na ordem em que aparecem na permutação. Os
vérticesπi e πj são ligados por umaaresta pretaquando(πi, πj) é um ponto de quebra emπ
(i.e. |πi − πj | 6= 1 e |i − j| = 1) e por umaaresta cinzaquando|i − j| 6= 1 e |πi − πj| = 1.
A Figura 2.2 mostra o diagrama de ciclos para uma permutação.O diagrama de ciclos de uma
permutação com sinaisπ é o diagrama de ciclos obtido a partir da imagem deπ, ou seja, o
diagramaB(π′). A Figura 2.3 ilustra um diagrama de ciclos para uma permutação com sinais.

0 6 3 5 4 8 2 9 7 1 10 11

Figura 2.2:Diagrama de ciclos de[0, 6, 3, 5, 4, 8, 2, 9, 7, 1, 10, 11] já em sua versão estendida.

Bergeron [8] define o diagrama de ciclos de maneira um pouco diferente da definição origi-
nal de Hannenhalli e Pevzner [28]. Na definição de Bergeron é permitido que existam múltiplas
arestas entre dois vértices. Nesse caso o diagrama de ciclosé construído ao se dispor os ele-
mentos da imagem de uma permutação com sinaisπ como vértices, incluindo0 e 2n + 1, na
ordem em que aparecem na permutação (ver a parte superior da Figura 2.3). Há uma aresta
cinza(x, y) quandox = 2i, y = 2i + 1 para0 ≤ i ≤ n. Há uma aresta preta(x, y) quando
x = π′

2i e y = π′
2i+1 para0 ≤ i ≤ n. A Figura 2.3 mostra um exemplo de um diagrama de

ciclos para a permutação com sinaisπ = [−3, 2, −5, −4, 1]. Devido a sua simplicidade,
iremos adotar a representação do diagrama de ciclos usando adefinição de Bergeron. Além da
variação de definição do diagrama de ciclos, alguns autores consideram uma maneira conveni-
ente de representar graficamente o diagrama. O diagrama é tradicionalmente representado com
os vértices dispostos em uma linha, como mostrado no topo da Figura 2.3. No entanto, pode
ser mais conveniente apresentar o diagrama de ciclos de um modo “circular”, como ilustrado na
parte inferior da Figura 2.3. Como Hannenhalli e Pevzner [28], e Kaplanet al. [32] já destaca-
ram em seus trabalhos, circularizar a imagem de uma permutação permite maior uniformidade
para lidar com obstáculos, que serão definidos na Seção 2.5.

Dado um diagrama de ciclosB(π), um ciclo deB(π) é chamadoalternantequando quais-
quer duas arestas incidentes em um mesmo vértice possuem cores distintas. De agora em diante,
quando nos referirmos a ciclos do diagrama de ciclos estaremos falando de ciclos alternantes
e também poderemos nos referir aos “ciclos da permutação” quando estamos de fato falando
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0 6 5 3 4 10 9 8 7 1 2 11
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Figura 2.3: Duas maneiras diferentes de se desenhar o diagrama de ciclosda permutação com sinaisπ =
[−3, 2, −5, −4, 1]. Na parte superior da figura, o diagrama é desenhado com as aresta pretas alinhadas ao longo
de uma reta horizontal (as arestas cinzas são representadaspor linhas tracejadas). Na parte inferior da figura, O
mesmo diagrama é desenhado com as arestas pretas dispostas em torno de um círculo. Em ambos os casos a ordem
dos vértices é dada porπ′.
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dos ciclos no diagrama de ciclos definido pela permutação. O diagrama de ciclos possui uma
propriedade fundamental: como cada vértice tem grau exatamente2, há uma única decompo-
sição em ciclos no diagrama. Ocomprimentode um ciclo é o número de arestas pretas no
mesmo. Sejac(π) o número de ciclos emB(π) (esse número é bem definido devido a única de-
composição em ciclos do diagrama). Como uma conseqüência, por permitir ciclos de tamanho
unitário na representação do diagrama de ciclos de Bergeron, o valorc(π) definido por Bergeron
é maior que o número de ciclos definidos por Hannenhalli e Pevzner pelo valor den+1− b(π).
Denotando porc≥2(π) o número de ciclos com comprimento de pelo menos2, temos

c(π) = n + 1 − b(π) + c≥2(π).

Adotamos nessa apresentação do formalismo clássico o número de ciclosc(π) que inclui os
ciclos unitários.

Para analisar a estrutura complexa do diagrama de ciclos e osefeitos de uma reversão com
sinais em uma permutação e no diagrama, Hannenhalli e Pevzner constroem uma permutação
equivalente por meio deoperações de padding[28]. O diagrama de ciclos da permutação ob-
tida por meio das operações de padding é composto somente porciclos de tamanho dois. Essa
permutação equivalente contém a mesma informação da permutação original e simplifica a aná-
lise da influência de reversões com sinais no número de ciclos. Mais tarde, Kaplanet al. [32]
descobriram que ao se focar nosarcos, i.e. arestas cinzas, ao invés de ciclos, é possível aban-
donar as operações de padding e obter a informação desejada sobre os efeitos de uma reversão
com sinais diretamente da permutação original. Devido a esse desenvolvimento teórico, não
apresentamos os efeitos de operações de padding em permutações.

Dado um diagrama de ciclosB(π), sejag = (π′
i, π

′
j) com π′

i par, uma aresta cinza no
diagrama de ciclosB(π). Definimos ointervalo induzido porg como o conjunto de inteiros
não negativos[i, j] = {k | i ≤ k ≤ j}. Arestas cinzas(π′

i, π
′
j) e (π′

a, π
′
b) sãoentrelaçadas

quando os intervalos[i, j] e [a, b] são tais que[i, j] ∩ [a, b] 6= ∅, [i, j] 6⊆ [a, b] e [a, b] 6⊆ [i, j].
Dois ciclosC1 e C2 sãoentrelaçadosquando há arestas cinzas entrelaçadasg1 ∈ C1 e g2 ∈ C2

no diagrama de ciclos.

Denotamos por∆c(ρ, π) a diferença no número de ciclosc(πρ) − c(π). Uma reversão com
sinais éprópriaquando∆c(ρ, π) = 1. Cada par de arestas pretas(π′

2i, π
′
2i+1) e(π′

2j , π
′
2j+1), para

0 ≤ i < j ≤ n, no diagrama de ciclos define uma reversão com sinaisρ(i, j). Uma reversão
com sinaisρ atua emuma aresta cinzag quando ela é definida pelas arestas pretas incidentes
à aresta cinzag. Uma aresta cinza éorientadaquando a reversão com sinais atuando nela é
própria, caso contrário ela énão orientada. Um ciclo éorientadoquando possuir uma aresta
cinza orientada entre as suas arestas, caso contrário énão orientado. Se existe uma seqüência
de reversões com sinais próprias que ordenaπ, entãodr(π) = n + 1− c(π). Em qualquer caso,
temos∆c(ρ, π) ≤ 1 [6]. Logo, um limitante inferior mais justo para a distânciade reversão
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com sinais é:

n + 1 − c(π) ≤ dρ(π),

uma vez que o diagrama de ciclos da permutação identidade possuin + 1 ciclos. A permutação
identidade[0, 1, 2, . . . , 2n + 1] é a única permutação cujo diagrama de ciclos possuin + 1

ciclos e por esta razão poderíamos acreditar que para encontrar uma seqüência mínima de re-
versões com sinais bastaria encontrar reversões que aumentem o número de ciclos do diagrama
de ciclos. Infelizmente, reversões com sinais que aumentamo número de ciclos (reversões com
sinais próprias) nem sempre pertencem a uma seqüência mínima que ordena uma permutação.

Exemplo 5. Considere a permutação com sinaisπ = [4, 3, 1, −5, −2], que possuic(π) =

3. Existem duas reversões com sinais próprias que podemos aplicar emπ: ρ1 = ρ(4, 5) e
ρ2 = ρ(2, 4). No primeiro caso, a permutação resultanteπρ1 não possui nenhuma reversão com
sinais próprias e portanto sua distância é pelo menos 3. Por outro lado, a permutaçãoπρ2 não
apenas tem uma reversão com sinais própria mas também admiteuma seqüência de reversões
com sinais que a ordena, o que atesta quedr(π) = 3. Podemos concluir queρ2 é uma reversão
com sinais ordenante enquantoρ1 não é.

2.4 Grafo de Sobreposição

Kaplan, Shamir e Tarjan [32] definem um grafo baseado na relação de entrelaçamento entre
arestas cinzas (arcos) do diagrama de ciclos. Dada uma permutação com sinaisπ, o grafo de
sobreposiçãodeπ, denotado porOV (π), é o grafo cujo conjunto de vértices é o conjunto de
arcos deB(π) e dois vértices são ligados por uma aresta emOV (π) se as arestas cinzas corres-
pondentes emB(π) são entrelaçadas (adotamos uma nomenclatura distinta da deKaplan, Sha-
mir e Tarjan [32], pois o que chamamos de grafo de sobreposição, aqueles autores chamam de
grafo de entrelaçamento). Um vértice emOV (π) é orientadose a aresta cinza correspondente
em B(π) é orientada, caso contrário o vértice énão orientado. Um componente emOV (π)

é orientadoquando ele contém um vértice orientado, caso contrário ele énão orientado. A
Figura 2.4 ilustra um grafo de sobreposição.

O grafoOV (πρ) obtido por meio da aplicação de uma reversão com sinaisρ definida por um
vértice orientadov no grafo de sobreposiçãoOV (π) consiste no grafo com o mesmo conjunto de
vértices, mas com o subgrafo contendov e seus vértices vizinhos complementado e a orientação
dos vértices nesse subgrafo trocadas [32]. A Figura 2.5 ilustra o efeito de uma reversão com
sinais em um grafo de sobreposição.

Dado o grafoOV (π) definido para uma permutação com sinaisπ, uma reversão com sinais
que não aumenta o número de componentes não orientados emOV (πρ) em relação aOV (π),
exceto por vértices isolados, é chamada de reversãosegura.
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Figura 2.4: a) O diagrama de ciclos do genomaπ = [−3, 2, −5, −4, 1]. b) O grafo de sobreposição
correspondenteOV (π) deπ. Para cada vértice no grafo de sobreposição há uma aresta cinza correspondente no
diagrama de ciclos. Vértices orientados são pretos, enquanto vértices não orientados são brancos.
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Figura 2.5: Efeito de uma reversão com sinais em um grafo de sobreposição. a) Grafo de sobreposição do
genomaπ = [−3, 2, −5, −4, 1]. b) O grafo de sobreposiçãoOV (πρ) ondeπρ = [−3, 2, −1, 4, 5] e ρ é
definido pelo vérticev = (10, 11). O grafoOV (πρ) é obtido por meio da seguinte transformação deOV (π): o
grafoOV (πρ) possui o mesmo conjunto de vértices deOV (π), mas o subgrafo contendov e seus vértices vizinhos
emOV (π) aparece complementado e a orientação dos vértices nesse subgrafo são trocadas emOV (πρ).
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Anne Bergeron [8] propôs uma simplificação da teoria utilizada no problema de ordenação
por reversões com sinais. Em seu trabalho, a permutação com sinais é colocada em foco ao
invés das estruturas derivadas como o diagrama de ciclos. Bergeron identificou alguns dos
conceitos e parâmetros apresentados anteriormente na própria permutação, como por exemplo
as reversões próprias e obstáculos (veja Seção 2.5).

Faremos uma breve descrição dos principais pontos dessa nova visão sobre a teoria. Sejaπ

uma permutação com sinais em sua versão estendida. Umpar orientado(πi, πj) deπ é um
par de inteiros com sinais opostos que seriam consecutivos se tomados em valor absoluto, i.e.,
temos||π(i)| − |π(j)|| = 1, caso contrário o par de inteiros é chamadopar não orientado. Por
exemplo, na permutação com sinais

[0, −2, 3, −5, 4, 1, 6],

os pares orientados são(−2, 1), (−2, 3), (−5, 4) e (−5, 6). Para cada par orientado de
uma permutação há uma única aresta cinza correspondente emB(π). Logo, um par orientado
induz uma reversão com sinais própria que é a reversão com sinais que atua na aresta cinza
correspondente. A reversão com sinais induzida pelo par orientado(πi, πj), que Bergeron
chama dereversão orientada, é

ρ(i, j − 1), seπi + πj = +1

ou
ρ(i + 1, j), seπi + πj = −1.

Observando-se o efeito de uma reversão com sinais induzidaρ quando aplicada aπ, pode-se
verificar que ao menos uma adjacência é criada emπρ; em outros termos, o número de ciclos
em relação aB(π) aumenta de ao menos um, uma vez que um ciclo novo de comprimento um
aparece emB(πρ). Por exemplo, considere a permutação seguinte

π = [0, −2, 3, −5, 4, 1, 6].

A reversão com sinais induzida pelo par orientado(−2, 1) éρ(2, 5). Temos:

πρ(2, 5) = [0, −2, −1, −4, 5, −3, 6].

A permutaçãoπ acima possui6 pontos de quebra e4 pares orientados, enquantoπρ(2, 5)

possui5 pontos de quebra e2 pares orientados. Toda reversão com sinais orientada é pró-
pria, embora há reversões com sinais próprias que não são orientadas no sentido oferecido por
Bergeron [8]. Comentamos anteriormente que seria tentadorutilizarmos reversões com sinais
próprias, muito embora elas possam não ser reversões ordenantes. A questão crucial que se
coloca é: quais reversões com sinais orientadas também são reversões ordenantes? Bergeron
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propõe um novo parâmetro associado a reversão com sinais próprias que parcialmente responde
a essa questão. Dada a permutaçãoπ, a pontuaçãode uma reversão com sinais orientadaρ,
denotada porp(ρ), é o número de pares orientados emπρ. A pontuação de uma reversão com
sinais orientadaρ pode ser obtida por meio do grafo de sobreposição da seguinteforma. Sejav
o vértice orientado no qual a reversão com sinais orientadaρ atua. O valor da pontuação deρ

é p(ρ) = T + U − O − 1, ondeT é o número de vértices orientados no grafo de sobreposição
deπ, o valorU é o número de vértices não orientados adjacentes av e o valorO é o número de
vértices orientados adjacentes av. Uma reversão com sinais orientada e com pontuação máxima
é segura [8].

Bergeron afirma que escolher uma reversão com sinais orientada com a pontuação máxima
em cada passo do processo de ordenação é uma estratégia ótima. Esse fato é afirmado no
seguinte resultado:

Proposição 6(Bergeron [8]). Se a aplicação sucessiva de uma seqüência dek reversões com
sinais orientadas com máxima pontuação à permutaçãoπ leva à permutaçãoθ com nenhum
elemento negativo, entãod(π) = d(θ) + k.

A Proposição 6 afirma que reversões orientadas com máxima pontuação são reversões or-
denantes. Aplicando-se reversões desse tipo na permutaçãoπ enquanto for possível irá fati-
dicamente levar a uma permutação que não contém nenhum par orientado. Se a permutação
resultante não é a permutação identidade, precisamos encontrar outra maneira para escolher re-
versões ordenantes. Na Seção 2.5, discutiremos o conceito de obstáculos e o tipo de reversão
com sinais que pode eliminá-los.

2.5 Obstáculos

O conceito de obstáculos foi apresentado primeiramente porHannenhalli e Pevzner [29], no
entanto, iremos apresentar uma definição equivalente e maissimples de obstáculos apresentada
por Kaplan, Shamir e Tarjan [32].

Dada uma permutaçãoπ e seu grafo de sobreposiçõesOV (π), sejax1, . . . , xk uma sub-
seqüência dos elementosπ0, π1, . . . , πn+1 que incidem em arcos de componentes não orien-
tados com mais de um vértice deOV (π). SejaCR uma circunferência na qual os elementos da
subseqüência são dispostos tal quexi+1 segue axi para1 ≤ i ≤ k− 1 ex1 segue axk. Para um
dado componente não orientadoM deOV (π) com mais de um nó, sejaV (M) ⊆ {x1, . . . , xk}
o conjunto dos vértices emB(π) que sejam incidentes aos arcos deM . Um componente não
orientadoM com mais de um nó é umobstáculoquando os elementos deV (M) aparecem
consecutivamente na circunferênciaCR. Ao se utilizar a representação circular do diagrama
de ciclos, é possível identificar quais componentes emB(π) correspondem a obstáculos em
OV (π), pois o diagrama de ciclosB(π), descartados os ciclos de comprimento unitário e os
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componentes bons, dispõe a subseqüência de elementosx1, . . . , xk como emCR. Componen-
tes não orientados deOV (π) que não são obstáculos são chamadosnão obstáculos. Denotamos
porh(π) o número de obstáculos deπ. De maneira semelhante a pontos de quebra e ciclos, a va-
riação no número de obstáculos resultante da aplicação de uma reversão com sinais é denotada
por∆h(ρ, π) = h(πρ) − h(π).

Exemplo 7. Considere a permutação com sinaisπ = [11, 10, 1, 8, 7, 2, 5, 4, 3, 6, 9]

definida no conjunto{x ∈ Z | 1 ≤ |x| ≤ 11}.
A Figura 2.6 mostra o diagrama de ciclosB(π) e o grafo de sobreposiçãoOV (π) deπ. Os

vértices que incidem nos nós dos componentesA′ e C ′ aparecem consecutivamente ao longo
da representação circular deB(π) e portantoA′ e C ′ são obstáculos, ao contrário do compo-
nenteB′ que não é um obstáculo pois os vértices incidentes nos arcos de B′ não aparecem
consecutivamente ao longo da representação circular deB(π).

Hannenhalli e Pevzner [29] observaram que uma reversão com sinaisρ atuando em um arco
de um obstáculoK de uma permutaçãoπ, quando aplicada aπ, transforma o obstáculoK
em um componente orientado com o mesmo número de ciclos emB(π) e cada ciclo com o
mesmo comprimento anterior. O obstáculoK foi eliminado deOV (πρ), isto é, o componente
torna-se orientado, no entanto outros obstáculos podem surgir emOV (πρ). Tal operação para
eliminar um obstáculo é chamada decorte de obstáculo, e dizemos que a reversão com sinais
ρ corta o obstáculo. Essas definições nos ajudam a distingüir entre dois tipos de obstáculos.
Um obstáculo para o qual existe uma reversão com sinais atuando em um dos seus arcos tal que
∆h(ρ, π) = −1 é chamado deobstáculo simples, caso contrário ele é umsuper obstáculo. A
Figura 2.7 ilustra os diversos tipos de componentes na permutação com sinais

π = [1, 3, 5, 7, 6, 8, 4, 9, 11, 10, 12, 2, 13, 15, 14, 16].

Dada uma permutação com sinaisπ, de acordo com Hannenhalli e Pevzner [29], uma re-
versão com sinaisρ é umareversão segurase∆b(ρ, π) − ∆c≥2(ρ, π) + ∆h(ρ, π) = −1, o que
corresponde a∆h(ρ, π) − ∆c(ρ, π) = −1 em nossa notação. Kaplanet al. [32] definem uma
reversão segura de maneira mais restritiva, uma vez que esses autores requerem que a rever-
são com sinais deve ser própria para ser uma reversão segura.Relembrando que uma reversão
própria satisfaz∆c(ρ, π) = 1. No caso em que uma reversão segura atua em componentes
orientados, as duas definições de reversões seguras são equivalentes. Uma reversão com sinais
atuando em um arco de um obstáculo simples é uma reversão segura [29].

Sejaπ uma permutação com pelo menos dois obstáculosK e L no grafoOV (π). O con-
junto de pontos finaisde um obstáculoK, denotado porEP (K), é formado pelos vértices mais
extremos do arco emCR que contém todos os vértices incidentes a arcos deK em OV (π).
Chamamos os obstáculosK e L deconsecutivosquando ambos os conjuntos de pontos finais
EP (K) e EP (L) são consecutivos emCR, isto é, não há um obstáculoM tal queEP (M)
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Figura 2.6: Exemplo de obstáculos de uma permutação. (a) Diagrama de ciclos da permutaçãoπ =
[11, 10, 1, 8, 7, 2, 5, 4, 3, 6, 9] e correspondente circunferênciaCR com os vértices incidentes aos ar-
cos dos componentes não orientados. O diagrama de ciclos é composto por três componentes não orientadosA,
B, eC. Os vértices desses componentes são representados por pontos de mesmo nome na circunferênciaCR. Os
pontos emCR que pertencem ao mesmo componente deB(π) e aparecem consecutivamente emCR são indicados
pelos arcos tracejados. (b) Grafo de sobreposiçãoOV (π) obtido do diagrama de ciclos anterior. Os componentes
não orientadosA′, B′ eC′ deOV (π) correspondem aos componentesA, B eC deB(π). Os componentesA′ eC′

são obstáculos deπ, pois os pontos correspondentes a vértices dos componentesA eC aparecem consecutivamente
emCR.



22 Capítulo 2. Formalismo Clássico

33 0

2
1

5

6

9

10

13

14

11

12

7
8

171821
22

19

23

3

4

30

28

32

A
B

C
D

E

F

G
27

29

25

24

20

15

16

26

31

Figura 2.7: Diagrama de ciclos da permutação com sinaisπ. Os componentes emB(π) que correspondem
a obstáculos e não obstáculos, bem como obstáculos simples esuper obstáculos são mostrados no diagrama. O
diagrama de ciclosB(π) não contém nenhum componente orientado. Os vértices do componente não orientadoB
não aparecem consecutivamente no diagrama logo o componente correspondente emOV (π) é um não obstáculo.
Pelo mesmo motivo, o componente emOV (π) correspondente aC também é um não obstáculo. Por outro lado,
os componentes emOV (π) correspondentes aD, E e F são obstáculos, uma vez que os vértices de cada um
deles aparecem consecutivamente no diagrama. Se o obstáculo correspondente aD é cortado, o componente
correspondente aC em OV (π) torna-se um obstáculo, logoD é um super obstáculo. O mesmo ocorre com o
componente correspondente aF que também é um super obstáculo. Por outro lado, o componentecorrespondente
a E pode ser cortado causando uma redução no número de obstáculos emOV (πρ), então aquele componente
correspondente aE é um obstáculo simples. Os componentes correspondentes aA eG são não obstáculos porque
possuem apenas um arco cada (são componentes com um único vértice emOV (π)).



2.5. Obstáculos 23

Orientados

Obstáculos

Simples Super

Componentes

Não Orientados

Não Obstáculos

Figura 2.8:Classificação de componentes de uma permutação.

separeEP (K) de EP (L); caso contrário, os obstáculosK e L sãonão consecutivos. Por
exemplo, os obstáculosA′ e C ′ mostrados na Figura 2.6 são consecutivos, pois o componente
não orientadoB emB(π) não corresponde a um obstáculo emOV (π). Dados os obstáculosK
e L emOV (π), uma reversão com sinaisρ definida por uma aresta preta incidente a um arco
deK e uma aresta preta incidente a um arco deL emB(π) é chamada dejunção de obstácu-
los. A junção de obstáculosρ elimina os obstáculos não consecutivosK e L emπρ [29, 32].
Hannenhalli e Pevzner [29] demonstram, usando outros termos, a Proposição 8 e Proposição 9
a seguir:

Proposição 8.Sejaπ uma permutação com um número par2k de obstáculos. Qualquer seqüên-
cia dek − 1 junções de obstáculos que elimine dois obstáculos não consecutivos seguida por
uma junção dos dois obstáculos restantes transformaπ em uma permutaçãoθ tal quedr(θ) =

dr(π) − k e θ possui apenas componentes orientados.

Uma permutaçãoπ é chamada de umafortalezaquandoπ possui um número ímpar de
obstáculos e todos eles são super obstáculos (ver Figura 2.9). Sejaf(π) igual a 1 quandoπ é
uma fortaleza e0, caso contrário.

Proposição 9.Sejaπ uma permutação com um número ímpar2k + 1 de obstáculos.

• se houver ao menos um obstáculo simplesH emπ então uma reversãoρ atuante em um
arco deH corta o obstáculoH, enquanto queπρ tem2k obstáculos edr(πρ) = dr(π)−1.

• seπ é uma fortaleza então uma seqüência dek − 1 junções de obstáculos que elimine
dois obstáculos não consecutivos seguida por duas junções de dois obstáculos conse-
cutivos (uma junção elimina dois obstáculos originais enquanto a seguinte elimina dois
obstáculos criados pelo primeiro e último obstáculos originais) transforma a permutação
π emθ tal quedr(θ) = dr(π) − (k + 1) eθ possui apenas componentes orientados.
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Temos agora todos os dados necessários para resolver o problema de ordenação por rever-
sões com sinais. Como exemplo, temos o algoritmo proposto por Kaplan, Shamir e Tarjan [32]
que consiste em primeiramente aplicar reversões que eliminem os obstáculos para transformar
a permutação de entradaπ em uma permutaçãoθ que contenha apenas componentes orientados
emOV (θ), seguido da aplicação de uma seqüência de reversões orientadas com máxima pon-
tuação (reversões seguras). A próxima proposição contém a fórmula para encontrar a distância
de reversão com sinais envolvendo os parâmetros discutidosanteriormente: o número de ciclos
deB(π), o número de obstáculos emOV (π) e o fato deπ ser ou não uma fortaleza.

Proposição 10(Hannenhalli e Pevzner[28]). Dada a permutaçãoπ, então:

dr(π) = n + 1 − c(π) + h(π) + f(π)

A fórmula para a distância de reversão com sinais nos permitecalcular o diâmetro de rever-
são com sinais.

Proposição 11.O valor do diâmetrodr(n) para todos os genomas emGen(E) satisfaz:

dr(1) = 1,

dr(2) = 2,

dr(n) = n + 1, paran ≥ 3.

2.6 Diagramas de ciclos e Transposições

O problema de ordenação por transposições demonstrou ser até o momento um problema mais
difícil do que o problema de ordenação por reversões com sinais. Não sabemos se existe um
algoritmo polinomial que resolva o problema de ordenação por transposições ou se o problema
éNP -difícil. Bafna e Pevzner [7] apresentaram o primeiro algoritmo aproximado de tempo de
execução polinomial para o problema de ordenação por transposições. Nessa seção, apresenta-
mos a abordagem de Bafna e Pevzner para o problema e mostramosum algoritmo com fator de
aproximação de1,5.

Bafna e Pevzner [7] e Hartman e Shamir [30] apresentam versões diferentes do diagrama
de ciclos de uma permutaçãoπ. Bafna e Pevzner definem um vértice para cada elemento emπ

e o resultado final é um diagrama de ciclos de uma permutação, tal que os vértices podem ter
até grau quatro. Hartman e Shamir definem o seu diagrama de ciclos supondo que o genoma
unicromossomal é uma permutação com sinais e precisa ser convertido para a sua imagem para
obtermos o diagrama de ciclos, como na Seção 2.3. Uma diferença relevante é que Hartman
e Shamir consideram cromossomos circulares, observando que há uma correspondência direta
entre as versões linear e circular do problema. Como vimos naseção anterior ao lidar com os
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Figura 2.9:O genomaπ é uma fortaleza: todos os três obstáculos no diagrama de ciclos são super obstáculos.
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obstáculos de uma permutação, certas vezes é mais conveniente lidar com uma lista circular de
elementos do que uma seqüência (permutação) de elementos.

Seguiremos a mesma linha de apresentação desenvolvida parao caso de reversões com si-
nais. Como antes, um genoma unicromossomal é uma permutaçãocom sinais. Como transposi-
ções nunca trocam sinais, iremos considerar que todos os elementos são não negativos no pro-
blema de ordenação por transposições. Logo, para um genomaπ a sua imagemπ′ é obtida ao
se substituir cada elementoπ(i), para1 ≤ i ≤ n por 2π(i) − 1 e 2π(i) nessa ordem. Além
disso, a versão estendida da imagem deπ possui os elementosπ′(0) = 0 eπ′(2n+1) = 2n+1.
Uma transposiçãoτ(k, l, m) emπ′ é chamadalegal quandok, l, m são ímpares não negativos.
Observe que esse conceito de transposição legal é análogo a uma noção implícita no trabalho
de Hannehalli e Pevzner [29], que proíbe cortes emπ′ em posições que não existem emπ. Para
qualquer transposiçãoτ em uma permutação com sinaisπ, existe uma única transposição legal
correspondenteτ ′ tal que(πτ)′ = π′τ ′. Uma vez que o diagrama de ciclos é definido do mesmo
modo que foi definido para o caso de reversões com sinais, mantemos a mesma notação para
o número de ciclosc(π) (incluindo ciclos de comprimento unitário). Um ciclo é umk-ciclo
quando o seu comprimento ék. Um k-ciclo é umciclo longoquandok > 2, caso contrário ele
é umciclo curto.

Dada a permutação com sinaisπ e uma transposiçãoτ , seja∆c(τ, π) = c(πτ) − c(π)

a diferença no número de ciclos quandoτ é aplicada aπ. Bafna e Pevzner [7] provam que
∆c(τ, π) ∈ {−2, 0, 2}. A partir dessa observação, eles deduziram o seguinte limitante inferior
para a distância de transposição:

Proposição 12.Para qualquer permutação com sinaisπ definida num conjunto den genes,
temos

dt(π) ≥ n + 1 − c(π)

2
.

Bafna e Pevzner [7] melhoraram ainda mais o limitante inferior dado pela Proposição 12
ao levarem em conta a paridade dos ciclos deB(π). Um ciclo éímpar se o seu comprimento
é ímpar, caso contrário o ciclo épar. Dada uma permutaçãoπ, sejamcodd(π) e ceven(π) res-
pectivamente o número de ciclos ímpares e o número de ciclos pares emB(π). Um limitante
inferior mais justo para a distância de transposição segue-se:

Proposição 13.Para qualquer permutação com sinaisπ definida no conjunto den genes, temos

dt(π) ≥ n + 1 − codd(π)

2
.

Dada uma permutação com sinaisπ, uma transposiçãoτ é chamada de umx-movimento
quando∆c(πτ, π) = x ondex ∈ {−2, 0, 2}.

Proposição 14.Se π é uma permutação com sinais distinta da identidade, então existe um
2-movimento ou um0-movimento seguido por um2-movimento emπ.
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Dada a permutaçãoπ, no pior caso, o número de ciclos emB(πτ) seria aumentado de um
ciclos apenas comparado aB(π). Logo, um limitante superior para a distância de transposição
segue diretamente da Proposição 14:

Proposição 15.Qualquer permutação com sinaisπ definida no conjunto den genes pode ser
ordenada comn + 1 − c(π) transposições.

Proposição 15 permite projetar um algoritmo aproximativo para o problema de ordenação
por transposições cuja solução não é maior que o dobro da solução ótima. O algoritmo de
ordenação é baseado em uma estratégia gulosa de encontrar2-movimentos ou seqüências de
0 − 2-movimentos. Observe que um2-movimento não é necessariamente uma transposição
ordenante. Bafna e Pevzner [7] mostram que uma melhoria significativa no algoritmo aproxi-
mativo pode ser obtida se tentarmos encontrar transposições que aumentem o número de ciclos
ímpares no diagrama de ciclos.

Dada uma permutação com sinaisπ e uma transposiçãoτ , dizemos queτ é umatransposi-
ção válidaquando∆c(τ, π) = ∆codd(τ, π). Investigando o papel de algumas estruturas auto-
entrelaçadas no diagrama de ciclos, Bafna e Pevzner [7] determinaram as condições suficientes
para se encontrar movimentos válidos em uma permutação.

Proposição 16.Se existe um ciclo longo emB(π), ondeπ é uma permutação com sinais, então
existe um2-movimento válido emπ ou um0-movimento válido seguido por dois2-movimentos
válidos consecutivos.

Observe que a Proposição 16 vale apenas para permutações quepossuam ciclos longos.
Uma análise diversa é necessária para permutações que são compostas somente por ciclos cur-
tos. Bafna e Pevzner [7] encontraram transposições atuandoem dois ciclos curtos que aumen-
tam o número de ciclos ímpares, embora o número de ciclos na permutação mantenha-se o
mesmo. Dada uma permutaçãoπ, um 0-movimentoτ é chamadobomse ele cria dois novos
ciclos ímpares emB(πτ).

Proposição 17.SeB(π) tem apenas ciclos curtos, então existe um0-movimento bom seguido
de um2-movimento válido emπ.

Combinando a Proposição 16 e a Proposição 17, Bafna e Pevzner[7] propuseram o seguinte
algoritmo aproximativo de fator de aproximação1,5:

Proposição 18.O algoritmoTransSortordenaπ em tempo de execuçãoO(n2) ao usar não mais
que 3

4
(n + 1 − codd(π)) transposições, sendo um algoritmo de fator de aproximação1,5.

O algoritmoTransSortordena qualquer permutação com no máximo3
4
(n + 1 − codd(π))

transposições. Logo, um limitante superior mais justo parao diâmetro de transposição pode ser
obtido.
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Algoritmo TransSort

1: while π não está ordenadodo
2: if B(π) tem um ciclo longothen
3: Aplique um2-movimento válido ou um0−2−2-movimento válido aπ.
4: else{B(π) tem apenas ciclos curtos}
5: Aplique um0-movimento bom seguido por um2-movimento válido aπ.
6: end if
7: end while

Figura 2.10:Algoritmo para ordenar uma permutaçãoπ.

Corolário 19 (Diâmetro de Transposição). O diâmetro de transposição deGen(E) é no máxi-
mo 3n

4
.

Bafna e Pevzner [7] verificaram quedτ (n) = ⌊n/2⌋ + 1, para3 ≤ n ≤ 10 e que apermu-
tação reversa, isto é, a permutação que mapeiai emn − i + 1 para1 ≤ i ≤ n, satisfaz essa
distância de transposição. Christie [17] e Meidanis, Walter e Dias [41] demonstraram que de
fato a distância de transposição da permutação reversa é⌊n/2⌋ + 1 e conjecturaram que a dis-
tância de transposição da reversa seria o valor do diâmetro de transposição. Erikssonet al. [23]
encontraram valores para o diâmetro de transposição (paran = 13 e n = 15) que falsificam
a conjectura anterior; além disso, demonstraram que é possível ordenar uma permutação com
no máximo⌊(2n − 2)/3⌋ transposições paran ≥ 9, ou seja, um limitante superior mais justo
para o diâmetro de transposição. Elias e Hartman [22] demonstram que⌊(n + 1)/2⌋ + 1 é um
limitante inferior mais justo para o diâmetro de transposição.

Proposição 20(Diâmetro de Transposição). ParaGen(E) en ≥ 9, temos:
⌊

n + 1

2

⌋

+ 1 ≤ dτ(n) ≤
⌊

2n − 2

3

⌋

2.7 Outros resultados em Rearranjos em Genomas

O problema de ordenação por reversões com sinais é o problemamais investigado e bem com-
preendido até o momento. O primeiro algoritmo exato de tempode execução polinomial foi
proposto por Hannenhalli e Pevzner [28]. Diversas melhorias e novos conceitos foram sugeri-
dos e adicionados à teoria original dos autores [32, 8], culminando com o algoritmo exato de
tempo de execução subquadrático de Tannier e Sagot [56]. Bader, Moret e Yan [4] ofereceram
um algoritmo que calcula a distância de reversão com sinais em tempo de execução linear.

A pesquisa no problema de ordenação por transposições resultou em diversos algoritmos
aproximativos [5, 17, 30]. O primeiro algoritmo aproximativo para o problema de ordenação
por transposições possui complexidade de tempo de execuçãoO(n2) e garante um fator de
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aproximação de1,5 [7]. No entanto, esse algoritmo é considerado muito difícile por essa razão
Christie [17] propôs um outro algoritmo mais simples com o mesmo fator de aproximação,
mas com complexidade do tempo de execução deO(n4). Erikssonet al. [23] ofereceram um
algoritmo que requer no máximo⌊(2n−2)/3⌋ transposições para ordenar qualquer permutação.
Recentemente, Hartman e Shamir [30] propuseram um novo algoritmo de fator de aproximação
1,5 e tempo de execuçãoO(n

√
n log n) para o problema de ordenação por transposições usando

uma nova estrutura de dados desenvolvida por Kaplan e Verbin[33]. Elias e Hartman [22]
projetaram um novo algoritmo com fator de aproximação1,375. Para instâncias específicas
existem algoritmos exatos que executam em tempo polinomial[23, 41, 17]. Não conhecemos
nenhum algoritmo de tempo de execução polinomial que resolva o problema de ordenação por
transposições nem uma demonstração de que o problema éNP -difícil.

Christie [16] propôs e resolveu o problema de ordenação por intercâmbio de blocos em
genomas — uma generalização do problema de ordenação por transposições — por meio de
um algoritmo de tempo polinomial.

2.8 Discussão

Nessa seção, iremos discutir algumas características do formalismo clássico para o problema
de rearranjo em genomas.

As principais desvantagens do formalismo clássico são listados abaixo:

1. Ao se modelar um genoma como uma permutação com sinais no formalismo clássico, os
blocos de genes têm de ser rotulados com inteiros consecutivos começando com1, por
causa da representação posicional de permutações com sinais. Isto dificulta a inserção
e remoção de genes. Mesmo em problemas com operações conservativas (eventos que
não mudam o conjunto de genes), esta limitação dificulta raciocínios recursivos sobre
permutações menores.

2. A indexação posicional não se adequa a genomas com cromossomos circulares porque
ela exige que algum gene seja considerado um gene inicial.

3. Há diferenças sutis entre os diagramas de ciclos dependendo do tipo de genoma (com cro-
mossomos lineares ou circulares) e do tipo de evento de rearranjo a ser tratado (reversões
com sinais ou transposições). Essas diferenças podem ser uma fonte de erros e também
podem mascarar as diferenças reais entre os problemas de rearranjo.

4. O formalismo clássico faz uso freqüente de argumentos gráficos em suas demonstrações,
o que pode levar a confusão. Uma analogia pode ser tomada da Geometria Euclidiana,
cujos argumentos são principalmente gráficos, embora tenhasido enriquecida com o de-
senvolvimento da Geometria Analítica.
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5. Embora o formalismo clássico não requeira que a permutação destino na qual a permuta-
ção de entrada será ordenada seja a identidade, na prática observamos que a grande maio-
ria dos algoritmos baseados nesse formalismo parte dessa premissa. Tal convenção causa
problemas para problemas de rearranjo envolvendo mais de dois genomas, porque não é
possível encontrar uma rotulação dos genes que sirva para comparar todos os pares de
genomas no problema.

As desvantagens anteriores nos motivaram a encontrar um modelo mais adequado para ge-
nomas e eventos de rearranjo. Meidanis e Dias [39] apresentaram um formalismo algébrico no
qual o papel de permutações como modelos de genomas é mais profundamente explorado do
que no formalismo clássico. Algumas vantagens do formalismo algébrico são:

1. Os rótulos originais dos genes podem ser usados como elementos da permutação repre-
sentando um genoma.

2. No formalismo algébrico nenhum tipo de indexação é necessária: cada gene é mapeado
no gene que aparece em seguida no genoma. Isso simplifica a especificação dos eventos
de rearranjo.

3. Quando representados como permutações, os eventos de rearranjo de um mesmo tipo
no formalismo clássico podem apresentar diferentes tamanhos de suporte, ao contrário
dos eventos representados no formalismo algébrico que possuem o mesmo suporte. O
suporte de um evento de rearranjo relaciona-se aos genes quesofrerão uma mudança de
mapeamento no genoma. Apenas alguns genes sofrem a ação de mudança de mapeamento
do ponto de vista biológico e esses genes são expressamente representados pelo suporte
do evento de rearranjo no formalismo algébrico.

4. Permutações como um produto de ciclos representam mais adequadamente os genomas
do que permutações em sua representação posicional.

5. Resultados bem conhecidos da teoria de grupos de permutações podem ser usados em
argumentos no formalismo algébrico, ao invés de argumentosgráficos.

6. A maioria dos conceitos fundamentais do problema de rearranjo em genomas como ge-
nomas, eventos de rearranjo, o diagrama de ciclos, ciclos, pontos de quebra podem ser
modelados por meio de permutações. Esse modelo expressa os principais conceitos de
uma maneira uniforme, ao invés de utilizar diversas estruturas como conjuntos, grafos,
pares, cadeias e etc.

7. A norma de um evento de rearranjo pode ser usada como um “peso” em problemas en-
volvendo mais de um tipo de evento. Esse peso baseado na normamantém a mesma
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proporção entre os pesos geralmente atribuídos a reversõescom sinais, fusões, fissões
e intercâmbios de blocos em estudos teóricos sobre rearranjos. Isto parece indicar que
a norma esteja próxima do peso real que os eventos deveriam ter de acordo com sua
freqüência na natureza, embora não tenhamos evidências conclusivas neste sentido.

8. Uma vez que cada gene pode ser representado pelo seu próprio “nome” no formalismo
algébrico, lidar com diversos genomas não envolve rotulações distintas de genes para
diferentes pares de genomas.





Capítulo 3

Formalismo Algébrico

O formalismo algébrico é um modelo para genomas e eventos de rearranjo que tenciona tirar
vantagens da representação por permutações para obter implementações mais eficientes de al-
goritmos para o problema de rearranjo em genomas. Nesse formalismo é possível representar
genomas, cromossomos, a orientação de genes e eventos de rearranjo por meio de permutações
em sua representação como um “produto de ciclos” e é possíveltirar proveito dos resultados
existentes para as permutações nessa representação para encontrar propriedades interessantes
sobre o efeito de eventos de rearranjo em genomas. Essa maneira de representar genomas con-
trasta com a representação de genomas mais comumente utilizada, o formalismo clássico, na
qual um genoma multicromossomal é modelado por meio de um conjunto de seqüências.

Nesse capítulo, discutimos os conceitos fundamentais de álgebra envolvendo permutações
que serão utilizados pelo formalismo algébrico nas Seções 3.1, 3.2 e 3.3. Além disso, até
onde sabemos, estendemos a teoria algébrica de permutaçõespor meio da demonstração do
comportamento de produtos envolvendo2-ciclos e3-ciclos e a apresentação de novos conceitos
como a3-norma e a3-divisibilidade na Seção 3.4 e Seção 3.5.

Na Seção 3.6, apresentamos uma versão do formalismo algébrico apresentado por Meidanis
e Dias [39] na qual fixamos algumas convenções e definimos novos conceitos para estender e
melhorar o formalismo algébrico. Na Seção 3.7, modelamos alguns eventos de rearranjo por
meio de permutações e discutimos para quais pares de genomasexiste uma seqüência de eventos
de rearranjo que transforma um genoma em outro.

Na Seção 3.8, discutimos uma estratégia gulosa para a resolução de problemas de rearranjo
em genomas e analisamos em que situações essa estratégia é aplicável.

3.1 Permutações

Nessa seção apresentamos a definição de permutação e algumasde suas principais propriedades.
A permutação é o conceito fundamental usado na representação de genomas e eventos de rear-

33
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ranjo no formalismo algébrico. Há inúmeros trabalhos que tratam de permutações no contexto
de estruturas algébricas abstratas [38, 47]. Nessa seção discutiremos apenas as propriedades
fundamentais relevantes para a modelagem do problema de rearranjo em genomas. Os resulta-
dos enunciados nessa seção podem ser encontrados no trabalho de MacLane e Birkhoff [38].

Dado um conjunto finitoE, umapermutaçãoπ sobreE é uma bijeçãoπ : E → E. A
permutação identidadeé a permutaçãoι tal queιx = x para todox ∈ E. Dizemos que a
permutaçãoπ mapeiao elementox no elementoy (ou equivalentemente quex é mapeado em
y por π) quandoπx = y parax, y ∈ E. Dizemos ainda quey é aimagemdex emπ quando
πx = y.

Dada as permutaçõesπ e σ ambas sobreE, a permutaçãocomposta(também chamada de
produto) deπ e σ é a permutaçãoθ : E → E tal queθx = πσx para todox ∈ E. Observe
que aplicamos o mapeamento das permutações “pela direita” para obter a composta de duas
permutações, ou seja, emπσ obtemos primeiramente a imagem dex sobσ e então aplicamos
π emσx. A operação de produto de permutações éassociativa, ou seja, dadas as permutações
π, σ e θ, entãoπ(σθ) = (πσ)θ. A permutação inversa deπ é a permutaçãoπ−1, tal que
ππ−1 = π−1π = ι. Além disso, uma vez que a permutação identidade mapeia cadaelemento
em si mesmo, entãoπι = ιπ = π.

Exemplo 21. O produto de duas permutaçõesπ e σ sobre o conjuntoE é obtido da seguinte
maneira: para cada elementox ∈ E usamos a fórmula(πσ)x = π(σx). Considere o conjunto
E = {a, b, c, d, e, f, g} e as permutaçõesπ eσ sobreE:

πa = b πb = d πc = f πd = a πe = c πf = e πg = g

e
σa = g σb = e σc = c σd = a σe = f σf = d σg = b.

O produtoθ = πσ é a seguinte permutação:

θa = g θb = c θc = f θd = b θe = e θf = a θg = d.

Por exemploθa = πσa = πg = g.

O conjunto de todas as permutações sobre o conjuntoE e a operação de produto definem o
Grupo SimétricoS(E) [38, 47]. Esse fato decorre diretamente das propriedades doproduto no
conjunto de todas as permutações: associatividade do produto, existência de elemento neutro (a
identidade) e existência da inversa para qualquer permutação.

Em um produtoπσ sobreE, quandoπ = σ, escreveremosππ comoπ2. No caso geral,
iremos escrever o produtoπ . . . π (k vezes) comoπk parak ≥ 1 e por convenção adotamos
π0 = ι.

Sejaπ uma permutação sobreE e n um inteiro positivo. Definimosπ−n como (π−1)n.
Além disso, temosπ−n = (π−1)n = (πn)−1. Dadaπ uma permutação sobreE, para quaisquer
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inteiros não negativosr, s temosπrπs = πr+s e (πr)s = πrs. Observe queπmπn = πnπm para
quaisquer inteiros não negativosm, n é uma conseqüência direta das propriedades anteriores.

Considere as sucessivas aplicações da permutaçãoπ sobreE em um elementox ∈ E:

x, πx, ππx = π2x, πππx = π3x, . . . , πmx, . . . .

O conjunto{πmx | m é um inteiro} contém todas as imagens do elementox ∈ E nas
potências deπ. Um elementoy é acessível porx emπ, denotado porx ≡π y, quandoy = πmx

para algum inteirom ≥ 0. Dada a permutaçãoπ sobreE, observe que a relaçãox ≡π y é uma
relação de equivalência parax, y ∈ E.

Sejaπ uma permutação sobreE e tome um elementox ∈ E. A órbitadex sob a permutação
π, denotada pororb(π, x), é o conjunto{y ∈ E | y ≡π x}, ou seja, o conjunto dos elementosy

tais quey = πkx para um inteirok ≥ 0. Uma órbita é chamadanão trivial quando ela possui
mais de um elemento, caso contrário a órbita é chamada detrivial . Denotamos porOrb(π, E) o
conjunto das órbitas da permutaçãoπ sobreE. As órbitas de uma permutação são mutuamente
disjuntas devido a relação de acessibilidade ser uma relação de equivalência.

Discutiremos agora sobre como representar permutações. A maneira de representar uma
permutação pode destacar algumas de suas propriedades que são mais adequadas à modelagem
de genomas. As órbitas e a relação de acessibilidade de uma permutação têm um papel especial
sobre a representação de permutações.

Considere a seguinte permutaçãoσ sobreE = {a, b, c, d, e, f, g, h, i, j}:

σ =

(
a b c d e f g h i j

b d i f g a c h e j

)

.

A permutação é representada em forma de umamatriz, onde cada elemento na primeira linha é
mapeado para o elemento na mesma coluna na segunda linha emσ. Por exemplo, o elementoc é
mapeado para o elementoi emσ. O conjunto de elementos acessíveis pora, ou sejaorb(σ, a) é
{a, b, d, f}. Para a permutaçãoσ anterior temosorb(σ, a) = orb(σ, b) = orb(σ, d) = orb(σ, f).
Além daqueles conjuntos háorb(σ, c) = {c, i, e, g}, orb(σ, h) = {h} e orb(σ, j) = {j}. Os
conjuntosorb(σ, a), orb(σ, c), orb(σ, h) eorb(σ, j) são classes de equivalência sobre os elemen-
tos deE. Como as classes de equivalências, ou seja, as órbitas são definidas exclusivamente
pela relação de acessibilidade de uma permutação, podemos representar uma permutação por
meio do conjunto das órbitas e da relação de acessibilidade dessa permutação. A represen-
tação de permutações por meio do conjunto de órbitas e da relação de acessibilidade destaca
o relacionamento entre os elementos do conjunto base, mas não enfatiza as propriedades de
produtos envolvendo permutações. Por esse motivo, iremos definir o conceito de ciclo que, de
maneira intuitiva, corresponde a uma órbita e a um subconjunto da relação de equivalência de
uma permutação.

Um ciclo é uma permutaçãoπ ∈ S(E) tal que ele tem no máximo uma órbita não trivial.
Um ciclo α é umk-ciclo quando sua órbita não trivial possuik > 1 elementos ou um1-ciclo
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quandoα = ι. Dois ciclos sãodisjuntosquando as suas respectivas órbitas não triviais são
disjuntas. Podemos representar um cicloα diferente da identidade como umalista circular dos
elementos em sua órbita não trivial de tal forma que um elemento x é seguido pelo elemento
αx.

Exemplo 22. Considere o conjunto de inteirosE = {1, 2, 3, 4, 5, 6} e a permutaçãoα
abaixo sobreE. Uma vez que podemos escolher qualquer elemento deE para ser o “primeiro”
elemento do ciclo, a mesma permutação pode ser escrita de maneiras diferentes. A permutação

(
1 2 3 4 5 6

3 5 6 1 4 2

)

é um6-ciclo e ela pode ser escrita como(2 5 4 1 3 6), (5 4 1 3 6 2), (1 3 6 2 5 4), etc. Apesar
de seus diferentes formatos, todos representam a mesma permutação.

Iremos representar uma permutação qualquer como umproduto de ciclos. Para facilitar a
compreensão sobre esse tipo de representação, iremos primeiramente discutir um exemplo.

Exemplo 23. Considere a permutaçãoπ sobre o conjunto de inteirosE = {0, 1, . . . 5}:

π0 = 1, π1 = 3, π2 = 0, π3 = 5, π4 = 4, π5 = 2

que pode ser representada como uma lista circular(0 1 3 5 2). O ciclo π poderia ser obtido
por meio do produto de outros dois ciclos, por exemplo o produto αβ tal queα = (0 1 3) e
β = (3 5 2). De fato uma permutação pode ser escrita por meio de um númeroinfinito de
distintos produtos de ciclos. O cicloπ poderia também ser obtido por meio dos produtos:

π = (0 1)(1 3 5)(0 4)(5 2)(0 4)

e
π = (0 1 3)(3 5)(0 4 5)(4 5 2)(0 4)

Uma maneira de representar permutações que permitisse descrevê-las de infinitas maneiras
não parece ser muito útil quando queremos, de fato, nos referir a uma forma “canônica” que
apresente as propriedades intrínsecas de uma permutação que a distingüe das demais. O pro-
blema dos produtos escolhidos no Exemplo 23 anterior é a falta, na própria representação, de
evidência da relação de acessibilidade definida pela permutação. Dada uma funçãof : X → Y ,
a restrição def ao conjuntoW ⊆ X, denotada porf |W , é a funçãof |W deW paraY tal que
f |W (x) = f(x) para todox ∈ W . Sejaπ uma permutação sobreE, adecomposição em ciclos
disjuntosdeπ é um conjunto de ciclos tal que um cicloα sobreE pertence a essa decomposição
quandoα = π|orb(α,x) para algumx pertencente à órbita não trivial deα. A decomposição em
ciclos da permutação identidade é vazia.
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Exemplo 24. SeE = {1, 2, 3, 4, 5, 6} eπ sobreE é igual a

(
1 2 3 4 5 6

2 3 4 1 6 5

)

,

então uma decomposição em ciclos disjuntos dessa permutação possui os ciclos(1 2 3 4)

e (5 6). Uma possível representação como produto de ciclos é(1 2 3 4)(5 6). Os ciclos
(1 2 3 4) e (5 6) são os ciclos cujas órbitas correspondem às órbitasorb(π, 1) e orb(π, 5) deπ

e suas relações de acessibilidade são os subconjuntos da relação de acessibilidade deπ quando
restrita respectivamente aos elementos da órbitaorb(π, 1) eorb(π, 5). Observe que os produtos
(1 2 3 4)(5 6) e (5 6)(1 2 3 4) são representações equivalentes deπ.

Dada uma permutaçãoπ sobreE, um elementox de E é chamadofixo quandoπx =

x. Elementos fixos não precisam aparecer na representação em produto de ciclos deπ pois
são intrinsecamente conhecidos por meio do conjuntoE. Por exemplo, a permutaçãoπ =

(b c d)(e f) é a representação em produto de ciclos sobreE = {a, b, c, d, e, f} na quala
não aparece por ser fixo. O conjunto dos elementos não fixos em uma permutaçãoπ sobreE é
o suportedeπ, denotado porSupp(π); i.e. Supp(π) = {x ∈ E | πx 6= x}. O produto de duas
permutações representadas como um produto de ciclos é mostrado abaixo no Exemplo 25.

Exemplo 25. Sejam
π = (a c)(e g b) e σ = (c g)(b d)

permutações sobre o conjuntoE = {a, b, c, d, e, f, g}. O produtoπσ pode ser obtido do
seguinte modo. Construa o produto ciclo a ciclo. Escolha um elemento emE que previamente
não tenha sido incluído em algum ciclo deπσ, digamosa, comece um novo ciclo emπσ e
encontre a imagem dea em σ. Nesse caso,a é mapeado em si mesmo emσ, entãoσa =

a. Agora temos que encontrarσa em π e observamos que o elementoσa está em(a c). O
elementoa é mapeado parac sobπ, entãoπσa = c. O elementoc é mapeado parag sobσ

e π mapeiag em b, logo πσc = b. Sobσ, o elementob é mapeado parad e d é fixo emπ,
logoπσb = d. Continuamos com esse procedimento até que encontremos o primeiro elemento
incluído no ciclo corrente (até o momento o elementoa nesse exemplo). Nesse exemplo, ao fim
do procedimento temos

πσ = (a c b d e g).

O elementog “fecha” o primeiro ciclo uma vez queπσg = a. O elementof é mapeado para si
mesmo em ambasπ eσ, então ele permanece fixo no produto das duas permutações.

Observe que em geralπσ 6= σπ, mas há situações nas quais a igualdade vale. Duas permu-
tações sãodisjuntasquando seus suportes são disjuntos. Logo, permutaçõesπ e σ sobreE são
disjuntas se e somente se para qualquer elementox ∈ E temosπx = x ouσx = x.
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Proposição 26.Seπ eσ são duas permutações disjuntas sobreE, então temosπσ = σπ.

Decorre da Proposição 26 que dadas as permutações mutuamente disjuntasσ1, . . . , σr ∈
S(E), o produto envolvendo essas permutações é comutativo.

Como vimos até agora, uma permutação pode ser representada como um produto dos ciclos
em sua decomposição em ciclos disjuntos. A Proposição 27 informa que há apenas uma maneira
de representar uma permutação como um produto de ciclos disjuntos desconsiderando apenas a
ordem desses ciclos no produto.

Proposição 27.Qualquer permutação sobreE pode ser representada como um único produto
de ciclos disjuntos, a menos da ordem dos ciclos no produto.

A Proposição 27 garante que qualquer permutação pode ser representada por meio de um
único produto de ciclos disjuntos, a menos da ordem dos ciclos. Observe que umk-ciclo para
k ≥ 3 possui umaordem circulardos elementos em sua órbita não trivial. Dizemos que os
elementosa1, a2, . . . , am de E, para3 ≤ m ≤ k, aparecem na ordem circulara1a2 . . . am

de umk-ciclo α com k ≥ 3 quandoαji−1a1 = ai e ji−1 < ji para2 ≤ i ≤ m ≤ k. Por
exemplo, os elementosa, b, c, d e e aparecem na ordem circularacbde no 5-ciclo (a c b d e).
Equivalentemente, podemos representar a ordem circular dos elementos do5-ciclo anterior por:
acbde, cbdea, bdeac, deacb e eacbd. A ordem circular de um ciclo permite uma maneira sim-
ples de obter a permutação inversa de uma dada permutação. A permutação inversa de um
ciclo α = (a1 a2 . . . an) é α−1 = (an an−1 . . . a1), ou seja, a orientação do ciclo foi
trocada. Para uma permutação qualquerπ = α1 . . . αr sobreE, a sua permutação inversa é sim-
plesmenteα−1

r . . . α−1
1 . Observe queα−1

r . . . α−1
1 = α−1

1 . . . α−1
r uma vez que ciclos disjuntos

comutam. Logo, basta mudar a orientação de todos os ciclos emuma permutação representada
como um produto de ciclos para obter a permutação inversa. Esse é apenas um exemplo de
como a representação de uma permutação pode sugerir novas propriedades ou procedimentos
para a manipulação de permutações. Discutiremos outros conceitos e propriedades que serão
relevantes para a modelagem de genomas nas seções subseqüentes.

3.2 Conjugação

Uma permutaçãoπ sobreE tem uma única representação como produto de ciclos disjuntos.
Diversas permutações distintas podem compartilhar algumas propriedades tais como o número
de ciclos em sua decomposição em ciclos disjuntos, os seus conjuntos de órbitas ou a cardina-
lidade de suas órbitas, por exemplo. Definimos a seguir uma operação entre permutações que
intuitivamente “renomeia” os elementos de uma permutação.O conceito de conjugação pode
ser encontrado no trabalho de MacLane e Birkhoff [38] e foi discutido no contexto de rearranjos
em genomas por Meidanis e Dias [39]. Apresentamos uma definição formal para o conceito de
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estrutura de ciclos que é uma propriedade de permutações relevante para o formalismo algébrico
e que é preservada pel operação de conjugação.

Dadas as permutaçõesβ e α sobreE, aconjugação deβ por α é a permutaçãoαβα−1. A
operação de conjugação é denotada porα · β = αβα−1 eα é chamado oconjugadorenquanto
β é chamado oconjugado.

O operador de conjugação preserva a estrutura da permutaçãona qual é aplicada, digamos
β, no entanto ele modifica a relação de acessibilidade dos elementos deβ de acordo com o
conjugadorα. Por exemplo, paraβ = (a b c)(d e):

α(a b c)(d e)α−1 = (αa αb αc)(αd αe)

Proposição 28.Dadas as permutaçõesα, β, γ, τ sobreE, então:

1. τ · (αβ) = (τ · α)(τ · β),

2. ι · α = α,

3. τ · α−1 = (τ · α)−1,

4. γ · (τ · α) = (γτ) · α.

5. (τ · α)k = τ · αk ondek ≥ 0.

Meidanis e Dias [39] tratam de estruturas de ciclos de uma permutação sem definir for-
malmente esse conceito. Apresentamos uma definição simplese intuitiva para esse conceito e
demonstramos que a operação de conjugação preserva a estrutura de ciclos de uma permutação.
A estrutura de ciclosde uma permutaçãoπ ∈ S(E) é o multiconjunto dos tamanhos de suas
órbitas. Por exemplo, a estrutura de ciclos da permutação(a b c)(d e)(f g)(h)(i)(j) sobre
E = {a, b, c, d, e, f, g, h, i, j} é{1, 1, 1, 2, 2, 3}. Demonstramos no Lema 29 que a operação
de conjugação preserva a estrutura de ciclos de uma permutação.

Lema 29. Sejamα, β permutações sobreE, temos:

1. Seβ = γ · α ondeγ é uma permutação sobreE entãoα e β têm a mesma estrutura de
ciclos.

2. Seα eβ possuem a mesma estrutura de ciclos então existe uma permutaçãoγ sobreE tal
queβ = γ · α.

Prova:
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1. Iremos mostrar que para cada órbita deα existe uma única órbita correspondente e de
mesmo tamanho emγ · α.

Sejax um elemento qualquer deE e y um elemento na mesma órbita dex, isto é, temos
y = αkx para um inteirok. Afirmamos que o elementoγy está na mesma órbita deγx

emγ · α, como pode ser deduzido da seguinte igualdade:

γy = γαkx = γαkγ−1γx = γ · (αk)γx = (γ · α)kγx.

Logo, temosγy ∈ orb(γ ·α, γx). Assim, como para cada elementoy emorb(α, x) existe
um elementoγy emorb(γ · α, γx) então para cada órbita emα há uma órbita de mesmo
tamanho emγ · α. Comoα eβ = γ ·α são definidos sobre o mesmo conjuntoE, então o
número de órbitas em ambas as permutações é o mesmo.

Portanto, as permutaçõesα eβ = γ · α têm o mesmo número de órbitas e cada órbita em
α corresponde a uma órbita de mesmo tamanho emγ · α, ou seja, ambas as permutações
possuem a mesma estrutura de ciclos.

2. Dadas as permutaçõesα e β com a mesma estrutura de ciclos, sejamo1, . . . , ok e
p1, . . . , pk as órbitas deα eβ, respectivamente, ordenadas pelo tamanho de cada órbita.
Escolha elementos arbitráriosxi ∈ oi e yi ∈ pi para1 ≤ i ≤ k. Definimosγ como a
permutação tal queγαlxi = βlyi para todo inteirol e para1 ≤ i ≤ k. A permutaçãoγ
está bem definida pois o tamanho deoi é igual ao depi para1 ≤ i ≤ k.

Qualquerx ∈ E pode ser escrito comox = αlxi para um certo inteirol e elementoxi,
então

βγx = βγαlxi = ββlyi = βl+1yi = γαl+1xi = γααlxi = γαx.

Logoβγx = γαx para qualquerx ∈ E. Portantoβ = γ · α.

2

3.3 Norma e Divisibilidade

Nessa seção, discutimos um parâmetro de permutações associado a um tipo particular de de-
composição em ciclos. Os resultados e definições enunciadosnessa seção encontram-se no
trabalho de Meidanis e Dias [39], exceto pela introdução dosconceitos de “máximo divisor co-
mum” entre permutações e “permutações primas” que são contribuições desse trabalho. Esses
novos conceitos são prescindíveis no atual estágio de desenvolvimento do formalismo algé-
brico, mas acreditamos que possam colaborar para a simplificação de notação a medida que o
formalismo seja estendido.
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Umadecomposição emk-ciclos de uma permutaçãoπ sobreE é uma representação deπ

como um produto dek-ciclos, não necessariamente disjuntos. Decomposições em2-ciclos e em
3-ciclos têm um papel importante na busca de limitantes inferiores para distâncias de rearranjo
no formalismo algébrico.

Lema 30. Toda permutação emS(E) possui uma decomposição em2-ciclos.

Prova: Como qualquer permutação pode ser representada por um produto de ciclos disjuntos
segundo a Proposição 27, iremos encontrar uma decomposiçãoem2-ciclos de um ciclo e uma
permutação arbitrária pode ser composta pelas decomposições em2-ciclos de seus ciclos. O
ciclo (a1 a2 . . . ar) pode ser reescrito como

(a1 a2 . . . ar) = (a1 ar)(a1 ar−1) . . . (a1 a3)(a1 a2).

2

Há diversas maneiras de escrever uma permutação como um produto de2-ciclos (veja o
Exemplo 31). Uma decomposição em2-ciclosmínimade uma permutaçãoπ sobreE contém
o número mínimo de2-ciclos cujo produto éπ. Esse número mínimo de2-ciclos é chamado de
normadeπ e ele é denotado por‖π‖. Por exemplo, temos‖ι‖ = 0 e a norma de um2-ciclo é1.

Exemplo 31. A permutaçãoπ = (7 2 8 1)(3 5 10)(6 4 9) sobre o conjuntoE = {x ∈ Z | 1 ≤
x ≤ 10} possui pelo menos duas representações distintas como produto de2-ciclos:

(3 2)(7 2)(2 8)(8 1)(7 5)(3 7)(5 10)(6 4)(4 9)

e
(7 1)(7 8)(7 2)(3 10)(3 5)(6 9)(6 4).

Podemos deduzir dessas decomposições em2-ciclos que‖π‖ ≤ 7.

Seguem algumas propriedades envolvendo a norma de permutações.

Proposição 32.Para quaisquer permutaçõesα eβ sobreE, temos:

1. ‖α‖ = 0 se e somente seα = ι

2. ‖α−1‖ = ‖α‖

3. ‖β · α‖ = ‖α‖

4. ‖αβ‖ ≤ ‖α‖ + ‖β‖

5. ‖αβ‖ = ‖βα‖
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Sejao(π, E) o número de órbitas da permutaçãoπ sobreE. Quando o conjuntoE é conhe-
cido pelo contexto, iremos chamá-lo apenas deo(π). Do mesmo modo, denotamos porno(π) o
número de órbitas não triviais deπ sobreE. O número de órbitas de tamanho par e o número
de órbitas de tamanho ímpar de uma permutaçãoπ são respectivamente denotados poroeven(π)

e oodd(π). Observe que a cardinalidade da decomposição em ciclos disjuntos da permutaçãoπ
é no(π). Por exemplo, seπ = (7 2 8 1)(3 5 10)(6 4 9) e E = {x ∈ Z | 1 ≤ x ≤ 12}, então
o(π) = 5 eno(π) = 3.

O produto envolvendo um2-ciclo (a b) e uma permutaçãoβ “separa” em órbitas distintas os
elementosa eb. Meidanis e Dias [39] apresentam esse resultado sem demonstrá-lo. Fornecemos
uma demonstração para esse resultado no Lema 33.

Lema 33. Dado um2-ciclo α = (a b) e uma permutaçãoβ ambos sobreE, temosb ∈ orb(β, a)

se e somente se

1. b 6∈ orb(αβ, a) e

2. b 6∈ orb(βα, a).

Prova:

1. Seb ∈ orb(β, a) entãob = βka para0 < k < |orb(β, a)|. Comoα é um2-ciclo então
αx = x parax 6= a e x 6= b emE. De b = βka obtemosβ−1b = βk−1a. Fazendo as
substituições adequadas

αββk−1a = αββ−1b = αb = a,

obtemosαββk−1a = a. Comoβj+1a 6= a e βj+1a 6= b para0 ≤ j ≤ k − 2 então
αββja = βj+1a para0 ≤ j ≤ k−2. Logo os elementosβja para0 ≤ j ≤ k−1 e apenas
esses elementos pertencem a uma mesma órbita emαβ. Portanto, seb ∈ orb(β, a) então
b 6∈ orb(αβ, a).

Por outro lado, suponha que temosb 6∈ orb(αβ, a). Temosααβ = β poisα é um2-ciclo.
Além disso, substituindo adequadamente em

ααβ(αβ)−1a = αa = b,

ou seja, colocando em outros termos, obtemosβ(αβ)−1a = b.

Comoααβ = β então(ααβ)ka = βka para0 ≤ k ≤ |orb(αβ, a)|−1. Como(αβ)−1a =

(αβ)ma param = |orb(αβ, a)| − 1, então(αβ)−1a ∈ orb(β, a). Comoβ(αβ)−1a = b

entãob ∈ orb(β, a). Portanto, seb 6∈ orb(αβ, a) entãob ∈ orb(β, a).
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2. Seb ∈ orb(β, a) entãoa ∈ orb(β, b) ea = βkb para0 < k < |orb(β, b)|. Comoαa = b,
αb = a eαx = x parax 6= a ex 6= b entãoβαb = βa, βαa = βb eβαx = βx parax 6= a

ex 6= b emE. Deβj+1b 6= a eβj+1b 6= b para0 ≤ j ≤ k− 2 obtemosβαβj+1b = βj+2b

para0 ≤ j ≤ k − 2. Comoβαa = βb, βkb = a eβαβj+1b 6= b para0 ≤ j ≤ k − 2 então
apenas os elementosβj+1b para0 ≤ j ≤ k − 2 pertencem à órbita que contéma emβα

e portantob 6∈ orb(βα, a).

Por outro lado, seb 6∈ orb(βα, a), então de maneira semelhante ao item anterior, obtemos
b ∈ orb(β, a).

Portanto temosb ∈ orb(β, a) se e somente seb 6∈ orb(αβ, a) e b 6∈ orb(βα, a). 2

O valor da norma de uma permutação pode ser obtido por meio do tamanho do conjuntoE
e do número de órbitas da permutação. A Proposição 34 demonstrada por Meidanis e Dias [39]
estabelece uma fórmula para se obter a norma de uma permutação sem ser necessário obter sua
decomposição em2-ciclos.

Proposição 34.Dada uma permutaçãoπ sobreE, temos‖π‖ = |E| − o(π).

A norma do produto envolvendo duas permutações disjuntas é igual a soma das normas das
permutações.

Proposição 35.Dadas duas permutaçõesα eβ disjuntas sobreE temos‖αβ‖ = ‖α‖ + ‖β‖.

Uma permutaçãoα divideuma permutaçãoβ, o que é denotado porα|β, quando‖βα−1‖ =

‖β‖ − ‖α‖. Dizemos também queα é umdivisor deβ.

Exemplo 36. Considere as seguintes permutações sobreE = {x ∈ Z | 0 ≤ x ≤ 7}:

π = (1 6 4)(3 5 2)(0 7)

σ = (1 5 3)(0 2 6 4 7)

Um exemplo de decomposições em2-ciclos mínimas dessas permutações são:

π = (1 6 4)(3 5 2)(0 7) = (1 6)(6 4)(3 5)(5 2)(0 7)

σ = (1 5 3)(0 2 6 4 7) = (1 5)(5 3)(0 2)(2 6)(6 4)(4 7)

Além disso, dadas as permutaçõesφ = (1 3) e θ = (6 7 0) sobreE, temosφ|σ, masφ ∤ π.
Temos aindaθ|σ, masθ ∤ π.

Meidanis e Dias [39] que a relação de divisibilidade é uma relação de ordem, isto é, uma
relação reflexiva, anti-simétrica e transitiva.

Proposição 37.A relação de divisibilidade é uma relação de ordem, i.e.:
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1. α|α

2. seα|β eβ|α, entãoα = β

3. seα|β eβ|γ, entãoα|γ
A divisibilidade entre permutações tem uma característicasemelhante à divisibilidade no

conjunto dos números inteiros. Em ambos os conceitos existea idéia de que o divisor “compõe”
de algum modo o dividendo. Enquanto no caso de números inteiros o divisor é um fator em um
produto de inteiros; no caso das permutações o divisor é uma permutação que compartilha
algumas propriedades com o dividendo como a distribuição e ordem dos elementos entre as
órbitas em ambas as permutações. Por exemplo, dada a permutaçãoβ = (a d b e c)(f g h)

sobreE = {a, b, c, d, e, f, g, h} a permutaçãoα = (a b c)(f g) sobreE é um divisor deβ. A
Proposição 38 lista algumas propriedades ajudam a determinar se uma permutação é um divisor
de outra permutação.

Proposição 38.Para quaisquer permutaçõesα, β eγ sobreE, temos:

1. ι|α,

2. α|β se e somente seα−1|β−1,

3. α|β se e somente seγ · α|γ · β,

A divisibilidade entre duas permutações e o número de órbitas das duas se relacionam se-
gundo a fórmula apresentada no Lema 39. O Lema 39 é importantepois oferece uma fórmula
para a variação do número de órbitas do produto envolvento uma permutação e seu divisor em
relação ao número de órbitas da permutação.

Lema 39. Dadas as permutaçõesα eβ sobreE, seα|β entãoo(βα−1) = o(β) + ‖α‖.

Prova: Seα|β então

o(βα−1) = |E| − ‖βα−1‖ = |E| − (‖β‖ − ‖α‖) = |E| − (|E| − o(β)) + ‖α‖ = o(β) + ‖α‖.

Logoo(βα−1) = o(β) + ‖α‖. 2

O ciclo α é um ciclo dapermutaçãoβ, paraα e β sobreE, quandoα|β e não existe um
ciclo γ distinto deα e β tal queα|γ e γ|β. Por exemplo, a permutação(3 5 2) é um ciclo de
(1 6 4)(3 5 2)(0 7).

Dadas as permutaçõesα e β sobreE, o máximo divisor comumde α e β, denotado por
gcd(α, β), é o conjunto das permutações de maior norma que dividamα eβ.

Exemplo 40.Considere as permutaçõesα = (1 5 3 6 4 2) eβ = (1 4 5 3 6 2) sobreE = {x ∈
Z | 1 ≤ x ≤ 6}. O conjunto máximo divisor comum deα eβ égcd(α, β) = {(1 5 3 6 2)}.

Duas permutaçõesα eβ sãoprimas entre siquandogcd(α, β) = {ι}.
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3.4 Produtos envolvendo2-ciclos

O resultado do produto de duas permutações é influenciado pela distribuição e ordem dos ele-
mentos nos ciclos das decomposições em ciclos disjuntos de ambas as permutações. Os2-ciclos
afetam a relação de acessibilidade de modo particularmenteinteressante. Dado um cicloα e
uma permutaçãoβ sobreE, a distribuição dos elementos emSupp(α) nas órbitas deβ deter-
mina seα|β ou não. Mostraremos a influência da distribuição de elementos entre as órbitas
na divisibilidade quandoα é um2-ciclo. Considere primeiramente o seguinte exemplo de um
produto envolvendo um2-ciclo.

Exemplo 41. Dado o2-ciclo α = (a b) e uma permutaçãoπ = (c a d b)(e f g) ambos
definidos sobreE = {a, b, c, d, e, f, g}. Os produtos envolvendo as duas permutações são:

(a b)(c a d b)(e f g) = (c b)(d a)(e f g)

e
(c a d b)(e f g)(a b) = (c a)(d b)(e f g).

Nos dois casos, temosb ∈ orb(π, a), b 6∈ orb(απ, a) e b 6∈ orb(πα, a). Os elementosa e b

do2-ciclo que pertenciam à mesma órbita emπ, pertencem a órbitas distintas nos produtosαπ

eπα.
Considere a permutaçãoσ = (a c e)(b d f) sobreE. Os produtosασ e σα são respectiva-

mente:
(a b)(a c e)(b d f) = (a c e b d f)

e
(a c e)(b d f)(a b) = (a d f b c e)

Nesse caso temosb 6∈ orb(σ, a), b ∈ orb(ασ, a) e b ∈ orb(σα, a). Os elementosa e b que
pertenciam a órbitas distintas deσ, pertencem à mesma órbita nos produtosασ eσα.

O produto de um2-ciclo (a b) e uma permutaçãoβ “separa” os elementosa e b em órbi-
tas distintas em(a b)β (ou β(a b)) quandoa e b pertencem a mesma órbita deβ. Meidanis
e Dias [39] discutem esse comportamento do produto de uma permutação e um2-ciclo mas
não o demonstram. Uma conseqüência do Lema 33 é o Corolário 42no qual explicitamos o
comportamento do produto de uma permutação e um2-ciclo.

Corolário 42. Dado um2-ciclo α = (a b) e uma permutaçãoβ ambos sobreE, temos

1. Os elementosa e b pertencem a órbitao não trivial do mesmo cicloγ deβ se e somente
se a órbitao é a união das órbitas que contéma e b, respectivamente, enquanto as demais
órbitas distintas deo deβ são preservadas emαβ.
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2. Os elementosa eb pertencem às respectivas órbitasoa eob deβ se e somente seoa eob são
unidas em uma mesma órbitao, enquanto todos as demais órbitas deβ são preservadas
emαβ.

O Corolário 42 informa como se dá a mudança na estrutura de ciclos de um produto entre
uma permutaçãoβ e um 2-ciclo α. Esse resultado é essencialmente o mesmo tanto para o
produtoαβ quantoβα pois essas permutações têm a mesma estrutura de ciclos em decorrência
de uma ser obtida da outra por meio de uma conjugação porα.

Nos próximos lemas apresentamos alguns relacionamentos entre os conceitos de norma,
divisibibilidade e o comportamento de produtos de permutações envolvendo2-ciclos. Esses no-
vos resultados estendem o conjunto de propriedades do produto envolvendo2-ciclos oferecidos
por Meidanis e Dias [39] e são úteis para compreender como a norma, o suporte e o número de
órbitas de uma permutação são afetados pela operação de produto.

Lema 43. Sejamα = (a b) um2-ciclo eβ uma permutação, ambos sobreE. Os elementosa e
b pertencem ao suporte deγ ondeγ é um ciclo deβ se e somente se(a b)|β.

Prova: Se a e b pertencem aSupp(γ) para um cicloγ de β então a órbita não trivial do
ciclo γ de β é dividida em dois conjuntos{a, βa, . . . , β−1b} e {b, βb, β2b, . . . , β−1a}
emαβ segundo o Corolário 42. Logoo(αβ) = o(β) + 1. Além disso‖αβ‖ = ‖βα−1‖ pela
Proposição 32, então

‖βα−1‖ = |E| − o(αβ) = |E| − (o(β) + 1) = (|E| − o(β)) − 1 = ‖β‖ − ‖α‖;

ou seja, temosα|β.
Inversamente, suponha queα|β, ondeα = (a b). Então, pelo Lema 39, temoso(αβ) =

o(β)+1, i.e. o número de órbitas é aumentado de um emαβ em relação aβ. Pelo Corolário 42,
os elementosa e b pertencem a mesma órbita deβ, que é a órbita não trivial de um cicloγ de
β. Logoa e b pertencem aSupp(γ) para um cicloγ deβ.

Portanto os elementosa e b pertencem aSupp(γ) para um cicloγ de β se e somente se
(a b)|β. 2

Segundo o Lema 43, a decomposição em ciclos de uma permutaçãoβ pode ser modificada
pelo produto de um2-ciclo α em apenas dois casos a serem considerados de acordo comβ ser
divisível ou não porα: respectivamente há um aumento no número de órbitas deαβ de1 ou
uma diminuição no número de órbitas deαβ de1 (o número de órbitas é sempre comparado ao
número de órbitas deβ). Se um2-ciclo α = (a b) divide uma permutaçãoβ então os elementos
a e b aparecem na mesma órbita emβ. Logo, informalmente, o ciclo(a . . . b . . .) é “quebrado”
em dois ciclos(a . . .)(b . . .) emαβ. Por outro lado, se(a b) não divideβ então dois ciclos em
β são “fundidos” emαβ. Cada um desses dois ciclos deβ contém um elemento deα. Logo,
outra maneira de verificar se há um aumento ou diminuição no número de órbitas é encontrar
em quais ciclos deβ os elementos no suporte deα aparecem.
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Lema 44. Sejamα um2-ciclo eβ uma permutação, ambos sobreE. Então

‖βα‖ =

{ ‖β‖ − 1 seα|β,
‖β‖ + 1 caso contrário.

Prova: Seα|β então‖βα−1‖ = ‖β‖−‖α‖. Comoα−1 = α e‖α‖ = 1 porqueα é um2-ciclo,
então

‖βα‖ = ‖β‖ − ‖α‖ = ‖β‖ − 1.

Por outro lado, seα ∤ β então os elementosa e b pertencem a ciclos distintos deβ pelo
Lema 43. Logo, pelo Corolário 42, os dois ciclos distintos são reunidos em um único ciclo em
βα e temoso(βα) = o(β) − 1. Então

‖βα‖ = |E| − o(βα) = |E| − o(β) + 1 = ‖β‖ + 1.

2

Lema 45. Sejamα um2-ciclo eβ uma permutação, ambos sobreE. Então

1. seα|β entãoo(αβ) = o(β) + 1

2. seα ∤ β entãoo(αβ) = o(β) − 1

Prova:

1. Suponha queα|β então pelo Lema 39 temoso(βα−1) = o(β) + ‖α‖. Comoαβ =

α−1 · (βα−1), entãoo(αβ) = o(βα−1) pelo Lema 29. Logoo(αβ) = o(β) + 1.

2. Uma vez queo(αβ) = o(βα−1) e usando-se o Lema 43 entãoa e b pertencem a órbitas
de diferentes ciclos deβ. Essas órbitas diferentes são reunidas em uma única órbita em
αβ pelo Corolário 42. Logoo(αβ) = o(β) − 1.

2

As propriedades de produtos de permutações envolvendo2-ciclos permitem relacionar a
divisibilidade entre permutações e seus suportes.

Lema 46. Dadas as permutaçõesα eβ sobreE, então

1. seα|β entãoSupp(α) ⊆ Supp(β).

2. seα é um ciclo tal queα|β eα 6= β entãoSupp(α) ⊂ Supp(β).

Prova:
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1. Suponha que existe um elementox ∈ Supp(α) tal quex 6∈ Supp(β). Temos(x y)|α
para qualquery ∈ orb(α, x) distinto dex pelo Lema 43. Então, pela Proposição 37,
temos(x y)|β de(x y)|α eα|β. Há dois casos a ser considerados:

(a) Sey ∈ Supp(β) então‖(x y)β‖ = ‖β‖+ 1 pelo Lema 43, comox ey pertencem a
órbitas distintas deβ. Logo(x y) ∤ β.

(b) Sey 6∈ Supp(β) então(x y) e β são disjuntos. Logo‖β(x y)‖ = ‖(x y)‖ + ‖β‖ e
então(x y) ∤ β.

De qualquer modo, temos(x y) ∤ β o que contradiz o fato de(x y)|β. Logo não há um
elementox ∈ Supp(α) tal quex 6∈ Supp(β), ou seja, temosSupp(α) ⊆ Supp(β).

2. Seα é um ciclo tal queα|β eα 6= β então há novamente dois casos a se considerar:

(a) Seβ é um ciclo eα|β entãoSupp(α) ⊆ Supp(β) pelo item anterior (mais precisa-
mente, temosorb(α) ⊆ orb(β) porque ambosα eβ são ciclos). Comoα 6= β então
existe um elementox ∈ Supp(β) tal quex 6∈ Supp(α). LogoSupp(α) ⊂ Supp(β).

(b) Seβ não é um ciclo eα|β entãoSupp(α) ⊆ Supp(β) e existem elementosx, y ∈
Supp(β) tais queorb(β, x) 6= orb(β, y). Suponha queSupp(α) = Supp(β), então
x, y ∈ Supp(α) e então(x y)|α pelo Lema 43 e(x y)|β. Comoorb(β, x) 6=
orb(β, y) então(x y) ∤ β pelo Lema 43. Como encontramos uma contradição,
deduzimos queSupp(α) 6= Supp(β). PortantoSupp(α) ⊂ Supp(β).

Em ambos os casos, temosSupp(α) ⊂ Supp(β).

2

3.5 Produtos envolvendo3-ciclos

O efeito do produto de uma permutação por um3-ciclo é distinto do efeito de um produto por um
2-ciclo. Ao contrário do caso envolvendo2-ciclos, a ordem dos três elementos no suporte do3-
ciclo é relevante para determinar a modificação na decomposição em ciclos de uma permutação.
No Exemplo 47 descrevemos informalmente os efeitos de um produto envolvendo um3-ciclo.

Exemplo 47. Dado o3-ciclo α = (a b c) e uma permutaçãoπ = (a d b c)(e f g) ambos
definidos sobreE = {a, b, c, d, e, f, g}. Os produtos envolvendo as duas permutações são:

(a b c)(a d b c)(e f g) = (b a d c)(e f g)

e
(a d b c)(e f g)(a b c) = (b a c d)(e f g).
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As órbitas deπ, απ eπα são as mesmas, no entanto os ciclos dessas permutações são dife-
rentes. Os segmentosad e b têm sua ordem trocada emαπ, o mesmo ocorre com os segmentos
db ea emπα.

Considere a permutaçãoσ = (a g c e b d f) sobreE. Os produtosασ eσα são respectiva-
mente:

(a b c)(a g c e b d f) = (a g)(c e)(b d f)

e
(a g c e b d f)(a b c) = (a d f)(b e)(c g).

Nesse caso, as órbitas deσ, ασ e σα são distintas entre si. A única órbita deσ foi dividida
em três órbitas emασ e σα. Os segmentosag, ce e bdf são transformados em três ciclos em
ασ, enquanto os segmentosdfa, eb egc transformam-se em três ciclos emσα.

Considere agora a permutaçãoθ = (a d)(b g)(c f) sobreE. Os produtosαθ eθα são:

(a b c)(a d)(b g)(c f) = (a d b g c f)

e
(a d)(b g)(c f)(a b c) = (a g b f c d).

As quatro órbitas deθ (os conjuntos{a, d}, {b, g}, {c, f} e {e}) foram reduzidas para
duas órbitas emαθ e θα (os conjuntos{a, d, b, g, c, f} e {e}). Em αθ os três ciclos
(a d),(b g) e (c f) são transformados no ciclo(a d b g c f) reunindo os segmentosad, bg e cf

nessa ordem (a mesma ordem circular dos elementosa, b e c emα). Emθα os três ciclos(a d),
(b g) e (c f) são transformados no ciclo(a g b f c d) que reúne os segmentosda, gb efc nessa
ordem (os segmentos são reunidos na mesma ordem circular doselementosa, b e c emα, mas
cada segmento sofre uma rotação tal quea, b e c aparecem no fim de cada segmento).

Como último exemplo, considere a permutaçãoβ = (a d b g)(c f e) sobreE. Os produtos
αθ eθα são:

(a b c)(a d b g)(c f e) = (a d c f e)(b g)

e
(a d b g)(c f e)(a b c) = (a g)(b f e c d).

As duas órbitas deβ são transformadas em duas novas órbitas emαβ e βα. Podemos
descrever o efeito do3-ciclo α emβ no produtoαβ como uma troca dos segmentosbg e cfe

entre os seus respectivos ciclos. No produtoβα os segmentos trocados sãoga efec.

Meidanis e Dias [39] enunciaram sem demonstração qual é o comportamento do produto
envolvendo uma permutação qualquer e um3-ciclo. Apresentamos no Teorema 48 uma prova
desse resultado.

Teorema 48.Dado um3-ciclo α = (a b c) e uma permutaçãoβ ambos sobre um conjuntoE,
temos
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1. Os elementosa, b e c pertencem a órbitas de três ciclos distintos deβ, se e somente se as
órbitas desses três ciclos são reunidas em uma única órbita na quala, b e aparecem na
ordem circularabc em um ciclo deαβ.

2. Dois elementos dea, b ec, digamosa eb, pertencem a mesma órbita, enquantoc pertence
a uma órbita distinta deβ se e somente sec ∈ orb(αβ, a), b 6∈ orb(αβ, a) e o(β) =

o(αβ).

3. Os elementosa,b ec pertencem a mesma órbita e aparecem na ordem circularabc em um
ciclo deβ se e somente se os elementosa, b ec pertencem a mesma órbita e aparecem na
ordem circularacb em um ciclo deαβ.

4. Os elementosa, b e c pertencem a mesma órbita e aparecem na ordem circularacb em
um ciclo deβ, se e somente os elementosa, b e c pertencem a órbitas distintas deαβ.

Prova: A demonstração de cada um dos casos do teorema utiliza-se da seguinte observação:
parax emE distinto deβ−1a, β−1b e β−1c temosαβx = βx poisαy = y paray diferente de
a, b e c.

1. Se os elementosa, b ec pertencem a órbitas de três ciclos distintos deβ, então avaliaremos
qual é o valor deαβx parax ∈ E. Sex = β−1a então temosββ−1a = a e αa = b.
Logo αββ−1a = b. De maneira semelhante obtemosαββ−1b = c e αββ−1c = a.
Comoαβx = βx parax distinto deβ−1a, β−1b e β−1c entãoβ−1a é acessível pora,
β−1b é acessível porb e β−1c é acessível porc emαβ. Comoβ−1a é acessível pora e
αββ−1a = b entãob é acessível pora emαβ. Utilizando a transitividade nos casos dos
elementosb e c, obtemos que o elementoc é acessível porb e o elementoa é acessível
por c. Logo a, b e c pertencem a mesma órbita deαβ. Além disso, o elementoc não é
nenhum dos elementosαβia para1 ≤ i ≤ k, ondek é o menor inteiro não negativo tal
queαβka = b, devido aαβx = βx parax distinto deβ−1a e αββ−1a = b. Logo, temos
k < m ondem é o menor inteiro não negativo tal queαβma = c. Portanto as órbitas dos
três ciclos são reunidas em uma única órbita na quala, b e c aparecem na ordem circular
abc em um ciclo deαβ.

Por outro lado, suponha quea, b e c aparecem na ordem circularabc em um ciclo deαβ.
Para demonstrar que os elementos devem pertencer a três órbitas distintas emβ avaliare-
mos a permutaçãoα−1αβ. Temosα−1αβx = αβx parax 6= (αβ)−1a, x 6= (αβ)−1b e
x 6= (αβ)−1c poisαx = x. Comoαβ(αβ)−1b = b e α−1b = a entãoβ(αβ)−1b = a. De
maneira semelhante, obtemosβ(αβ)−1c = b e β(αβ)−1a = c. Comoα−1αβx = αβx

parax 6= (αβ)−1b e β(αβ)−1b = a então os elementosb e c não pertencem à órbita con-
tendoa. Comoα−1αβx = αβx parax 6= (αβ)−1c eβ(αβ)−1c = b então os elementosa
ec não pertencem à órbita contendob. Logo os elementosa, b ec pertencem a três órbitas
distintas deβ.
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2. Suponha queb ∈ orb(β, a) e c 6∈ orb(β, a). Comoαβx = βx parax 6= β−1a, x 6= β−1b

e x 6= β−1c, então todas as órbitas que não contémβ−1a, β−1b e β−1c são mantidas
inalteradas emαβ. Comoββ−1b = b eαb = c entãoαββ−1b = c. Logoc ∈ orb(αβ, a)

pois β−1b é acessível pora em αβ. Comoββ−1c = c e αc = a entãoαββ−1c = a.
Comob 6∈ orb(β, c) e αββ−1b = c entãob 6∈ orb(αβ, a). Comoβ−1a é acessível por
b emβ, ββ−1a = a e αa = b entãoαββ−1a = b. Logo as duas órbitas contendoa e c

emβ são substituídas por duas órbitas contendo respectivamentea eb emαβ e as demais
órbitas deβ são preservadas emαβ. Portanto, obtemosc ∈ orb(αβ, a), b 6∈ orb(αβ, a) e
o(β) = o(αβ).

Por outro lado, sec ∈ orb(αβ, a), b 6∈ orb(αβ, a) e o(β) = o(αβ) então podemos provar
queb ∈ orb(β, a) e c 6∈ orb(β, a) fazendoα′ = α−1 eβ ′ = αβ e aplicando a implicação
que acabamos de demonstrar paraα′ eβ ′.

3. Suponha quea,b e c pertencem a mesma órbita e aparecem na ordem circularabc em um
ciclo deβ. Comoa, b e c aparecem na ordem circularabc entãok < m ondek é o menor
inteiro não negativo tal queb = βka em é o menor inteiro não negativo tal quec = βma.

Comoββ−1b = b e αb = c entaoαββ−1b = c. Aplicando o produtoαβ de maneira
semelhante paraβ−1a eβ−1c, obtemosαββ−1a = b eαββ−1c = a. Os demais elementos
deE distintos deβ−1a, β−1b eβ−1c são mapeados emαβ para os mesmos elementos aos
quais eram mapeados emβ. Logo a, b e c pertencem a mesma órbita emαβ pois c

é acessível pora e b é acessível porc. Além disso, como a relação de acessibilidade
é preservada para os elementos distintos deβ−1a, β−1b e β−1c, entãoc = (αβ)ka e
b = (αβ)ma. Portanto, os elementosa, b e c pertencem a mesma órbita e aparecem na
ordem circularacb em um ciclo deαβ.

Por outro lado, se os elementosa, b e c pertencem a mesma órbita e aparecem na ordem
circular acb em um ciclo deαβ então podemos demonstrar que os elementosa,b e c

pertencem a mesma órbita e aparecem na ordem circularabc em um ciclo deβ fazendo
α′ = α−1 eβ ′ = αβ e aplicando o resultado demonstrado acima neste item.

4. Se os elementosa, b e c pertencem a mesma órbita e aparecem na ordem circularacb em
um ciclo deβ, entãok < m ondek é o menor inteiro não negativo tal quec = βka em é
o menor inteiro não negativo tal queb = βma.

Comoββ−1a = a e αa = b entaoαββ−1a = b. Aplicando o produtoαβ de maneira
semelhante paraβ−1b eβ−1c, obtemosαββ−1b = c eαββ−1c = a. Comoαββ−1a = b,
αβx = βx parax ∈ E distinto deβ−1a, β−1b eβ−1c e os elementosa, b e c ocorrem na
ordemacb emβ, entãoa 6∈ orb(αβ, b) e c 6∈ orb(αβ, b) pois a órbitaorb(αβ, b) contém
apenas os elementosβm+ia para0 ≤ i ≤ n−m− 1 en = |orb(β, a)| emβ. Além disso,
o elementoa não está na órbitaorb(αβ, c), pois a órbitaorb(αβ, c) é composta apenas
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pelos elementosβk+ia para0 ≤ i ≤ m − k − 1 devido aαββ−1b = c, αβx = βx para
x ∈ E distinto deβ−1a, β−1b eβ−1c e os elementosa, b e c ocorrem na ordemacb emβ.
Portanto, os elementosa, b e c pertencem a órbitas distintas deαβ.

Por outro lado, se os elementosa, b e c pertencem a órbitas distintas deαβ então é
possível demonstrar que os elementosa, b e c pertencem a mesma órbita e aparecem
na ordem circularacb em um ciclo deβ por meio da aplicação do item 1 demonstrado
anteriormente para as permutaçõesα′ eβ ′ ondeα′ = α−1 eβ ′ = αβ. Segundo o resultado
do item 1, as órbitas contendoa, b e c são reunidas em uma única órbita emα′β ′ = β e
esses elementos possuem a mesma ordem circular emα′β ′ e emα′, ou seja, a ordemacb.

2

Meidanis e Dias [39] utilizaram o Teorema 48 para analisar eventos de rearranjo represen-
tados por3-ciclos, mas não desenvolveram o relacionamento entre o produto de três ciclos e os
conceitos de norma e divisibilidade, por exemplo. De maneira semelhante ao caso do produto
envolvendo2-ciclos, apresentamos as propriedades que relacionam a norma, a divisibilidade e
o número de órbitas de uma permutação. Esses novos resultados são contribuições de nossa
pesquisa para a extensão do formalismo algébrico.

Lema 49. Sejamα = (a b c) um 3-ciclo e β uma permutação, ambos sobreE. Então os
elementosa, b ec pertencem aSupp(γ) para um cicloγ deβ e aparecem na ordem circularabc

emγ se e somente se(a b c)|β.

Prova: Se os elementosa, b e c pertencem aSupp(γ) para um cicloγ deβ e aparecem nessa
ordem circular emα então pelo Teorema 48, temoso(βα−1) = o(β) + 2. Além disso, temos
‖α‖ = 2 uma vez queα é um3-ciclo. Daí, desenvolvendo-se a fórmula que relaciona a norma
e o número de órbitas de uma permutação:

‖βα−1‖ = |E| − o(βα−1) = |E| − (o(β) + 2) = |E| − (|E| − ‖β‖) − 2 = ‖β‖ − ‖α‖.

Logo‖βα−1‖ = ‖β‖ − ‖α‖ eα|β.
Por outro lado, seα|β entãoo(βα−1) = o(β)+‖α‖ pelo Lema 39, ou sejaα−1 é um3-ciclo

tal queo(βα−1) = o(β)+2. Logo, pelo Teorema 48, os elementosa, b ec pertencem aSupp(γ)

para um cicloγ deβ e aparecem na ordem circularabc emγ. 2

Considere uma permutaçãoπ sobreE tal que existe um3-cicloα = (x y z) cujos elementos
são todos contidos no suporte de um ciclo deπ. Nessa situação, os elementos deα podem
aparecer em duas ordens emπ: xyz ou xzy. O papel dos3-ciclos na variação no número de
órbitas é determinado não apenas pela distribuição dos elementos do3-ciclo entre os ciclos de
uma permutação, mas também pela ordem em que os elementos aparecem na permutação.

Lema 50. Sejamα = (a b c) um3-ciclo eβ uma permutação, ambos sobreE. Então
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1. α|β se e somente seo(βα−1) = o(β) + 2.

2. seα ∤ β e todos os2-ciclos(a b), (a c) e (b c) dividemβ entãoo(βα−1) = o(β).

3. seα ∤ β e somente um dos2-ciclos(a b), (a c) e (b c) dividemβ entãoo(βα−1) = o(β).

4. se(a b), (a c) e (b c) não dividemβ entãoo(βα−1) = o(β) − 2.

Prova:

1. Seα|β então‖βα−1‖ = ‖β‖ − ‖α‖. Além disso, temos‖βα−1‖ = |E| − o(βα−1) e
‖β‖ = |E|− o(β), então usando essas igualdades e o fato deα|β temos|E|− o(βα−1) =

|E| − o(β) − 2 que implicao(βα−1) = o(β) + 2. Inversamente, seo(βα−1) = o(β) + 2

então‖βα−1‖ = ‖β‖ − 2. Como‖α‖ = 2 então‖βα−1‖ = ‖β‖ − ‖α‖. Portantoα|β.

2. Seα ∤ β e todos os2-ciclos (a b), (a c) e (b c) dividemβ então, pelo Lema 43, temos
orb(β, a) = orb(β, b) = orb(β, c) e pelo Lema 49 temosα−1|β. Decompondoα−1 em
2-ciclos, temosα−1 = (c b a) = (c b)(b a). Como(c b)|β entãoo(β(c b)) = o(β) + 1.
Além disso, temosa ∈ orb(β(c b), c) porqueβ(c b)x = βx parax 6= b e x 6= c e
os elementosc, b e a aparecem nessa ordem circular emβ. Então(b a) ∤ β(c b), e
o(β(c b)(b a)) = o(β(c b)) − 1 = o(β) + 1 − 1 = o(β). Portantoo(βα−1) = o(β).

3. Suponha queα ∤ β e, sem perda de generalidade, temos(a b)|β, entãoorb(β, a) =

orb(β, b) 6= orb(β, c). Considere a decomposição em2-ciclos(b a)(a c) da permutação
α−1. Pelo Lema 45 e comoo(β(b a)) = o((b a)β) entãoo(β(b a)) = o(β) + 1. Além
disso, temosorb(β, c) ∈ Orb(β(b a)) porqueβ(b a)x = βx parax 6= b ex 6= a. Logoa,
b e c aparecem em órbitas distintas emβ(b a). Daí (a c) ∤ β(b a) e, usando o Lema 45 e
o fato de queo(βα) = o(αβ) quandoα é um2-ciclo, derivamos

o(β(b a)(a c)) = o(β(b a)) − 1 = o(β) + 1 − 1 = o(β).

Portantoo(βα−1) = o(β).

4. Se(a b), (a c) e (b c) não dividemβ entãoorb(β, a), orb(β, b) e orb(β, c) são órbitas
disjuntas deβ pelo Lema 43, ou seja, cada elemento no suporte deα aparece em um ciclo
distinto emβ. Mas podemos reescreverα−1 comoα−1 = (c b a) = (c b)(b a). Logo
o(β(c b)) = o(β) − 1 decorre de(c b) ∤ β e do Lema 45. Comoβ(c b)x = βx para
x 6= b e x 6= c entãoorb(β, a) ∈ Orb(β(c b)). Logoo(β(c b)(b a)) = o(β) − 2 porque
(b a) ∤ β(c b). Portantoo(βα−1) = o(β) − 2.

2

Os conceitos de norma e divisibilidade são relacionados à representação de uma permu-
tação como um produto de2-ciclos. Podemos definir, com pequenas modificações, conceitos
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semelhantes que são relacionados à decomposição de uma permutação em3-ciclos. Diferen-
temente do caso do produto de2-ciclos, nem sempre é possível encontrar uma decomposição
em3-ciclos para uma permutação. Dizemos que uma permutação édecomponívelem3-ciclos
quando existe uma decomposição em3-ciclos dessa permutação. Dada uma permutaçãoπ sobre
E decomponível em3-ciclos, definimos a3-normadeπ, denotada por‖π‖3, como o número
mínimo de3-ciclos em uma decomposição em3-ciclos deπ.

Exemplo 51. Sejamπ = (7 2 8 1)(3 5 10)(6 4 9) e γ = (10 2 8 5 1)(3 6 4 7 9) permutações
sobre{x ∈ Z | 1 ≤ x ≤ 10}. A permutaçãoγ pode ser representada por meio do seguinte
produto de3-ciclos:

γ = (10 2 8)(8 5 1)(3 6 4)(4 7 9).

Logo‖γ‖3 ≤ 4.
Por outro lado, a permutaçãoπ não possui uma decomposição em3-ciclos. Se tentarmos

encontrar um produto envolvendo o número máximo de3-ciclos que resulte emπ esse produto
conterá sempre um2-ciclo além dos3-ciclos. Por exemplo:

π = (7 2 8)(8 1 3)(1 3 5)(5 10 6)(10 6 4)(4 9).

Seria possível determinar se uma permutação é decomponívelem3-ciclos sem procurar por
uma decomposição em3-ciclos? Para responder a essa pergunta, iremos demonstraralguns
fatos referentes a paridade da norma de uma permutação. A paridade da norma nos ajudará a
caracterizar as permutações que são decomponíveis em3-ciclos.

Lema 52. Dadas as permutaçõesα eβ sobreE, temos‖αβ‖ ≡ ‖α‖ + ‖β‖ (mod 2)

Prova: Faremos uma demonstração por indução em‖β‖.
Considere como caso base‖β‖ = 0 e ‖β‖ = ι. Para‖β‖ = 0, entãoβ = ι (pela Proposi-

ção 32) e logo‖αβ‖ ≡ ‖α‖ ≡ ‖α‖ + ‖β‖ (mod 2). Se‖β‖ = 1 entãoβ = (a b) e temos dois
subcasos:

• se(a b) ∤ α então‖αβ‖ = ‖α‖ + 1 pelo Lema 44. Logo‖αβ‖ ≡ ‖α‖ + 1 ≡ ‖α‖ + ‖β‖
(mod 2).

• se (a b) | α então‖αβ‖ = ‖α‖ − 1 pelo Lema 44. Logo‖αβ‖ = ‖α‖ − 1 ≡ (‖α‖
(mod 2) + (−1) (mod 2)) (mod 2) ≡ (‖α‖ + 1) (mod 2) ≡ ‖α‖ + ‖β‖ (mod 2).

Tomaremos como hipótese de indução que o resultado segue para‖β‖ < k.
Sejaβ = β1 β2 . . . βk, ondeβi é um2-ciclo ek é mínimo. Considereβ1 eβ ′ = β2 . . . βk.

Pela hipótese de indução e como‖β ′‖ < ‖β‖ devido a minimalidade da decomposição em
2-ciclos, temos‖αβ1β

′‖ ≡ ‖α β1‖ + ‖β ′‖ (mod 2). Mas‖αβ1‖ ≡ ‖α‖ + 1 (mod 2) como



3.5. Produtos envolvendo3-ciclos 55

demonstramos no caso base. Logo‖αβ‖ ≡ (‖α‖+1 (mod 2))+‖β ′‖ (mod 2) ≡ ‖α‖+(1+

‖β ′‖) (mod 2). Como‖β‖ = 1 + ‖β ′‖, então nó temos‖αβ‖ ≡ ‖α‖ + ‖β‖ (mod 2). 2

Uma permutação é umapermutação ímparquando sua norma é ímpar, caso contrário ela
é umapermutação par. Um r-ciclo é umciclo ímparquandor é ímpar, caso contrário ele é
um ciclo par. Os conceitos de paridade (par ou ímpar) em permutações em geral e ciclos são
opostos.

Lema 53. Ciclos ímpares são permutações pares e ciclos pares são permutações ímpares.

Prova: Pelo Lema 30 umr-ciclo π = (a1 a2 . . . ar) pode ser escrito como

π = (a1 ar)(a1 ar−1) . . . (a1 a3)(a1 a2),

ou seja, como um produto der − 1 2-ciclos. Esse produto de2-ciclos (a1 ar) . . . (a1 a2) é,
de fato, uma decomposição em2-ciclos deπ. Mostraremos que essa decomposição é uma
decomposição mínima em2-ciclos. Pela Proposição 34 temos‖π‖ = |E| − o(π). Sejaf o
número de elementos fixos emπ. Logo

|E| − o(π) = |Supp(π)|+ f − (no(π) + f) = |Supp(π)| − no(π) = r − 1,

uma vez queπ é umr-ciclo. Então o produto de2-ciclos envolve‖π‖ 2-ciclos e ele é uma
decomposição mínima em2-ciclos deπ. Logo a norma‖π‖ é ímpar (par) se e somente ser

é par (ímpar). Portanto ciclos ímpares são permutações pares e ciclos pares são permutações
ímpares. 2

Mostramos no Lema 54 uma caracterização das permutações quesão decomponíveis em um
produto de3-ciclos:

Lema 54. Dada uma permutaçãoπ sobreE, existe uma decomposição em3-ciclos deπ se e
somente se‖π‖ é par, ou seja, a3-norma é definida para permutações pares apenas.

Prova: Sejaπ uma permutação tal que‖π‖ é par; i.e.0 ≡ ‖π‖ (mod 2). Para cada par de 2-
ciclos consecutivos; digamosα eβ, em uma decomposição mínima em2-ciclos deπ podemos
obter3-ciclos de acordo com dois casos:

i) Se |Supp(α) ∩ Supp(β)| = 1; isto é, temosα = (a b) eβ = (b c), então substituímos os
dois ciclos pelo3-ciclo (a b c).

ii) SeSupp(α) ∩ Supp(β) = ∅; i.e. α = (a b), β = (c d), ea, b, c ed são distintos entre si,
então obtemos dois3-ciclos(a b c) e (b c d).

O caso no qualSupp(α) = Supp(β); isto é, temosα = β = (a b) não ocorre em um
produto mínimo de2-ciclos pois teríamosαβ = βα = ι.
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Como o norma deπ é par então o número de2-ciclos em uma decomposição em2-ciclos de
π é par. Logo, ao aplicarmos uma transformação dos pares de2-ciclos em3-ciclos seguindo os
casos acima, o resultado será uma decomposição da permutação π em3-ciclos. Agora, consi-
dere a permutaçãoπ tal que há uma decomposição mínima em3-ciclos deπ: π = α1 α2 . . . αk.
Logo‖π‖ = ‖α1 α2 . . . αk‖ e pela generalização do Lema 52, temos:

‖α1 α2 . . . αk‖ ≡ ‖α1‖ + ‖α2‖ + . . . + ‖αk‖ (mod 2)

Como a norma de um3-ciclo é2 então‖α1 α2 . . . αk‖ ≡ 0 (mod 2); ou seja, a norma de
π é par.

Portanto‖π‖3 é definido apenas para permutações pares. 2

De modo semelhante à norma de uma permutação, a3-norma de uma permutação par possui
algumas propriedades úteis:

Lema 55. Dadas as permutações paresα eβ ambas sobreE, temos

1. ‖α‖3 = 0 se e somente seα = ι

2. ‖α−1‖3 = ‖α‖3

3. ‖β · α‖3 = ‖α‖3

4. ‖αβ‖3 ≤ ‖α‖3 + ‖β‖3

5. ‖αβ‖3 = ‖βα‖3.

Prova:

1. Seα pode ser representado como um produto de zero3-ciclos entãoα é a identidade. Por
outro lado, a3-norma da identidade é zero.

2. Sejaα1 . . . αk um produto mínimo de3-ciclos cujo resultado éα, então

α−1 = (α1 . . . αk)
−1 = α−1

k . . . α−1
1 .

Logo, o produtoα−1
k . . . α−1

1 é uma decomposição em3-ciclos deα−1 e‖α−1‖3 ≤ ‖α‖3.
Por simetria, obtemos‖α−1‖3 ≥ ‖α‖3. Portanto‖α−1‖3 = ‖α‖3.

3. Dadoα = α1 . . . αk, tal queα1 . . . αk é uma decomposição em3-ciclos deα, então

β · α = (β · α1) . . . (β · αk)

e β · αi, para1 ≤ i ≤ k, é um3-ciclo uma vez que a conjugação preserva a estrutura
do ciclo. Logo‖β · α‖3 ≤ ‖α‖3. Como esse resultado vale para permutações quaisquer,
temos‖β−1 · (β · α)‖3 ≤ ‖β · α‖3. Comoβ−1 · (β · α) = α, então‖α‖3 ≤ ‖β · α‖3.
Portanto‖α‖3 = ‖β · α‖3.
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4. Sejaα = α1 . . . αk e β = β1 . . . βl respectivas decomposições mínimas em3-ciclos das
permutaçõesα eβ. Então

αβ = α1 . . . αkβ1 . . . βl

e‖αβ‖3 ≤ k + l = ‖α‖3 + ‖β‖3.

5. Segundo o item 3, temos‖βα‖3 = ‖α·(βα)‖3 eα·(βα) = αβ. Portanto‖βα‖3 = ‖αβ‖3.

2

Dadas as permutações paresα e β sobreE, dizemos queα 3-divideβ, o que é denotado
porα|3β, quando‖βα−1‖3 = ‖β‖3 −‖α‖3. O Lema 56 reúne algumas propriedades básicas da
3-divisibilidade.

Lema 56. Dadas as permutações paresα, β eγ sobreE, temos

1. α|3α

2. seα|3β eβ|3α entãoα = β

3. seα|3β eβ|3γ entãoα|3γ

4. α|3β se somente seα−1|3β−1.

5. seα|3β entãoγ · α|3γ · β

Prova:

1. A propriedade reflexiva segue diretamente de‖αα−1‖3 = ‖ι‖3 = 0 = ‖α‖3 − ‖α‖3.

2. Sejamα eβ permutações pares sobreE tais queα|3β eβ|3α. Logo

‖βα−1‖3 = ‖β‖3 − ‖α‖3 e ‖αβ−1‖3 = ‖α‖3 − ‖β‖3.

Somando os membros de cada igualdade obtemos‖βα−1‖3 + ‖αβ−1‖3 = 0.

Comoαβ−1 = (βα−1)−1, então‖βα−1‖3 = ‖αβ−1‖3 pelo Lema 55. A partir das igual-
dades‖βα−1‖3 + ‖αβ−1‖3 = 0 e ‖βα−1‖3 − ‖αβ−1‖3 = 0 obtemos‖αβ−1‖3 = 0, i.e.
αβ−1 = ι. Logoα = β e a propriedade anti-simétrica segue-se.

3. Sejamα, β eγ permutações pares sobreE tais queα|3β eβ|3γ. Então temos

‖βα−1‖3 = ‖β‖3 − ‖α‖3 e ‖γβ−1‖3 = ‖γ‖3 − ‖β‖3

e somando essas equações obtemos:

‖βα−1‖3 + ‖γβ−1‖3 = ‖γ‖3 − ‖α‖3.
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Verificaremos o relacionamento entre‖γα−1‖3 e‖γ‖3 − ‖α‖3. As desigualdades

‖γα−1‖3 = ‖γβ−1βα−1‖3 ≤ ‖γβ−1‖3 + ‖βα−1‖3 ≤ ‖γ‖3 − ‖α‖3,

e

‖γ‖3 = ‖γα−1α‖3 ≤ ‖γα−1‖3 + ‖α‖3

implicam‖γα−1‖3 ≥ ‖γ‖3 − ‖α‖3. Logo‖γα−1‖3 = ‖γ‖3 − ‖α‖3 eα|3γ.

4. Seα|3β e como‖γ‖3 = ‖γ−1‖3 então temos‖(βα−1)1‖3 = ‖β−1‖3 − ‖α−1‖3. Manipu-
lando o primeiro termo da igualdade:

‖(βα−1)1‖3 = ‖αβ−1‖3 = ‖β−1α‖3.

Conseqüentemente, temos‖β−1α‖3 = ‖β−1‖3 − ‖α−1‖3, ou de modo equivalente temos
α−1|3β−1.

Seα−1|3β−1, então‖β−1α‖3 = ‖β−1‖3 − ‖α−1‖3. Logo ‖β−1‖3 − ‖α−1‖3 = ‖β‖3 −
‖α‖3. Além disso, como mostrado anteriormente, temos‖β−1α‖3 = ‖(βα−1)1‖3 e
‖(βα−1)1‖3 = ‖βα−1‖3. Portantoα|3β.

5. Seα|3β então‖βα−1‖3 = ‖β‖3 − ‖γ‖3. Mas‖β‖3 = ‖γ · β‖3. Logo

‖γ · β‖3 − ‖γ · α‖3 = ‖β‖3 − ‖α‖3 = ‖βα−1‖3 = ‖γ · (βα−1)‖3 = ‖(γ · β)(γ · α−1)‖3.

Mas temos‖(γ · β)(γ ·α−1)‖3 = ‖(γ · β)(γ ·α)−1‖3. Portantoγ ·α|3γ ·β. E por simetria
da igualdade, obtemos queγ · α|3γ · β implicaα|3β.

2

O relacionamento entre a norma e a3-norma de uma permutação par é dado pelo Lema 57
e Teorema 58.

Lema 57. Dada a permutação parπ sobreE, temos‖π‖3 ≥ ‖π‖/2.

Prova: Dada a permutação parπ sobreE, sejaτ1 . . . τk uma decomposição mínima em3-ciclos
deπ e k = ‖π‖3. Cada3-ciclo τi para1 ≤ i ≤ k é da forma(a b c) e pode ser escrito como
o produto de dois2-ciclos (a b)(b c). Logo uma decomposição em2-ciclos deπ obtida pela
substituição de um3-ciclo por dois2-ciclos possui2‖π‖3 2-ciclos e pela definição da norma
temos2‖π‖3 ≥ ‖π‖. Portanto temos‖π‖3 ≥ ‖π‖/2. 2

Teorema 58.Se uma permutação parπ sobreE possui apenas ciclos ímpares em sua decompo-
sição em ciclos disjuntos então‖π‖3 = ‖π‖/2.
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Prova: Para qualquer permutação parπ temos‖π‖3 ≥ ‖π‖/2 pelo Lema 57.

Para mostrarmos que‖π‖3 ≤ ‖π‖/2 dada uma permutaçãoπ cuja decomposição em ciclos
disjuntos é formada apenas por ciclos ímpares, iremos obteruma decomposição em3-ciclos de
π a partir de uma decomposição mínima em2-ciclos deπ.

Dada a permutaçãoπ cuja decomposição em ciclos disjuntos é composta por ciclosímpares
apenas, considere uma decomposição mínima em2-ciclos deπ obtida do seguinte modo: subs-
titua cada cicloα = (a1 a2 . . . ar) parar > 2 da decomposição em ciclos deπ pelo produto
de2-ciclos

(a1 a2)(a2 a3)(a3 a4) . . . (ar−2 ar−1)(ar−1 ar).

Essa decomposição em2-ciclos é mínima pois possuir−1 2-ciclos de acordo com a fórmula da
norma segundo a Proposição 34. Então é possível agrupar os2-ciclos dessa decomposição deπ

em pares da forma(a b)(b c) e para cada par(a b)(b c) há um3-ciclo correspondente(a b c).
Logo‖π‖3 ≤ ‖π‖/2.

Portanto, se uma permutação parπ sobreE possui apenas ciclos ímpares em sua decompo-
sição em ciclos disjuntos então‖π‖3 = ‖π‖/2. 2

Este resultado não é válido em geral. Por exemplo, para a permutaçãoα = (a b)(c d),
temos que‖α‖ = 2 e‖α‖3 = 2.

3.6 Modelagem de Genomas

Nessa seção iremos apresentar uma versão do formalismo algébrico definido originalmente por
Meidanis e Dias [39] para a modelagem do problema de rearranjo em genomas. A versão apre-
sentada nessa seção difere do trabalho original de Meidanise Dias, pois adotamos a convenção
de aplicar eventos de rearrajo em genomas pela esquerda. Além disso, introduzimos o conceito
de sistema de genes, analisamos os tipos de genomas que podemservir de entrada para um
problema de rearranjo em genomas por meio do conceito de “compatibilidade” entre genomas
e relacionamos a definição de um genoma ao conceito de divisibilidade de permutações. Esses
novos conceitos estendem a versão do formalismo algébrico de Meidanis e Dias.

Iremos modelar genomas como permutações que obedecem a certas propriedades relacio-
nadas ao conjunto de genes modelados e sua relação de complementariedade.

O par formado por um conjuntoE e uma permutaçãoΓ sobreE é chamado de umsis-
tema de genes, denotado por(E, Γ), quandoSupp(Γ) = E e ΓΓ = ι. A permutaçãoΓ
associa cada elemento deE ao seu elemento complementar. Por exemplo, dado o conjunto
E = {−4, −3, −2, −1, 1, 2, 3, 4} e a permutaçãoΓ = (1 − 1)(2 − 2)(3 − 3)(4 − 4), o
par(E, Γ) é um sistema de genes uma vez que o suporte deΓ éE eΓΓ = ι. Uma partição deE
em dois conjuntosE+ eE− tal queE− = {Γx | x ∈ E+} é chamada de umapartição válida.
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Figura 3.1: Genoma mitocondrial humano. O genoma mitocondrial possui duas fitas: uma fita H rica em
guanina e a fita L rica em citosina. A fita H contem 12 dos 13 genesque codificam polipeptídios, 14 dos 22 genes
que codificam RNA de transporte (tRNA) e ambos os genes que codificam RNA ribossômico (rRNA). Os genes
ND1, ND2, COX1, COX2, ATP8, ATP6, COX3, ND3, ND4L, ND4, ND5 e CytB pertencem à fita H enquanto o
gene ND6 aparece na fita L com orientação contrária aos genes anteriores (seqüência complementar e reversa a
seqüência correspondente na fita H). Figura obtida da dissertação de Finnilä [24].
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A Figura 3.1 mostra um diagrama representando o genoma mitocondrial humano. O ge-
noma mitocondrial humano é uma molécula circular e fechada de DNA (mtDNA) composta
por 16,569 pares de base (bp) [3], localizada dentro da matriz mitocondrial em milhares de
cópias por célula [24, 34]. O DNA mitocondrial possui duas fitas: uma fita rica em guanina
(chamada de fita H) e a outra rica em citosina (chamada de fita L). A fita H contem 12 dos 13
genes que codificam polipeptídios, 14 dos 22 genes que codificam RNA de transporte (tRNA)
e ambos os genes que codificam RNA ribossômico (rRNA). A seqüências codificadoras de pro-
teínas são contíguas no genoma [3]. Os genes ND1, ND2, COX1, COX2, ATP8, ATP6, COX3,
ND3, ND4L, ND4, ND5 e CytB pertencem à fita H enquanto o gene ND6aparece na fita L
com orientação contrária aos genes anteriores (seqüência complementar e reversa à seqüência
correspondente na fita H).

A cada gene de um genoma que aparece em uma das fitas, há uma seqüência de bases com-
plementar e reversa ao gene. Nem todas essas seqüências complementares são genes, mas sua
representação em um formalismo para rearranjo em genomas é relevante quando são envolvidas
reversões com sinais.

O conjunto de seqüências de bases (genes ou não) pode ser modelado pelo sistema de genes
(E, Γ) ondeE = E+ ∪ E− tal que

E+ = {COX1, COX2, COX3, ATP6, ATP8, ND1,

ND2, ND3, ND4L, ND4, ND5, ND6, CytB}

e

E− = {−COX1, −COX2, −COX3, −ATP6, −ATP8, −ND1,

−ND2, −ND3, −ND4L, −ND4, −ND5, −ND6, −CytB}.

Usando a complementariedade das seqüências, define-seΓx = −x parax ∈ E. Os elementos
de um sistema de genes podem ser não codificadores, ou seja, não serem de fato genes; por
exemplo, a seqüência -ND4 não codifica nenhuma proteína. Para evitarmos que a nomencla-
tura seja pedante, iremos nos referir aos elementos deE simplesmente como “genes”, embora
ressaltemos que as seqüências que são de fato genes dependamdos genomas modelados.

3.6.1 Genomas Circulares

Dado um sistema de genes(E, Γ), uma permutaçãoπ sobreE é admissívelquando a única
permutação que divide a ambosπ e Γ é a identidade. Os ciclos de uma permutação admissível
são chamados defitas. Uma permutaçãoπ sobreE é um genomaquando for admissível e
π−1 = Γ · π.
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Exemplo 59. Considere o conjunto de genesE = {−5, −4, −3, −2, −1, 1, 2, 3, 4, 5} e

Γ = (−5 5)(−4 4)(−3 3)(−2 2)(−1 1).

O sinais dos elementos indicam a orientação dos genes. Um exemplo de genoma para esse
sistema de genes(E, Γ) é:

π = (2 −1 3)(−3 1 −2)(5 −4)(4 −5).

Os ciclos(2 −1 3), (−3 1 −2), (5 −4) e (4 −5) são fitas do genoma. Observe que em uma
permutaçãoπ sobreE admissível com base no sistema de genes(E, Γ) temosΓx 6∈ orb(π, x)

parax ∈ E. Em outros termos, uma fita não pode conter um gene e sua correspondente seqüên-
cia complementar reversa. Outro aspecto a ser observado sobre os genomas é a possibilidade
de escrever um genoma de diversas maneiras distintas pois é possível comutar as suas fitas uma
vez que são ciclos disjuntos.

O genoma mitocondrial humano mostrado na Figura 3.1 pode sermodelado pela permutação

θ = (ND1 ND2 COX1 COX2 ATP8 ATP6

COX3 ND3 ND4L ND4 ND5 −ND6 CytB)

(−CytB ND6 −ND5 −ND4 −ND4L −ND3

−COX3 −ATP6 −ATP8 −COX2 −COX1 −ND2 −ND1).

Dado um genomaπ em um sistema de genes(E, Γ), para cada fitaα na decomposição em
ciclos deπ existe umafita complementarΓ · α−1. Um cromossomode um genoma no sistema
de genes(E, Γ) é o produto de duas fitasα eΓ · α−1. Dois cromossomos sãodisjuntosquando
os seus suportes são disjuntos. Um genoma é um produto de cromossomos disjuntos.

Exemplo 60. Considere o genoma

π = (−5 −2 10)(−10 2 5)(1 7 −9)(9 −7 −1)(3 −4)(4 −3)(−6)(6)(−8)(8).

no sistema de genes(E, Γ) paraE = {x ∈ Z | 1 ≤ |x| ≤ 10} e Γ é a permutação que mapeia
x em−x para todox ∈ E.

As permutações(−5 −2 10)(−10 2 5), (1 7 −9)(9 −7 −1), (3 −4)(4 −3), (−6)(6) e
(−8)(8) são cromossomos deπ. Cada cromossomo é o produto de fitas complementares entre
si.

Um sistema de genes(E, Γ) define o conjunto de genomas sobre o mesmoE e cujas pro-
priedades fundamentais (admissibilidade e inversão por meio da conjugação porΓ) dependem
da mesma permutaçãoΓ. Iremos escrever queπ é um genoma em(E, Γ) quando quisermos
dizer queπ pertence ao conjunto de genomas definido pelo sistema de genes (E, Γ). Quando
necessário, deixaremos claro no texto quando quisermos distinguir o par(E, Γ) do conjunto de
genomas definido por esse par. Discutiremos na Seção 3.7 sobre como os diversos problemas
de rearranjo em genomas são definidos para subconjuntos do conjunto de genomas definido por
um sistema de genes.
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3.6.2 Genomas Lineares

Nessa seção discutimos como representar genomas compostospor cromossomos lineares por
meio do formalismo algébrico. O formalismo algébrico modela de maneira direta genomas
compostos por fitas circulares. Por outro lado, na natureza épossível encontrar genomas com-
postos também por cromossomos lineares. É necessário realizar um mapeamento de um genoma
contendo cromossomos lineares em um genoma contendo apenascromossomos circulares para
ser manipulado por meio da aplicação de eventos de rearranjo. Ao final da manipulação do
genoma em seu formato com cromossomos circulares, aplica-se um mapeamento inverso para
obter um genoma com cromossomos lineares novamente.

Para modelar um genoma que possua cromossomos lineares, temos de incluir no conjunto
de genes um par distinto de pseudo-genes complementares+p e−p para cada cromossomo do
genoma. Os pseudo-genes+p e −p são usados para unir as extremidades das fitas comple-
mentares do cromossomos lineares. Para obter-se novamenteum genoma com cromossomos
lineares basta remover os pseudo-genes do conjunto de genese definir as extremidades das fitas
como os genes adjacentes a esses pseudo-genes [40, 42, 58].

Exemplo 61. Considere um genoma contendo apenas um cromossomo linear:

[a, b, c, d],

tal que as suas extremidades sejama ed.
Podemos modelar o genoma anterior no formalismo algébrico por meio da inclusão de dois

genes, digamos+0 e−0. O genoma no formalismo algébrico tem a seguinte forma:

(+0 a b c d)(Γd Γc Γb Γa − 0).

3.7 Eventos de Rerranjo em Genomas

Nessa seção, modelaremos os eventos de rearranjo em genomascomo permutações. Apresenta-
mos alguns eventos de rearranjo que não haviam sido modelados anteriormente pelo formalismo
algébrico, como as fusões, fissões e transposições generalizadas. Além disso, uma contribui-
ção original dessa seção em relação ao trabalho de Meidanis eDias [39] é a discussão sobre a
compatibilidade entre genomas com respeito a eventos de rearranjo.

Dado um genomaπ em um sistema de genes(E, Γ), uma permutaçãoρ é umevento de
rearranjo aplicávela π quandoρπ é um genoma em(E, Γ). Dizemos queaplicamosρ emπ

quando obtemos o produtoρπ.
A ordem em que aplicamos o evento de rearranjoρ é relevante para determinar o formato de

permutação que esse evento irá assumir. Meidanis e Dias [39]adotam a convenção de aplicar
um evento de rearranjo “pela direita”, ou seja, o resultado da aplicação de um eventoρ em
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um genomaπ é πρ. Conseqüentemente, seπρ = σ entãoρ = π−1σ ou de modo equivalente
ρ = ΓπΓσ.

Em nossa versão do formalismo algébrico, adotamos a convenção alternativa de aplicar um
evento de rearranjo pela esquerda. Segundo essa convenção,seρπ = σ entãoρ = σπ−1 ou em
outros termosρ = σΓπΓ.

Ambas as convenções podem ser utilizadas de maneira independente (não se pode misturar
as convenções) e permitem obter os mesmos reultados mostrados nesse trabalho. Adotamos a
convenção de aplicar um evento de rearranjo pela esquerda devido ser mais natural a utilização
da notação pré-fixa para operadores.

3.7.1 Reversões com Sinais

Um evento de rearranjo em genomas que parece ser dos mais relevantes do ponto de vista
biológico é a reversão com troca de orientações de genes [28,29]. Dado o genomaπ em um
sistema de genes(E, Γ), umareversão com sinaisρ = ρ(u, v, π), ondeu ev são genes distintos
emE, é um evento de rearranjo aplicável aπ que transforma o genomaπ no genomaρπ cuja
seqüência de genes entreu e v, incluindou, mas excluindov em um cromossomoθ de π é
trocada pela seqüência inversa e complementar (em ambas as fitas deθ emπ). A permutação
que define a reversão com sinaisρ(u, v, π) aplicável ao genomaπ é (u πΓv)(v πΓu) tal queu

ev pertençam a mesma fita deπ. Por exemplo, dado o genoma(a Γb c)(Γc b Γa)(d Γe)(e Γd)

no sistema de genes(E, Γ) tal queE = {a, b, c, d, e, Γa, Γb, Γc, Γd, Γe}, a permutação
(Γb b)(c Γa) é uma reversão com sinais aplicável aπ.

Dado um genomaπ em(E, Γ) e uma reversão com sinaisρ(u, v, π) aplicável aπ, seguem-se
algumas propriedades fundamentais de reversões com sinais:

1. ρ = ρ−1;

2. (u v)|π e (u v) ∤ ρπ;

3. ‖ρπ‖ = ‖πρ‖ e‖ρπ‖ = ‖π‖.

Meidanis e Dias [39] demonstraram que a mesma reversão com sinal pode ser definida por
diferentes pares de elementos do conjunto de genes.

Proposição 62.Dado o genomaπ no sistema de genes(E, Γ) e sejaρ(u, v, π) uma reversão
com sinais aplicável aπ, temos:

ρ(u, v, π) = ρ(v, u, π) = ρ(πΓu, πΓv, π) = ρ(πΓv, πΓu, π)

O efeito de uma reversão com sinaisρ aplicável a um genomaπ é ilustrado na Figura 3.2.
Dois genomasπ eσ sãocompatíveis com relação a reversões com sinaisquando existe uma

seqüência de reversões com sinaisρ1, . . . , ρk tal queρi é uma reversão com sinal aplicável a
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Figura 3.2:O diagrama mostra o resultado da aplicação de uma reversão com sinaisρ aplicável a um genoma
unicromossomalπ. Observe as modificações nos segmentos de genesu, . . . , π−1v e πΓv, . . . , Γu. Em uma
reversão com sinais uma seqüência de genes é invertida e a orientação dos genes trocada em ambas as fitas do
mesmo cromossomo do genoma (Figura reproduzida do artigo deMeidanis e Dias [39]).
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ρi−1 . . . ρ1π para1 ≤ i ≤ k eρi . . . ρ1π = σ. Nem sempre um par de genomas é compatível com
relação a reversões com sinais. Por exemplo, genomas com o número distinto de cromossomos
não são compatíveis.

Dois genomasπ eσ em(E, Γ) sãoeqüicromossomaisse para cada cromossomo deπ existe
um cromossomo emσ cuja a união das órbitas em cada cromossomo é a mesma. Os cro-
mossomos deπ e σ cuja união de suas duas órbitas são iguais são chamados decromossomos
correspondentes. Por exemplo, os genomas

(a b c)(Γc Γb Γa)(c d)(Γd Γc)

e
(b a c)(Γc Γa Γb)(c Γd)(d Γc)

são eqüicromossomais. Os cromossomos(c d)(Γd Γc) e (c Γd)(d Γc) são cromossomos cor-
respondentes.

Lema 63. Dado um genomaπ em (E, Γ) e uma reversão com sinaisρ aplicável aπ então os
genomasπ eρπ são eqüicromossomais.

Prova: Uma reversãoρ = ρ(u, v, π) é caracterizada por trocar os segmentosu . . . π−1v e
πΓv . . .Γu entre as fitas de um cromossomo deπ. Logo, o cromossomo emρπ que resultou das
alterações nas fitas causadas pela reversão mantém o mesmo conjunto de elementos, embora
esses elementos possam pertencer a órbitas diferentes do cromossomo correspondente emπ.
Portanto os genomasπ eρπ são eqüicromossomais. 2

Uma reversão aplicável a um genomaπ não modifica os suportes dos cromossomos em
ρπ, no entanto as órbitas deρπ que contému e v são alteradas. Uma conseqüência direta do
Lema 63 é que se existe uma seqüência de reversões com sinais que transforme um genoma
π em um genoma distintoσ entãoπ e σ são eqüicromossomais. Em outros termos, genomas
compatíveis com relação a reversões com sinais são eqüicromossomais. Por outro lado, se dois
genomas distintos são eqüicromossomais então esses genomas são compatíveis com relação
a reversões com sinais. Não demonstramos essa última implicação pois não tratamos nesse
trabalho com transformações entre genomas envolvendo exclusivamente reversões com sinais.
Genomas eqüicromossomais serão estudados no contexto do problema de rearranjo envolvendo
reversões com sinais e intercâmbio de blocos.

Exemplo 64. Considere os genomas:

• π = (a b c)(Γc Γb Γa)(e d)(Γd Γe),

• σ = (a Γc b)(Γb c Γa)(e Γd)(d Γe) e

• θ = (a b)(Γb Γa)(c e d)(Γd Γe Γc).
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todos no sistema de genes(E, Γ) para o qualE = {a, b, c, d, e, Γa, Γb, Γc, Γd, Γe}. Os
genomasπ eσ são compatíveis, mas os paresπ, θ eσ, θ são incompatíveis.

Comoπ e σ são genomas distintos e eqüicromossomais, existe uma seqüência de rever-
sões com sinais que transformaπ em σ. A seqüênciaρ1 = ρ(b, a, π), ρ2 = ρ(Γb, a, ρ1π) e
ρ3 = ρ(d, e, ρ2ρ1π) transformaπ em σ, isto é, temosρ3ρ2ρ1π = σ. Por outro lado,como os
pares(π, θ) e (σ, θ) não são eqüicromossomais não há seqüências de reversões comsinais que
transformemπ ouσ emθ.

Dados os genomas compatíveisπ e σ em um sistema de genes(E, Γ), o problema de re-
arranjo em genomas por reversões com sinaisconsiste em encontrar uma seqüência com o
número mínimo de reversões com sinais que transformem um genoma em outro. Esse número
mínimo de reversões com sinais é chamado dedistância de reversões com sinais, denotado por
dr(π, σ), entre os genomasπ e σ. Em outros termos, queremos encontrar uma seqüência de
operações de reversão com sinaisρ1, ρ2, . . . , ρk, tal que:

σ = ρk ρk−1 . . . ρ1 π

onde cadaρi é uma reversão com sinais, para1 ≤ i ≤ k, eρi+1 é aplicável aρi ρi−1 . . . ρ1 π,
ek é mínimo.

3.7.2 Transposições

Dado um genomaπ no sistema de genes(E, Γ), umatransposiçãoaplicável aπ é a permutação
τ = (u v w)(πΓw πΓv πΓu), ondeu, v e w são elementos distintos emE, tal queτ |π .
Uma transposiçãoτ = τ(u, v, w, π) troca os segmentos adjacentesu . . . π−1v e v . . . π−1w em
uma fita (e os segmentosπΓw . . .Γv e πΓv . . .Γu na fita complementar) de um cromossomo
deπ. Dado o genomaπ = (a b c)(Γc Γb Γa) no sistema de genes(E, Γ) para o qualE =

{a, b, c, Γa, Γb, Γc}, a permutação(a b c)(Γb Γa Γc) é uma transposição aplicável aπ.
Observe que definimos uma transposição utilizando uma formadistinta à utilizada por Mei-

danis e Dias [39]. Meidanis e Dias [39] definem uma transposiçãoτ aplicável a um genomaπ
(em um sistema de genes(E, Γ)) como a permutação(πu πv πw)(Γw Γv Γu) tal queu, v, w

apareçam nessa ordem circular emπ. As duas definições são equivalentes, ou seja represen-
tam a mesma transposição, embora o formato das permutações que modelam uma transposição
sejam distintos.

Dois genomasπ eσ em(E, Γ) sãoeqüiorbitaisquandoOrb(π, E) = Orb(σ, E).

Lema 65. Dado um genomaπ em(E, Γ) e uma transposiçãoτ aplicável aπ então os genomas
π e τπ são eqüiorbitais.

Prova: Uma transposiçãoτ = τ(u, v, w, π) é caracterizada por trocar os segmentos adjacentes
u . . . π−1v e v . . . π−1w em uma fita (e os segmentosπΓw . . .Γv e πΓv . . .Γu na fita comple-
mentar) de um cromossomo deπ. Logo, o cromossomo emτπ que resultou das alterações
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nas fitas causadas pela transposição mantém as mesmas órbitas ainda que as fitas tenham sido
alteradas. Portanto os genomasπ e τπ são eqüiorbitais. 2

Uma transposiçãoτ aplicável a um genomaπ não modifica as órbitas do genomaτπ, no
entanto, a transposiçãoτ altera a ordem dos elementos nas fitas deτπ, ou seja, a relação de
acessibilidade dos genes é modificada. Do Lema 65 resulta quese existe uma seqüência de
transposiçõesτ1, . . . , τk para a qualτk . . . τ1π = σ, tal queτi é uma transposição aplicável a
τi−1 . . . τ1π para1 ≤ i ≤ k entãoπ eσ são genomas eqüiorbitais. Além disso, dados dois geno-
mas distintos e eqüiorbitais em(E, Γ) então existe uma seqüência de transposições que trans-
forma um genoma em outro. Um exemplo de tal seqüência de transposições que transforma um
genoma de origem no genoma destino é a formada por transposições que “movem” cada ele-
mentox ∈ E e Γx ∈ E para a sua posição adequada no genoma destino ao mover o segmento
contendox e o segmento consecutivo formado por elementos ainda não posicionados adequa-
damente. Por exemplo, dados os genomas eqüiorbitaisπ = (a b c)(Γc Γb Γa)(e d)(Γd Γe) e
σ = (a c b)(Γb Γc Γa)(e d)(Γd Γe), a transposiçãoτ que troca os segmentosb e c deπ é tal
queτπ = σ.

Exemplo 66. Considere os genomas:

• π = (a b c)(Γc Γb Γa)(e d)(Γd Γe),

• σ = (a c b)(Γb Γc Γa)(e d)(Γd Γe) e

• θ = (a b)(Γb Γa)(c e d)(Γd Γe Γc).

todos no sistema de genes(E, Γ) para o qualE = {a, b, c, d, e, Γa, Γb, Γc, Γd, Γe}. Os
genomasπ eσ são eqüiorbitais, enquanto os demais pares de genomas nos quaisθ participa não
são eqüiorbitais.

Comoπ e σ são genomas eqüiorbitais, existe uma seqüência de transposições que trans-
formaπ emσ. A seqüênciaτ = τ(b, c, a, π) transformaπ emσ, isto é, temosτπ = σ. Por
outro lado, não há seqüências de transposições que transformemπ ouσ emθ.

Dados os genomas eqüiorbitaisπ eσ em(E, Γ), o problema de rearranjo em genomas por
transposiçõesconsiste em encontrar uma seqüência mínima de transposições que transforme
o genomaπ em σ. Em outras palavras, queremos encontrar uma seqüência de transposições
τ1, . . . , τk tal que

τk . . . τ1π = σ

e τi é aplicável aτi−1 . . . τ1π, para1 ≤ i ≤ k e k é mínimo. O númerok de transposições na
seqüência mínima é chamado dedistância de transposiçãoentreπ eσ e esse número é denotado
pordt(π, σ).

Como a partir de um genomaπ é possível apenas obter genomas que sejam eqüiorbitais aπ

por meio de seqüências de transposições, o problema de rearranjo em genomas por transposi-
ções é limitado a pares de genomas eqüiorbitais em um sistemade genes.
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Exemplo 67. Dados os genomas

π = (a d c b e)(Γe Γb Γc Γd Γa)

e
σ = (a b c d e)(Γe Γd Γc Γb Γa)

em(E, Γ) paraE = {Γe, Γd, Γc, Γb, Γa, a, b, c, d, e}, apresentamos a seguinte seqüência
de transposições que transformaπ emσ.

(d b e)(Γb Γc Γa)(a d c b e)(Γe Γb Γc Γd Γa) = (a b d c e)(Γe Γc Γd Γb Γa)

(d c e)(Γc Γd Γb)(a b d c e)(Γe Γc Γd Γb Γa) = (a b c d e)(Γe Γd Γc Γb Γa)

Logo a distância de transposiçãodt(π, σ) entreπ eσ é menor ou igual a2.

3.7.3 Transposições Generalizadas

O problema de rearranjo em genomas por transposições tem se mostrado de difícil análise de-
vido à estrutura complexa inerente à sua modelagem [7, 22]. Visando uma compreensão melhor
dos efeitos de uma transposição, apresentamos em um pôster [43] a definição do problema de
rearranjo em genomas que envolve os eventos de rearranjo cujo formato é um único3-ciclo e
os genomas de origem e destino na entrada do problema são unicromossomais (cromossomo
circular) e formados por uma única fita. Para esse problema derearranjo, um genoma é uma
permutação sobre um conjunto de genesE e qualquer3-ciclo sobreE é um evento de rear-
ranjo aplicável a esse genoma. A aplicação de um evento a um genoma neste contexto obedece
ao comportamento de um produto de uma permutação e um3-ciclo como indicado pelo Te-
orema 48, que sumarizamos a seguir. Dado um genomaπ sobreE, o 3-ciclo que divideπ

possui o comportamento de uma transposição, ou seja troca dois segmentos consecutivos do
genomaπ. Se um3-ciclo (x y z) não divide o genomaπ então três situações distintas podem
ocorrer: três cromossomos do genomaπ são “fundidos” em apenas um cromossomo quando
x, y e z pertencem a cromossomos distintos deπ; um cromossomo é “dividido” em três cro-
mossomos quandoz, y, x aparecem nessa ordem circular em um cromossomo deπ; ou um
segmento de um cromossomo é movido pra outro cromossomo distinto quando dois dos ele-
mentos em{x, y, z} pertencem a um desses cromossomos e o terceiro elemento pertence ao
outro cromossomo. Observe que nesse problema [43] os genomas “intermediários” obtidos pela
aplicação de uma seqüência de3-ciclos podem ser multicromossomais (permutações contendo
mais de uma órbita), embora os genomas na entrada do problemasejam unicromossomais. Essa
exigência de que os genomas na entrada sejam unicromossomais caracteriza o problema como
uma versão relaxada do problema de rearranjo em genomas por transposições, no qual os tipos
de rearranjo representados por3-ciclos e não apenas as transposições são permitidos.
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Baseando-se neste problema de rearranjo envolvendo3-ciclos, desenvolvemos um problema
correspondente para o caso geral de genomas (multicromossomais e contendo fitas complemen-
tares reversas) em um sistema de genes. Dados os genomasπ e σ no sistema de genes(E, Γ)

tais queσ possui ao menos uma fita cujo tamanho do suporte é pelo menos três, um evento
de rearranjo(a b c)(πΓc πΓb πΓa) é umatransposição generalizadaaplicável aπ quando
b ∈ orb(σ, a) e c ∈ orb(σ, a) paraa, b, c ∈ E. Como no problema envolvendo3-ciclos, um
evento de rearranjo(a b c)(πΓc πΓb πΓa) que divide o genomaπ possui o comportamento
de uma transposição, ou seja, a troca de segmentos consecutivos do genoma, mas no caso de
transposições generalizadas, as duas fitas de um cromossomodeπ sofrem a troca de segmentos
consecutivos devido ao produto envolvendo os3-ciclos(a b c) e (πΓc πΓb πΓa). A condição
de que os elementosa, b e c devem pertencer a mesma órbita deσ é importante para o caso em
que(a b c)(πΓc πΓb πΓa) não divide o genomaπ. Essa condição garante que, além das trans-
posições, apenas os3-ciclos(a b c)(πΓc πΓb πΓa) tais quec, b, a apareçam nessa ordem em
um ciclo deπ, os3-ciclos tais quea, b e c apareçam em cromossomos distintos, ou os3-ciclos
(a b c)(πΓc πΓb πΓa) tais que dois dos elementos em{a, b, c} pertencem a cromossomo e
o terceiro elemento pertence a um cromossomo distinto sejamtransposições generalizadas. Os
3-ciclos (a b c)(πΓc πΓb πΓa) tais quea e b pertençam a uma fita enquantoc pertence à fita
complementar reversa do mesmo cromossomo deπ não são transposições generalizadas pois
não atende a condição dea, b e c pertencer a mesma órbita deσ.

Duas considerações devem ser destacadas a respeito das transposições generalizadas. Pri-
meiramente, nem sempre há uma transposição generalizada aplicável aπ para qualquer par
de genomasπ e σ em um sistema de genes. Um exemplo de par de genomasπ e σ para o
qual não há transposições generalizadas aplicáveis aπ é π = (x y z)(Γz Γy Γz) e σ =

(x)(y)(z)(Γz)(Γy)(Γz). Em segundo lugar, uma transposição generalizada depende de ambos
os genomasπ eσ em sua definição ao invés de depender apenas do genomaπ como no caso de
reversões com sinais ou transposições.

Os genomasπ e σ em (E, Γ) sãocompatíveis com relação a transposições generalizadas
quando existe uma seqüência de transposições generalizadas τ1, . . . , τk tal queτk . . . τ1π = σ e
τi é aplicável aτi−1 . . . τ1π para1 ≤ i ≤ k.

Exemplo 68. Dado os genomas

π = (a d c e b)(Γb Γe Γc Γd Γa)(f h g)(Γg Γh Γf);

θ = (a b)(Γb Γa)(c)(Γc)(d e)(Γe Γd)(f g h)(Γh Γg Γf)

e

σ = (a b c d e)(Γe Γd Γc Γb Γa)(f g h)(Γh Γg Γf)
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em(E, Γ) ondeE = {a, b, c, d, e, f, g, h, Γa, Γb, Γc , Γd, Γe, Γf, Γg, Γh}.
Tomando o par de genomasπ e σ, as permutaçõesα = (a b c)(Γd Γe Γb) e β =

(f h g)(Γg Γh Γf) são transposições generalizadas aplicáveis aπ pois a,b e c no primeiro
caso, ef , h e g no segundo, pertencem a mesma órbita deσ. Como(a b c)(Γd Γe Γb) ∤ π e
c, b, a aparecem nessa ordem circular emπ então o cromossomo cujo suporte contém esses
elementos é “quebrado” em três cromossomos:

απ = (a d)(Γd Γa)(c e)(Γe Γc)(b)(Γb)(f h g)(Γg Γh Γf).

Por outro lado, a permutaçãoβ = (f h g)(Γg Γh Γf) divide π e por isso o efeito do produto
βπ é a troca dos genes consecutivosh eg, o que equivale a uma transposição:

βπ = (a d c e b)(Γb Γe Γc Γd Γa)(f g h)(Γh Γg Γf).

Considere agora o par de genomasθ e σ. A permutaçãoτ = (a c d)(Γe Γc Γb) é uma
transposição generalizada aplicável emθ pois a, c e d pertencem a mesma fita deσ. Como
a, c e d pertencem ao suporte de cromossomos distintos emθ então esses cromossomos são
“reunidos” em um único cromossomo no produtoτθ:

τθ = (a b c d e)(Γe Γd Γc Γb Γa)(f g h)(Γh Γg Γf).

A seqüência(e d b)(Γe Γa Γc), (a c e)(Γe Γd Γb), (f h g)(Γh Γf Γg) de transposi-
ções generalizadas transformaπ emσ, logoπ eσ são compatíveis com relação a transposições
generalizadas. Por outro lado, o eventoτ = (a c d)(Γe Γc Γb) transformaθ emσ.

Observe que o efeito de transposições generalizadas baseia-se no efeito do produto de3-
ciclos (veja o Exemplo 47).

Os genomasπ e σ em (E, Γ) são chamadosconorbitaisquando cada órbita deπ é um
subconjunto de uma órbita deσ.

Lema 69. Dados os genomasπ e σ conorbitais em(E, Γ), se uma transposição generalizada
τ = (a b c)(πΓc πΓb πΓa) aplicável aπ é tal que oua, b e c pertencem a uma mesma fita deπ

ou a três fitas de cromossomos distintos então os genomasτπ eσ são conorbitais.

Prova: Dada a transposição generalizadaτ = (a b c)(πΓc πΓb πΓa) paraa, b, c ∈ E, há três
casos para serem analisados:

• Uma transposição generalizada troca dois segmentos consecutivos de genes em uma
mesma fita e outros dois segmentos consecutivos na fita complementar de um cromos-
somo deπ quando(a b c)|π. Nesse caso as órbitas deτπ são as mesmas deπ segundo o
Teorema 48, embora a relação de acessibilidade dos elementos tenha sido alterada. Logo
cada órbita deτπ é um subconjunto de uma órbita deσ.
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• Se a transposição generalizada é tal quea, b e c pertençam a mesma fita de um cromos-
somo deπ mas(a b c) ∤ π então o cromossomo que contéma, b e c é divido em três
cromossomos sem haver troca de elementos entre as suas fitas segundo o Teorema 48.
Comoa, b e c pertencem a mesma órbita deσ por definição então as novas fitas deτπ

cada uma contendo um dos elementos de{a, b, c} estão contidas na órbita que contém
a, b e c emσ (resultado equivalente vale para os elementosπγa, πΓb e πΓc). Logo as
órbitas deτπ são contidas nas órbitas deσ.

• Se os elementos da mesma órbita deτ pertencem a fitas de três cromossomos distintos
deπ então esses três cromossomos são “reunidos” em um único cromossomo cuja uma
de suas fitas contém os elementosa, b e c de acordo com o Teorema 48. Comoπ eσ são
conorbitais então cada uma das fitas contendoa, b e c estão contidas em uma fita deσ

que contém esses três elementos. A única fita emτπ que resulta da reunião das três fitas
deπ é contida na fita deσ contendoa, b e c pois nenhum outro elemento é adicionado a
qualquer das três fitas deπ. Logo as órbitas deτπ são contidas nas órbitas deσ.

Em todos os casos o genomaτπ que resultou das alterações nas fitas e cromossomos causa-
das pela transposição generalizada mantém a propriedade deque cada órbita sua esteja contida
em uma órbita deσ. Portanto os genomasπ e τπ são conorbitais. 2

Segundo o Lema 69, se existe uma seqüência de transposições generalizadasτ1, . . . , τk

para a qualτk . . . τ1π = σ, tal queτi é uma transposição generalizada aplicável aτi−1 . . . τ1π

para1 ≤ i ≤ k entãoπ e σ são conorbitais. Por ora, assumiremos que dados dois genomas
distintos conorbitais existe uma seqüência de transposições generalizadas que transforma um
no outro.

Dados os genomas conorbitaisπ e σ em (E, Γ), o problema de rearranjo em genomas
por transposições generalizadasconsiste em encontrar uma seqüência mínima de transposições
generalizadas que transforme o genomaπ emσ. Em outras palavras, queremos encontrar uma
seqüência de transposições generalizadasτ1, . . . , τk tal que

τk . . . τ1π = σ

e τi é aplicável aτi−1 . . . τ1π, para1 ≤ i ≤ k e k é mínimo. O númerok de transposições
generalizadas na seqüência mínima é chamado dedistância de transposições generalizadas
entreπ eσ e esse número é denotado pordtg(π, σ).

Quando discutirmos o problema de rearranjo em genomas por transposições generalizadas
no Capítulo 5, iremos mostrar uma seqüência particular de transposições generalizadas que é
solução para o problema e depende da hipótese de que os genomas são conorbitais.
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3.7.4 Intercâmbio de Blocos

Dado o genomaπ no sistema de genes(E, Γ) um evento de rearranjo

ρ = (u x)(πΓx πΓu)(v y)(πΓyπΓv)

parau 6= y, u 6= v, x 6= y e u, v, x, y ∈ E é um intercâmbio de blocosaplicável aπ quando
(u v x y)|π, ou seja quandou, v, x e y pertencem a uma mesma órbita deπ e aparecem nessa
ordem circular em uma fita. O evento de intercâmbio de blocosρ = ρ(u, v, x, y, π) troca os
segmentosu . . . π−1v ex . . . π−1y em uma fita (e os segmentosπΓv . . .Γu eπΓy . . . Γx na fita
complementar) de um cromossomo deπ.

Lema 70. Dado um genomaπ em(E, Γ) e um intercâmbio de blocosρ aplicável aπ então os
genomasπ eρπ são eqüiorbitais.

Prova: Uma operação de intercâmbio de blocosρ = ρ(u, v, x, y, π) é caracterizada por trocar
dois segmentos de genes em uma mesma fita e outros dois segmentos na fita complementar
de um cromossomo deπ. Logo, o cromossomo emτπ que resultou das alterações nas fitas
causadas pelo intercâmbio de blocos mantém as mesmas órbitas ainda que as fitas tenham sido
alteradas. Portanto os genomasπ eρπ são eqüiorbitais. 2

Como no caso da transposição, um evento de intercâmbio de blocos aplicável a um genoma
π não modifica as órbitas do genomaρπ, embora a ordem dos elementos nas fitas deρπ seja mo-
dificada. Segundo o Lema 70,se houver uma seqüência de intercâmbios de blocosρ1, . . . , ρk

para a qualρk . . . ρ1π = σ, tal queρi é um intercâmbio de blocos aplicável aρi−1 . . . ρ1π para
1 ≤ i ≤ k entãoπ e σ são eqüiorbitais. De maneira semelhante ao caso de transposições, se
dois genomas são eqüiorbitais então existe uma seqüência deintecâmbios de bloco que trans-
forma um genoma em outro: basta encontrar o mesmo tipo de seqüência de transposições como
na Seção 3.7.2 uma vez que uma transposição é um tipo particular de intercâmbio de bloco.

Dados os genomas eqüiorbitaisπ eσ em(E, Γ), o problema de rearranjo em genomas por
intercâmbio de blocosconsiste em encontrar uma seqüência mínima de intercâmbio de blocos
que transforme o genomaπ emσ. Em outras palavras, queremos encontrar uma seqüência de
intercâmbio de blocosρ1, . . . , ρk tal que

ρk . . . ρ1π = σ

e ρi é aplicável aρi−1 . . . ρ1π, para1 ≤ i ≤ k e k é mínimo. O númerok de intercâmbio de
blocos na seqüência mínima é chamado dedistância de intercâmbio de blocosentreπ eσ e esse
número é denotado pordib(π, σ).

3.7.5 Fusões e Fissões

Introduzimos nessa seção a modelagem des eventos de rearranjo “Fusão” e “Fissão” por meio
do formalismo algébrico. Esses dois eventos de rearranjo não haviam ainda sido modelados no
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trabalho de Meidanis e Dias [39].
Dado o genomaπ no sistema de genes(E, Γ) um evento de rearranjo(u v)(πΓv πΓu) é

umafissãoaplicável aπ quando(u v)|π, ou sejau e v pertencem a uma mesma órbita deπ.
Um evento de rearranjo(u v)(πΓv πΓu) é umafusãoquandou e v pertencem a órbitas de
cromossomos distintos emπ.

De modo diferente ao de reversões com sinais, transposições, intercâmbios de bloco e trans-
posições generalizadas, para quaisquer pares de genomas distintos em um sistemas de genes
existe uma seqüência de fusões e fissões que transforme um genoma em outro.

Dados os genomasπ eσ em(E, Γ), o problema de rearranjo em genomas por fusões e fis-
sõesconsiste em encontrar uma seqüência mínima de fusões e fissões que transforme o genoma
π emσ. Em outras palavras, queremos encontrar uma seqüência de fusões e fissõesρ1, . . . , ρk

tal que

ρk . . . ρ1π = σ

e ρi é aplicável aρi−1 . . . ρ1π, para1 ≤ i ≤ k e k é mínimo. O númerok de fusões e fissões
na seqüência mínima é chamado dedistância de fusões e fissõesentreπ e σ e esse número é
denotado pordff(π, σ). O problema de rearranjo em genomas envolvendo fissões e fusões pode
conter em sua entrada um par de quaisquer genomas de um mesmo sistema de genes. Isso se
deve ao fato de uma fissão ou fusão aplicável a um genoma modificar o conjunto de órbitas de
um genoma.

3.8 Rearranjos em Genomas no Formalismo Algébrico

O desenvolvimento do estudo de problemas de rearranjo em genomas revelou diversas seme-
lhanças entre alguns eventos de rearranjo [61]. Por meio dessas similaridades entre eventos de
rearranjo é possível desenvolver uma estratégia geral pararesolver problemas de rearranjo em
genomas. Apresentamos nessa seção uma estratégia de resolução de problemas de rearranjo
(ponderados) modelados por meio do formalismo algébrico.

Iremos generalizar o problema de rearranjos em genomas paralidar com reversões com
sinais, fusões, fissões e intercâmbios de blocos. Além disso, introduzimos uma versão pon-
derada do problema de rearranjo em genomas que se baseia na tribuição de pesos aos eventos
de rearranjo segundo as suas normas. Mostraremos como obterum limitante inferior para a
distância genômica ponderada e também que é possível definiruma estratégia para encontrar
uma seqüência de eventos de rearranjo que transforma um genoma em outro caso o problema
de rearranjo obedecer a certas condições.

Acreditamos que o desenvolvimento de uma estratégia de resolução de problemas de rear-
ranjo é uma contribuição de nossa pesquisa que permitirá quese avalie mais rapidamente se um
determinado problema de rearranjo pode ser resolvido facilmente.
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3.8.1 Distância Genômica

Sejamπ e σ dois genomas em(E, Γ) e R um conjunto de tipos de eventos de rearranjo em
genomas. Os genomasπ eσ são chamadoscompatíveis emR quando existe uma seqüência de
eventos de rearranjosρ1, . . . , ρl dos tipos encontrados emR e

ρl . . . ρ1π = σ,

ondeρi é aplicável aρi−1 . . . ρ1π para1 ≤ i ≤ l.
Dados um conjunto de tipos de eventos de rearranjo em genomasR e dois genomasπ e

σ em um sistema de genes(E, Γ) compatíveis emR, o problema de rearranjo em genomas
P (π, σ, R, E, Γ) consiste em encontrar uma seqüência de eventos de rearranjoρ1, . . . , ρk dos
tipos encontrados emR, tal que

ρk . . . ρ1π = σ,

ondeρi é aplicável aρi−1 . . . ρ1π para1 ≤ i ≤ k e k é mínimo. O valork é chamado de
distância genômicae é denotado pord(π, σ).

Como para quaisquer pares de genomasπ e σ que servem de entrada a um problema de
rearranjo em genomasP (π, σ, R, E, Γ) existe uma seqüência de eventos de rearranjoρ1, . . . , ρk

tal queρk . . . ρ1π = σ eρi é um evento de rearranjo aplicável emρi−1 . . . ρ1π para1 ≤ i ≤ k,
temosρk . . . ρ1 = σπ−1. Logo a permutaçãoσπ−1, a qual chamamos dequocientedeπ e σ,
pode ser decomposta em um produto dos eventos de rearranjoρ1, . . . , ρk. Em outros termos,
o problema de rearranjo em genomasP (π, σ, R, E, Γ) é equivalente a encontrar um produto
ρk . . . ρ1 que seja igual aσπ−1 e cadaρi é um evento de rearranjo cujo tipo é encontrado emR

seja aplicável aρi−1 . . . ρ1π para1 ≤ i ≤ k ek é mínimo. Nós iremos definir alguns conceitos
e mostrar algumas propriedades da permutaçãoσπ−1.

Dados os genomasπ e σ em(E, Γ), umpar deσπ−1 é uma dupla de ciclosα e (πΓ) · α−1

de σπ−1. Sejac(π, σ) o número de pares deσπ−1. Meidanis e Dias [39] mostram que o
número de pares deσπ−1 é c(π, σ) = (|E| − ‖σπ−1‖)/2, o que equivale a metade do número
de órbitas deσπ−1. Denotamos a diferençac(ρπ, σ) − c(π, σ) por ∆c(ρ, π, σ) ondeρ é um
evento de rearranjo aplicável ao genomaπ. O conceito de um par deσπ−1 corresponde ao
conceito de ciclos alternados do diagrama de ciclos (ou grafo de pontos de quebra) de um
genoma [28, 29, 32] (ver Capítulo 2).

Exemplo 71. Dado o conjunto de genes

E = {a, b, c, d, e, f, g, h, i, −a, −b, −c, −d, −e, −f, −g, −h, −i}

e a permutaçãoΓ = (a −a)(b −b) . . . (i −i). Considere os genomas

π = (a −c −d b −i f g −h −e)(e h −g −f i −b d c −a)
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e
σ = (a b c d e f g h i)(−i −h −g −f −e −d −c −b −a)

no sistema de genes(E, Γ). A permutaçãoσπ−1 é

(a −d −b)(−i c e)(b −c)(−a d)(−e −g i)(f −h h)(−f)(g).

A permutação(b −c)(−a d) é um exemplo de par deσπ−1. O quocienteσπ−1 possui
c(π, σ) = 4 pares.

A maneira que um evento de rearranjo afetaσπ−1 é importante, pois seρ1 . . . ρk é uma
seqüência de eventos de rearranjo tal queρk . . . ρ1π = σ e ρi é aplicável aρi−1 . . . ρ1π para
1 ≤ i ≤ k entãoσπ−1ρ−1

1 . . . ρ−1
k = σσ−1 = ι. Em outros termos, cada eventoρi ao ser

aplicado aπ altera o número de pares (preferencialmente aumentando) emσπ−1ρ−1
1 . . . ρ−1

i em
relação aσπ−1ρ−1

1 . . . ρ−1
i−1 para1 ≤ i ≤ k de modo que ao final da aplicação da seqüência de

eventos o quociente deρk . . . ρ1π eσ seja a identidade.

Exemplo 72. Considere novamente o genomasπ e σ no sistema de genes(E, Γ) do Exem-
plo 71.

O quociente

σπ−1 = (a −d −b)(−i c e)(b −c)(−a d)(−e −g i)(f −h h)(−f)(g)

pode ser decomposto, por exemplo, no produto de reversões com sinais:

ρ5ρ4ρ3ρ2ρ1 = (a −b)(−i e)(−d −b)(e c)(−a d)(b −c)(−e −g)(−h h)(−e i)(f −h),

tal queρi é aplicável aρi−1 . . . ρ1π para1 ≤ i ≤ 5.

Uma estratégia para encontrar uma seqüência de eventos de rearranjo que seja mínima e
transformeπ em σ é a de determinar qual o evento de rearranjoρ aplicável aπ que provoca
o máximo aumento possível no número de pares emσπ−1ρ−1 em relação aσπ−1. Se sempre
existir tal evento de rearranjo para quaisquer pares de genomas na entrada do problema e puder-
mos identificá-lo de maneira rápida é possível projetar um algoritmo simples e eficiente para a
solução de um problema de rearranjo em genomas. Infelizmente, nem sempre existe um evento
de rearranjo que provoque o aumento máximo no número de paresdo quociente para dois ge-
nomasπ eσ quaisquer. Mesmo que exista um evento de rearranjoρ que aumente o número de
pares deσπ−1, esse fato não implica que paraρπ eσ existirá um evento de rearranjo desse tipo
emσπ−1ρ−1 (veja o Exemplo 73).

Exemplo 73. Dado o conjunto de genes

E = {a, b, c, d, e, f, g, h, −a, −b, −c, −d, −e, −f, −g, −h}
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e a permutaçãoΓ = (a − a)(b − b) . . . (h − h). Considere os genomas

π = (a −b c e −f d g −h)(h −g −d f −e −c b −a)

e
σ = (a b c d e f g h)(−h −g −f −e −d −c −b −a)

no sistema de genes(E, Γ). O quocienteσπ−1 é

(a −g)(h −h)(b −b)(−a c)(e d −e g)(−d −f f −c).

Se quisermos encontrar uma seqüência mínima de reversões com sinais que transformeπ em
σ utilizando a estratégia de selecionar apenas as reversões com sinais que aumentem o número
de pares no quociente, obteremos um par de genomas para o qualnão há tal tipo de reversão
com sinais. A seqüência de reversões com sinais(a −g)(h −h)(b −b)(−a c)(d −e)(−f f) (de
fato todas as seqüências envolvendo esses três eventos de rearranjo) leva ao par de genomas

(a −g)(h −h)(b −b)(−a c)(d −e)(−f f)π,

ou seja(a b c e f d g h)(−h −g −d −f −e −c −b −a) e

σ = (a b c d e f g h)(−h −g −f −e −d −c −b −a),

cujo quociente é(e d g)(−d −f −g) e não há nenhuma reversão com sinaisρ aplicável ao
genoma(a −g)(h −h)(b −b)(−a c)(d −e)(−f f)π que aumente o número de pares em
(e d g)(−d −f −g)ρ em relação a(e d g)(−d −f −g). Portanto a estratégia de encontrar
seqüências de eventos de rearranjo que maximizem a variaçãono número de pares no quociente
falha para o problema envolvendo reversões com sinais.

A validade da estratégia depende dos tipos de eventos de rearranjo considerados no pro-
blema de rearranjo em questão. O problema de rearranjo em genomas por reversões com sinais,
por exemplo, não pode ser solucionado por meio da estratégiagulosa e simples de procurar
as reversões com sinais que aumentem o número de pares do quociente dos dois genomas na
entrada. O Exemplo 73 ilustra uma instância do problema de rearranjo em genomas por rever-
sões com sinais para a qual a estratégia falha (o Exemplo 5 apresenta uma situação análoga no
formalismo clássico). Demonstraremos que a estratégia gulosa acima funciona para problemas
de rearranjo ponderados que envolvam uma determinada combinação de eventos de rearranjo.

3.8.2 Distância Genômica Ponderada

Em problemas de rearranjo em genomas que envolvem diferentes tipos de eventos de rearranjo,
é comum adotarmos um peso para cada tipo de evento de rearranjo que tente refletir a freqüên-
cia em que tais eventos ocorram em um cenário evolutivo parcimonioso [20, 28, 61]. Os pesos
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dos eventos de rearranjo que pertencem a uma seqüência de eventos que transforma um genoma
em outro são geralmente somados para serem usados como um parâmetro alternativo à distân-
cia genômica. Propomos a norma do evento de rearranjo como umparâmetro para calcular o
peso de um evento. A norma fornece um parâmetro sistemático eformal aplicável a qualquer
evento de rearranjo que possa ser representado pelo formalismo algébrico. A norma também
é um parâmetro que está de acordo com atribuições de pesos anteriores [11]. Por outro lado,
um problema na atribuição de pesos baseados na norma é a impossibilidade de distinguir pelo
peso alguns eventos de rearranjo distintos como transposições e transposições generalizadas por
exemplo e, além disso, o fato de a norma coincidir com os pesos(ou proporções entre pesos)
atribuídos a eventos de rearranjo em trabalhos anteriores não garante que seja um parâmetro
que possua relevância biológica. Dados os genomasπ e σ em(E, Γ), o pesode um evento de
rearranjo qualquerρ aplicável aπ, denotado porw(ρ), éw(ρ) = ‖ρ‖/2. O peso de um evento
de rearranjoρ é relacionado a sua capacidade de “quebrar” ou “juntar” pares emσπ−1ρ−1 em
comparação aσπ−1. Além disso, dependendo da estrutura do evento de rearranjo, por exemplo
se tivermos um produto de2-ciclos ou um produto de3-ciclos, o evento de rearranjo afeta as
paridades dos ciclos deσπ−1.

Uma vez que atribuímos pesos aos diferentes eventos de rearranjo, podemos definir uma ver-
são “ponderada” do problema de rearranjo em genomas. Dados oconjunto de tipos de eventos
de rearranjo em genomasR, os genomasπ eσ em um sistema de genes(E, Γ) compatíveis em
R e uma função de pesow, oproblema de rearranjo em genomas ponderadoP (π, σ, R, E, Γ, w)

consiste em encontrar uma seqüência de eventos de rearranjoρ1, . . . , ρk dos tipos encontrados
emR, tal que

ρk . . . ρ1π = σ,

ondeρi é aplicável aρi−1 . . . ρ1π para1 ≤ i ≤ k e
∑k

i=1 w(ρi) é mínimo. O valor
∑k

i=1 w(ρi)

é chamado dedistância genômica ponderadae é denotado porW (π, σ).
Mostraremos algumas propriedades que relacionam o peso de um evento de rearranjo à divi-

sibilidade do quociente por esse evento que permitem aplicarmos naturalmente uma estratégia
gulosa para resolver o problema de rearranjo em genomas ponderado. Na Seção 5.1, demons-
traremos que propriedades equivalentes envolvendo a3-divisibilidade do quociente permitem a
aplicação da mesma estratégia gulosa para a solução do problema ponderado envolvendo trans-
posições generalizadas.

Um evento2-bom para(π, σ) é um evento de rearranjoρ aplicável aπ tal queρ|σπ−1.
Caracterizaremos um evento2-bom de acordo com a diferença entre o número de pares do
quociente após a aplicação do evento de rearranjo e o quociente original de dois genomas.
O Lema 74 permite que utilizemos∆c(ρ, π, σ) = w(ρ) como propriedade fundamental do
genoma.

Lema 74. Dados os genomasπ e σ em (E, Γ), um evento de rearranjoρ aplicável aπ é um
evento2-bom para(π, σ) se e somente se∆c(ρ, π, σ) = w(ρ).
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Prova: Considere os genomasπ e σ em (E, Γ). Seρ é um evento2-bom para(π, σ) então
ρ|σπ−1, ou equivalentemente‖σπ−1ρ−1‖ = ‖σπ−1‖ − ‖ρ‖. Manipulando essa formula:

‖ρ‖
2

=
‖σπ−1‖ − ‖σπ−1ρ−1‖

2
=

|E| − ‖σπ−1ρ−1‖ − |E| + ‖σπ−1‖
2

= c(ρπ, σ) − c(π, σ)

e comoc(ρπ, σ) − c(π, σ) = ∆c(ρ, π, σ) então∆c(ρ, π, σ) = w(ρ).
Inversamente, se∆c(ρ, π, σ) = w(ρ), ou seja, temosc(ρπ, σ)−c(π, σ) = ‖ρ‖/2, então pela

definição dec(π, σ) temos
‖σπ−1‖ − ‖σπ−1ρ−1‖

2
=

‖ρ‖
2

.

Ou de modo equivalente, temos‖σπ−1ρ−1‖ = ‖σπ−1‖ − ‖ρ‖ e ρ|σπ−1. Logoρ é um evento
2-bom para(π, σ).

Portanto, um evento de rearranjoρ aplicável aπ é um evento2-bom para(π, σ) se e somente
se∆c(ρ, π, σ) = w(ρ). 2

O Lema 75 oferece um limitante inferior para a soma dos pesos dos eventos de rearranjo em
uma seqüência que transforma um genoma em outro. Além disso,o resultado afirma que uma
seqüência formada apenas por eventos2-bons possui peso total mínimo.

Lema 75.Dados os genomasπ eσ compatíveis emR no sistema de genes(E, Γ), para qualquer
seqüência de eventos de rearranjoρ1, . . . , ρk, tal queρk . . . ρ1π = σ eρi é aplicável ao genoma
ρi−1 . . . ρ1π, temos:

1.
∑k

j=1 w(ρj) ≥ ‖σπ−1‖
2

;

2.
∑k

j=1 w(ρj) = ‖σπ−1‖
2

se e somente se cada evento de rearranjoρi é um evento2-bom
para(ρi−1 . . . ρ1π, σ) para1 ≤ i ≤ k.

Prova:

1. Sejaρ1, . . . , ρk uma seqüência de eventos de rearranjo tais queρk . . . ρ1π = σ e ρi é
aplicável aρi−1 . . . ρ1π para1 ≤ i ≤ k. Logo ρk . . . ρ1 = σπ−1 e temos o seguinte
limitante superior para‖σπ−1‖.

‖σπ−1‖ = ‖ρk . . . ρ1‖
≤ ‖ρk‖ + . . . + ‖ρ1‖

= 2
k∑

j=1

‖ρj‖
2

= 2
k∑

j=1

w(ρj)

Logo temos
∑k

j=1 w(ρj) ≥ ‖σπ−1‖
2

.
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2. Assumimos que cada evento de rearranjoρi é um evento2-bom para(ρi−1 . . . ρ1π, σ) para
1 ≤ i ≤ k. Pela definição de peso, temos:

k∑

j=1

w(ρj) =
‖ρ1‖ + . . . + ‖ρk‖

2
. (3.1)

Uma vez que o evento de rearranjoρi é um evento2-bom para(ρi−1 . . . ρ1π, σ) para
1 ≤ i ≤ k e pelo Lema 74 temos

‖ρi‖
2

= c(ρi . . . ρ1π, σ) − c(ρi−1 . . . ρ1π, σ).

Pela definição do número de pares temos

‖ρi‖
2

=
‖σπ−1ρ−1

1 . . . ρ−1
i−1‖

2
− ‖σπ−1ρ−1

1 . . . ρ−1
i ‖

2
. (3.2)

Usando a Equação 3.1 e a Equação 3.2 e manipulando como segue:

k∑

j=1

w(ρj) =
‖σπ−1‖ − ‖σπ−1ρ−1

1 . . . ρ−1
k ‖

2

=
‖σπ−1‖ − ‖σσ−1‖

2

=
‖σπ−1‖

2
.

Logo
∑k

j=1 w(ρj) = ‖σπ−1‖
2

.

Por outro lado, se
∑k

j=1 w(ρj) = ‖σπ−1‖/2 então‖σπ−1‖ =
∑k

j=1 ‖ρj‖.

Pela propriedade da desigualdade triangular, temos

‖σπ−1ρ−1
1 . . . ρ−1

i−1‖ ≤ ‖σπ−1ρ−1
1 . . . ρ−1

i ‖ + ‖ρi‖,

para1 ≤ i ≤ k, em outras palavras temos

0 ≤ ‖σπ−1ρ−1
1 . . . ρ−1

i ‖ − ‖σπ−1ρ−1
1 . . . ρ−1

i−1‖ + ‖ρi‖,

para1 ≤ i ≤ k. Como cada termo‖σπ−1ρ−1
1 . . . ρ−1

i ‖−‖σπ−1ρ−1
1 . . . ρ−1

i−1‖+ ‖ρi‖ é não
negativo e manipulando a soma expandida, obtemos

0 ≤
k∑

i=1

(

‖σπ−1ρ−1
1 . . . ρ−1

i ‖ − ‖σπ−1ρ−1
1 . . . ρ−1

i−1‖ + ‖ρi‖
)

= ‖σπ−1ρ−1
1 . . . ρ−1

k ‖ − ‖σπ−1‖ +
k∑

i=1

‖ρi‖.
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Comoσπ−1ρ−1
1 . . . ρ−1

k = ι e
∑k

i=1 ‖ρi‖ = ‖σπ−1‖ então

k∑

i=1

(

‖σπ−1ρ−1
1 . . . ρ−1

i ‖ − ‖σπ−1ρ−1
1 . . . ρ−1

i−1‖ + ‖ρi‖
)

= 0.

Então‖σπ−1ρ−1
1 . . . ρ−1

i ‖ − ‖σπ−1ρ−1
1 . . . ρ−1

i−1‖ + ‖ρi‖ = 0 para1 ≤ i ≤ k; i.e. temos

‖σπ−1ρ−1
1 . . . ρ−1

i ‖ = ‖σπ−1ρ−1
1 . . . ρ−1

i−1‖ − ‖ρi‖

para1 ≤ i ≤ k. Logo, temosρi|σπ−1ρ−1
1 . . . ρ−1

i−1 para1 ≤ i ≤ k, ou seja, cadaρi

aplicável aρi−1 . . . ρ1π é um evento2-bom para(ρi−1 . . . ρ1π, σ).

2

O Lema 74 e o Lema 75 podem ser utilizados para justificar a estratégia de buscar por even-
tos2-bons para encontrar uma seqüência de eventos de rearranjo que transforme um genoma
em outro com distância genômica ponderada mínima. O Teorema76 justifica a utilização da
estratégia para o caso de eventos de rearranjo de peso 1 (fusões, fissões e reversões com sinais).

Teorema 76.Se para quaisquer genomas distintosπ eσ compatíveis emR, conjunto dos tipos
fusão, fissão e reversão com sinais, no sistema de genes(E, Γ), houver um evento de rearranjo
ρ aplicável aπ tal queρ é um evento2-bom para(π, σ) então existe uma seqüência de eventos
de rearranjoρ1, . . . , ρk ondeρi é um evento2-bom para(ρi−1 . . . ρ1π, σ) eρk . . . ρ1π = σ para
1 ≤ i ≤ k.

Prova: Dados os genomas distintosπ e σ compatíveis emR no sistema de genes(E, Γ) e
como a norma deσπ−1 é par pelo Lema 52, demonstramos por indução emk para a norma de
‖σπ−1‖ = 2k a existência de uma seqüência de eventos de rearranjoρ1, . . . , ρk ondeρi é um
evento2-bom para(ρi−1 . . . ρ1π, σ) para1 ≤ i ≤ k.

Parak = 1 temos‖σπ−1‖ = 2 e como existe uma fusão, fissão ou reversão com sinalρ

que é um evento2-bom para(π, σ) então‖σπ−1ρ−1‖ = ‖σπ−1‖ − ‖ρ‖. Como‖ρ‖ = 2 então
‖σπ−1ρ−1‖ = 0 e logoσπ−1ρ−1 = ι. Portanto temosρπ = σ e ρ é um evento2-bom para
(π, σ).

Parak > 1 temos‖σπ−1ρ−1‖ = ‖σπ−1‖ − ‖ρ‖ pois existe um evento2-bomρ para(π, σ).
Como‖σπ−1‖ = 2k e‖ρ‖ = 2 então‖σπ−1ρ−1‖ = 2(k−1). Além disso, temos‖σπ−1ρ−1‖ =

‖σ(ρπ)−1‖. Pela hipótese de indução, no caso em que temosk − 1, ou seja, para‖σ(ρπ)−1‖ =

2(k − 1), existe uma seqüênciaρ2, . . . , ρk de eventos de rearranjo tal queρi é um evento2-bom
para(ρi−1 . . . ρ2ρπ, σ) para2 ≤ i ≤ k. Portanto, comoρ1 = ρ é um evento2-bom para(π, σ)

então existe uma seqüência de eventos de rearranjoρ1, . . . , ρk ondeρi é um evento2-bom para
(ρi−1 . . . ρ1π, σ) eρk . . . ρ1π = σ para1 ≤ i ≤ k.

2
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Deduzimos a partir do Teorema 76 que se houver um evento2-bom para(π, σ) de um
tipo emR aplicável a um genomaπ distinto deσ, então é possível encontrar uma seqüência
de eventos de rearranjo que seja solução para um problemaP (π, σ, R, E, Γ, w) e W (π, σ) é
mínimo.

3.9 Considerações Finais

Nesse capítulo apresentamos uma versão modificada do formalismo algébrico para problemas
de rearranjo em genomas. Apresentamos o conceito de permutação, órbitas de uma permutação,
ciclos, produtos entre permutações e a representação de umapermutação como um produto de
ciclos disjuntos. Discutimos os efeitos do produto por2-ciclos e3-ciclos nas órbitas e na ordem
dos elementos nos ciclos de uma permutação. Apresentamos a operação de conjugação que
“renomeia” os elementos de uma permutação sem modificar a suaestrutura. Discutimos a rela-
ção da divisibilidade e a decomposição de permutações em2-ciclos ou3-ciclos. Em especial,
contribuímos com a demonstração de diversas propriedades envolvendo3-ciclos que não se en-
contravam em trabalhos anteriores sobre o formalismo algébrico. Além disso, mostramos como
modelar genomas por meio de permutações representadas comoproduto de ciclos, o conceito
de um sistema de genes e as propriedades fundamentais de genomas. O conceito de sistema
de genes e a definição de genomas baseada na divisibilidade pela permutaçãoΓ são contribui-
ções novas para o formalismo. Apresentamos uma maneira de representar eventos de rearranjo
aplicáveis a um certo genoma como permutações. Introduzimos um novo evento de rearranjo
(transposição generalizada) que pode contribuir para uma melhor compreensão de transposi-
ções. Juntamente com a definição dos eventos de rearranjo, definimos os respectivos problemas
de rearranjo em genomas que envolvem esses eventos. Por último, discutimos como um pro-
blema de rearranjo em genomas é tratado no formalismo algébrico. Após uma sistematização
de como um problema é abordado pelo formalismo algébrico, apresentamos uma estratégia ge-
ral para resolver determinados problemas de rearranjo que satisfazem ao critério de existência
de eventos de rearranjo “adequados” (os2-bons) dentre os eventos permitidos no problema.



Capítulo 4

Nova Estrutura de Dados para Genomas

Diversas estruturas de dados têm sido utilizadas para a representação de genomas [33, 32, 8].
Nesse capítulo descrevemos uma nova estrutura de dados que representa os genomasπ e σ em
um sistema de genes(E, Γ) e a permutaçãoσπ−1 sobreE. A estrutura de dados é uma combi-
nação de vetores que modelam as permutaçõesπ, π−1 eσ; além de uma tabela de espalhamento
(hash table) e uma lista de listas circulares representandoa permutaçãoσπ−1.

Mostraremos no Capítulo 5 que essa estrutura de dados nos permite aplicar certos eventos
de rearranjo, tais como fissões, fusões, transposições generalizadas e reversões com sinais, em
tempo de execução constante.

4.1 Genes rotulados como inteiros

Trataremos primeiramente do caso em queπ eσ são genomas no sistema de genes(E, Γ) onde
E = {−n, . . . , −1, 1, . . . , n} e Γ = (1 −1)(2 −2) . . . (n −n). Por tratarmos de números
inteiros, não é necessário utilizarmos uma tabela de espalhamento. Na Seção 4.2, estenderemos
a estrutura de dados para lidarmos com sistemas de genes cujoconjuntoE contenha nomes de
genes ao invés de inteiros, o que requer buscas em uma tabela de espalhamento. Os genomasπ e
σ são representados por vetoresP eS ondeP [x] = πx eS[x] = σx parax ∈ E. Similarmente
nós definimos o vetorinvP ondeinvP [x] = π−1x parax ∈ E. O gene complementarΓx é
simplesmente−x. Além disso, descrevemos a permutaçãoσπ−1 como uma lista duplamente
ligadaQ cujos nós que chamamos deparescontém apontadores para duas listas circulares.
Cada nó na listaQ modela um par de ciclosα e β de σπ−1 ondeβ = (πΓ) · α−1 e esses
ciclos são as listas circulares apontadas pelo nó. Não representamos1-ciclos na lista, embora
modificações na lista devido a aplicação de eventos de rearranjo podem levar ao aparecimento
de pares contendo dois1-ciclos que devem ser eliminados (chamamos a um par com dois1-
ciclos depar trivial). Finalmente, usamos um vetorT cuja posiçãoT [x].node aponta para o nó
em Q que contémx e T [x].pair aponta para o par (nó com duas listas circulares) dex, para
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invP

P

S

Q

1 2 3 4 6 7 8 −7
−7 6

5
5

−1 −2
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−6 −8

1
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7 8
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−6 −8
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−8
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3
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−3
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Figura 4.1: Genomasπ = (3 −2 7)(−7 2 −3)(−5 −6)(6 5)(1 −4 8)(−8 4 −1) e σ =
(1 2 3 4 5 6 7 8)(−8 −7 −6 −5 −4 −3 −2 −1) no sistema de genes(E, Γ) ondeE = {x ∈ Z | 1 ≤ |x| ≤ 8} e
Γx = −x são representados pelos vetoresP e S. A permutaçãoσπ−1 é representada pela listaQ. O vetorT tem
em cada entrada indexada por um genex um apontador para o nó contendox e para o par de listas circulares em
Q. Para deixar a figura mais clara, mostramos apenas os apontadores dos quatro primeiros genes deT .
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ProcedimentoinitializePairsList(Lista de ParesQ, vetorS, vetorinvP , vetorT )

1: for all x ∈ E do
2: T [x].node ⇐ T [x].pair ⇐ NIL
3: end for
4: for all x ∈ E do
5: if S[invP [x]] 6= x eT [x].node = NIL then
6: buildPair(x)
7: end if
8: end for
9: return Pair ListQ

Figura 4.2:Procedimento para inicializar a Lista de ParesQ.

todox ∈ E (usamos por convençãoT [x].node = T [x].pair = NIL quando não háx emQ).
A Figura 4.1 ilustra a estrutura de dados para dois genomas emum sistema de genes com oito
genes.

O vetorP é inicializado ao se atribuirP [x] = πx, para cada genex em E. O mesmo
procedimento pode ser usado para inicializar o vetorS. Podemos inicializarinvP ao mesmo
tempo que inicializamosP ao atribuir-seinvP [πx] = x para cada atribuição de um valor a
P [x] emP . A inicialização deQ é baseada nos vetores previamente inicializadosS e invP .
No início do procedimento, todos os apontadores emT são inicializados paraNIL. Para cada
genex ∈ E, seS[invP [x]] 6= x e T [x].node = NIL, então o procedimentobuildPair(x) é
chamado. O procedimento buildPair(x) é responsável por criar um novo par comx e incluí-lo
emQ. O procedimento começa criando um parN , armazenando o valor dex em uma variável
auxiliar y e entrando em um laço que cria nós paray e πΓy, atualiza os apontadores emT [y]

e T [P [−y]] para apontá-los para o parN e os nós contendoy eπΓy respectivamente, adiciona
os nós às listas circulares que estão sendo construídas e atribui S[invP [y]] a y. O laço termina
quandoy = x. Suponha que o parN emQ modela a permutaçãoα((πΓ) ·α−1) ey ∈ Supp(α),
entãoy é mapeado emσπ−1y em α enquantoπΓσπ−1y é mapeado emπΓy em (πΓ) · α−1.
Logo o nó contendoy tem de ser adicionado à cauda da lista circular modelandoα e o nó
contendoπΓy tem de ser adicionado à cabeça da lista circular modelando(πΓ) · α−1. Após o
fim do laço, ambas as listas circulares são fechadas. O procedimento que inicializaQ, chamado
initializePairList(Q) e o procedimento que constrói um novo par e o insere emQ são ilustrados
pela Figura 4.2 e pela Figura 4.3 respectivamente.

Os vetoresP , invP , S, T , e a listaQ provém as seguintes operações: pesquisa, troca, remo-
ção, teste de pares triviais e deleção de par trivial. Os eventos de rearranjo são uma combinação
das operações anteriores. Umapesquisapor um elementox ∈ E em um genomaπ (ou σ)
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ProcedimentobuildPair(genex)

1: Criar novo parN e inserirN emQ
2: y ⇐ x
3: repeat
4: Criar novo nóA com o geney
5: InserirA à cauda da lista circular1 deN
6: T [y].node ⇐ A
7: T [y].pair ⇐ N
8: Criar novo nóB com geneP [−y]
9: InserirB à cabeça da lista circular2 deN

10: T [P [−y]].node ⇐ B
11: T [P [−y]].pair ⇐ N
12: y ⇐ S[invP [y]]
13: until y = x
14: Fechar a lista circular contendox
15: Fechar a lista circular contendoP [−x]

Figura 4.3:Procedimento usado para construir um parN e incluí-lo emQ.

consiste em encontrarπx (ou σx). A pesquisa de um elementox ∈ E no vetorA (o vetorA
pode serP , S ou invP ) é implementada retornando-se o valor emA[x]. Uma troca de duas
entradasA[x] eA[y] (o vetorA pode serP , S ou invP ) consiste em trocar os conteúdos deA[x]

e A[y]. A operação deremoção, denotada porremove(Q, x, y), remove os nós que contêm os
genesx, y ∈ E. Como as listas circulares podem se encurtar com a aplicaçãode um evento
de rearranjo, elas podem se tornar nós de um par trivial e, neste caso, precisam ser removidas
de Q. A operaçãoteste de pares triviais, denotado pelo procedimentotrivialPair(Q, x), é
responsável por detectar se um par contendox é um par trivial. O teste de pares triviais é im-
plementado verificando-se se o conteúdo do primeiro nó possui o mesmo conteúdo do próximo
nó em uma das listas circulares no par. A operação dedeleção de um par trivialdeleta um
par trivial deQ que contém os genesx, πΓx ∈ E. A operação de deleção de um par trivial,
chamadadeletePair(pair), é implementada usando-se um apontadorT [x].pair e a remoção
padrão de nós de uma lista duplamente ligada. Essa operação envolve também uma modifica-
ção dos apontadoresnode epair emT [x] eT [πΓx] paraNIL, ondex eπΓx são genes em um
par trivial.

A atualização da estrutura de dados depende de características específicas do evento de
rearranjo (ou conjunto de eventos) levado em consideração.No Capítulo 5, discutiremos como
a estrutura é modificada de acordo com o problema de rearranjoem genomas.
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ProcedimentoinitializeHash(Tabela de EspalhamentoH, Lista de GenesL)

1: for all i ∈ {j | 1 ≤ |j| ≤ |E+|} do
2: H [L[i]].index ⇐ i
3: end for
4: return VetorH

Figura 4.4:Procedimento usado para inicializar a Tabela de Espalhamento a partir do vetor de genesL.

4.2 Genes rotulados com seus próprios nomes

Assumimos anteriormente que o sistema de genes fosse baseado em um conjunto de inteiros,
mas genomas são geralmente representados por seqüências denomes dos genes (cadeias de
caracteres) na entrada de problemas de rearranjo em genomas. As seqüências de cadeias de
caracteres devem ser convertidas a uma representação adequada (seqüências de inteiros) para
poderem ser utilizadas eficientemente pelos vetoresP e invP e a listaQ. Para esclarecer a
discussão, usamos a seguinte notação: genes são denotados pelas letrasx, y, z, w, enquanto os
índices associados aos genes são denotados pori, j, k, l. Assumimos que o sistema de genes na
entrada do problema é representado por um vetor de genesL que contém todos os nomes de
genes. O vetorL é uma concatenação dos conjuntosE+ e E− nessa ordem em uma partição
E+ e E− de (E, Γ) tal queL[|E+| + i] = ΓL[i] para1 ≤ i ≤ |E+|. Incluímos uma tabela de
espalhamento (hash table) H para armazenar os índices dos genes emL. Cada nome de gene
L[i] = x é uma chave e o dado armazenado na tabela de espalhamento paraa chavex é o índice
H [x].index = i. Os índices deL são usados no mesmo papel que o de genes para os vetoresP

e invP no caso especial no qualE é um conjunto de inteiros.

Se o conjunto de nomes de genes é o mesmo para quaisquer pares de genomas na entrada
de um problema de rearranjo então uma tabela de espalhamentoperfeita [19] permite tomar um
nome de um gene como uma chave e obter o seu índice nos vetores em tempo constante. A
Figura 4.4 ilustra o procedimento de inicialização da tabela de espalhamentoH.

Para o caso geral a inicialização dos vetoresP eS é um pouco diferente do que no caso de
genes representados por inteiros. Assumimos que os genomasπ eσ na entrada do procedimento
initialize são representados por uma lista de cromossomos e cada cromossomo é uma lista de
genes na ordem circular em que eles aparecem nas fitas do cromossomo. Para cada nome de
genex na lista de cromossomos deπ, o índicei dex e o índicej deπx emH são obtidos ej é
atribuído aP [i]. O mesmo procedimento é usado para a inicialização deS. A Figura 4.5 mostra
o procedimento de inicialização deP .

A pesquisa de um elementox ∈ E no genomaπ (ouσ) em(E, Γ) consiste em encontrarπx
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Procedimentoinitialize(Genomaπ, TabelaT , Lista de GenesL)
{O vetor A corresponde ao genomaπ.}

1: for all Genex na lista de cromossomos deπ do
2: index ⇐ H [x].index
3: A[index] ⇐ H [πx].index
4: end for
5: return VetorA

Figura 4.5:Procedimento usado para inicializar os vetoresP eS.

(ouσx) na tabela de espalhamentoH utilizando-se a chavex e retornandoL[P [i]] (ouL[S[i]]).
A operação de pesquisa leva tempo de execução constanteO(h) (ondeh é o tempo gasto para
aplicar a função dehashe acessar a tabela de espalhamento). As operações que modificamP ,
invP eQ; como a remoção de um gene deQ por exemplo, não requerem mudanças nos índices
de H e por esse motivo essas operações levam um tempo de execução constante para serem
efetuadas.

Lema 77. A inicialização dos vetoresP , S, invP e T ; da tabela de espalhamentoH e da lista
de paresQ pode ser realizada em tempo de execução linear no número de genesn = |E|.

Prova: A tabela de espalhamentoH leva o tempoO(n) para ser construída, uma vez que cada
gene é lido da entrada, seu nome tomado como uma chave pela função dehashe o seu índice
armazenado emH (ver Figura 4.4). A inicialização dos vetoresP eS leva o tempo de execução
deO(n) pois para cada elementox em E, na ordem em que aparecem emπ e σ, tem de ser
atribuído os índices deπx e σx a P e S, o que envolve um acesso aH paraπx e σx. Como
assumimos queπ e σ são representados por uma lista dos cromossomos e cada cromossomo é
uma lista em sua ordem circular, percorremos as listas que representam os cromossomos para
obterx eπx (oux eσx) em tempo constante. O vetorinvP pode ser inicializado com a seguinte
atribuiçãoinvP [P [i]] = i parai ∈ {k ∈ Z | 1 ≤ |k| ≤ |E+|}, o que leva o tempo de execução
O(n).

Contruir a listaQ leva tempo de execuçãoO(n) porque encontrarS[invP [i]] parai ∈ {k ∈
Z | 1 ≤ |k| ≤ |E+|} envolve uma pesquisa eminvP e S que levaO(1) e a atribuição dos
apontadores na posiçãoT [i] que leva tempo constante. 2

4.3 Considerações Finais

Projetamos uma estrutura de dados que implementa o modelo degenomas no formalismo al-
gébrico. Primeiramente apresentamos a versão da estruturade dados que trata do caso especial
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em que os genes do sistema de genes são rotulados por números inteiros. Posteriormente esten-
demos a estrutura com uma tabela de espalhamento (hash table) para lidarmos com o caso em
que os genes são rotulados com os seus próprios nomes. A estrutura de dados permite realizar
as operações de pesquisa de gene, troca de genes, remoção de um gene de um par, teste de pares
triviais e deleção de par trivial em tempo constante. O resultado da aplicação de um evento de
rearranjo em um genoma pode ser implementado por meio de uma combinação das operações
anteriores, conforme será mostrado no Capítulo 5.

Usaremos essa estrutura de dados no Capítulo 5 com algumas modificações para resolver
três problemas distintos de rearranjo em genomas: o problema envolvendo fusões, fissões e
reversões com sinais; o problema envolvendo transposiçõesgeneralizadas e o problema envol-
vendo intercâmbio de blocos e reversões com sinais.





Capítulo 5

Algoritmos para Novos Prolemas de
Rearranjo em Genomas

Apresentamos nesse capítulo algumas soluções e avanços na área de rearranjo em genomas
trazidos pelo formalismo algébrico.

Na Seção 5.1 mostramos que o limitante inferior para a distância de transposição obtido por
meio do formalismo algébrico é equivalente ao obtido pelo formalismo clássico. Discutimos
em quais condições o limitante inferior para a distância de transposição baseada em número
de pontos de quebra é satisfeito. Apresentamos também uma solução para o problema de re-
arranjo em genomas ponderado por transposições generalizadas que pode ser obtida em tempo
de execução linear por um algoritmo que utiliza uma versão modificada da estrutura de dados
apresentada no Capítulo 3.6. Na Seção 5.2 discutimos o problema de rearranjo em genomas
ponderado por fissões, fusões e reversões com sinais. Mostramos que o problema de rearranjo
em genomas envolvendo fusões, fissões e reversões com sinaispode ser definido para quaisquer
pares de genomas em um sistema de genes. Além disso, caracterizamos quais são as proprie-
dades de um evento de rearranjo que pertence a solução desse problema e demonstramos que
uma seqüência de fusões, fissões e reversões com sinais pode ser obtida em tempo de execução
linear por meio de uma estrutura de dados que representa de maneira eficiente um par de geno-
mas e o quociente entre eles. Na Seção 5.3 apresentamos o problema de rearranjo em genomas
ponderado por intercâmbio de blocos e reversões com sinais eprojetamos um algoritmo para a
sua solução. A Tabela 5 sumariza os dados de distância genômica e tempo de execução de cada
algoritmo apresentado nesse capítulo.

91
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Problema Distância PonderadaTempo
Transposições Generalizadas ‖σπ−1‖3 O(n)
Fusões, Fissões e Reversões com Sinais ‖σπ−1‖/2 O(n)
Intercâmbio de Blocos e Reversões com Sinais ‖σπ−1‖/2 O(n2)

Tabela 5.1:Distância e tempo de execução para problemas de rearranjo emgenomas ponderados.

5.1 Distância de Transposição e Transposições Generaliza-
das

O problema de rearranjo em genomas por transposições consiste em encontrar uma seqüência
mínima de transposições que transforme um genoma outro. Como dito no Capítulo 1, diversos
algoritmos aproximativos para esse problema foram propostos [5, 17]. O bem conhecido algo-
ritmo aproximativo de Bafna e Pevzner [5] possui complexidade de tempo de execuçãoO(n2)

e um fator de aproximação de1,5. Esse algoritmo de Bafna e Pevzner [5] é considerado muito
complicado, então Christie [17] propôs um algoritmo diferente com o mesmo fator de aproxi-
mação, embora de complexidade de tempo deO(n4). Dois algoritmos mais simples, de com-
plexidade de tempo subquadrática e fator de aproximação de1,5 e1,375 foram respectivamente
propostos por Hartman e Shamir [30] e por Elias e Hartman [22]. Christie e Irving [16, 17]
propuseram e resolveram o problema de rearranjo em genomas por intercâmbio de blocos, que
é uma generalização de um evento de transposição no qual doisblocos não adjacentes de genes
são trocados dentro de um cromossomo. Linet al. [37] ofereceram um outro algoritmo para o
problema de rearranjo em genomas envolvendo intercâmbio deblocos baseado numa versão do
formalismo algébrico e aplicaram esse algoritmo no estudo comparativo de vibriões. A despeito
de todo o sucesso na obtenção de soluções para problemas de rearranjo em genomas envolvendo
outros eventos de rearranjo como por exemplo reversões com sinais [28, 32], a complexidade do
problema de rearranjo em genomas por transposições é desconhecida até o momento, ou seja,
não sabemos se há um algoritmo com tempo de execução polinomial que resolva o problema
ou se o problema éNP -difícil.

Nessa seção apresentamos uma equivalência entre o limitante inferior para a distância de
transposição do formalismo clássico e o do formalismo algébrico. Embora a demonstração da
equivalência entre os limitantes inferiores seja extensa,a demonstração do limitante inferior
oferecida pelo formalismo algébrico é simples e intuitiva.Além disso, apresentamos uma ge-
neralização do problema de rearranjo em genomas por transposições na qual permitimos além
das transposições, outros eventos de rearranjo que são representados por3-ciclos no formalismo
algébrico: transposições generalizadas. Mostraremos como encontrar uma seqüência mínima
de transposições generalizadas que transforma um genoma emoutro.
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5.1.1 Limitantes para a Distância de Transposição

Genomas eqüiorbitaisπ eσ no sistema de genes(E, Γ) possuem a mesma paridade uma vez que
ambos possuem o mesmo número de órbitas o que implica em‖π‖ = ‖σ‖. Conseqüentemente
‖σπ−1‖3 é bem definido pelo Lema 52. Usamos o Lema 52 para provar o seguinte limitante
inferior para a distância de transposição baseada na3-norma deσπ−1.

Teorema 78(Limitante Inferior). Dados os genomas eqüiorbitaisπ eσ em(E, Γ), temos

dt(π, σ) ≥ ‖σπ−1‖3

2
.

Prova: Sejaτ1, τ2, . . . , τk uma seqüência de transposições que transforma a permutaçãoπ

na permutaçãoσ, ou seja, temosτk . . . τ1π = σ e τi é aplicável aτi−1 . . . τ1π para1 ≤ i ≤ k.
Reescrevendo a equação, obtemosτk τk−1 . . . τ1 = σπ−1. Logo o produtoτk . . . τ1 é uma
decomposição em3-ciclos deσπ−1. Uma vez queπ e σ têm a mesma paridade pelo fato de
serem eqüiorbitais entãoσπ−1 é uma permutação par segundo o Lema 52. Então existe uma
decomposição mínima em3-ciclos deσπ−1 tal que‖σπ−1‖3 ≤ 2k pois cada transposição
é composta por dois3-ciclos. Logodτ (π, σ) ≥ (‖σπ−1‖3)/2 é válido inclusive para uma
seqüência mínima de transposições que transformeπ emσ. 2

Consideren = |E| nos próximos lemas. Mostraremos que o limitante inferior doTeo-
rema 78 é equivalente ao limitante inferior para a distânciade transposição proposto por Bafna
e Pevzner [5], ou seja, temosdt(π, σ) ≥ n−oodd(σπ−1)

4
usando os termos do formalismo algé-

brico. Destacamos duas observações sobre a equivalência dolimitante inferior. O problema de
rearranjo em genomas por transposições no formalismo clássico é um problema de ordenação
de uma permutação na permutação identidadeι, enquanto o problema de rearranjo em genomas
por transposições no formalismo algébrico é definido para umpar de genomas quaisquer (com-
patíveis para transposições). Essa diferença na entrada dedados dos dois problemas é resolvida
ao fixarmosσ. Os genomas na entrada do problema no formalismo clássico são unicromos-
somais, enquanto os genomas no formalismo algébrico são multicromossomais. Afirmamos
que os limitantes sejam iguais para o caso de genomas unicromossomais, no entanto é pos-
sível estender esse resultado para genomas multicromossomais por meio da concatenação de
cromossomos de um genoma no formalismo clássico [28].

Lema 79. Dado o3-ciclo α e a permutaçãoπ sobreE, temosoodd(πα−1) ≥ oodd(π) − 2.

Prova: Segundo o Lema 50, temoso(π)−2 ≤ o(πα−1) ≤ o(π)+2. Logoo(π)−2 ≤ o(πα−1).
De forma análoga aos casos em queo(π) − 2 < o(πα−1), a variação no número de órbitas é
maior que−2, a variação no número de órbitas ímpares poderá ser negativaapenas nos casos
em que o número de órbitas não varia ou o número de órbitas é reduzido de dois emπα−1 em
relação aπ. Considereα = (a b c). Os casos em que o número de órbitas deπα−1 pode
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diminuir em relação aπ são quando dois elementos no suporte deα pertencem a uma órbita
distinta à do terceiro elemento na permutaçãoπ e quando os três elementos no suporte deα

pertencem a órbitas distintas deπ.

Suponhamos quea e b pertencem a mesma órbita, enquantoc 6∈ orb(π, a). Se o menor
inteiro não negativok tal quea = πkb é ímpar, o menor inteiro não negativoj tal queb = πja é
par; ou seja, o tamanho deorb(π, a) é ímpar; e o tamanho da órbita que contémc é ímpar, então
pelo Teorema 48 as órbitasorb(πα−1, a) e orb(πα−1, b) são pares, enquanto as demais não são
alteradas. Logooodd(πα−1) = oodd(π) − 2. Em quaisquer outros casos, temosoodd(πα−1) ≥
oodd(π).

Sea, b e c pertencem a três órbitas distintas deπ há quatro casos para análise:

1. Se as três órbitas são ímpares então a órbita emπα−1 que reúne essas três órbitas é ímpar
e oodd(πα−1) = oodd(π) − 2.

2. Se duas das três órbitas são ímpares e a terceira é par entãoa órbita emπα−1 que reúne
essas três órbitas é par eoodd(πα−1) = oodd(π) − 2.

3. Se duas das três órbitas são pares e a terceira é ímpar entãoa órbita resultante da união
das três emπα−1 é ímpar eoodd(πα−1) = oodd(π).

4. Se as três órbitas são pares então a união das três órbitas épar emπα−1 e oodd(πα−1) =

oodd(π).

Em todos os casos temosoodd(πα−1) ≥ oodd(π) − 2. 2

Lema 80. Sejaπ uma permutação sobreE, tal que‖π‖ é par e

π = π1 π2 . . . πk

é a decomposição em3-ciclos deπ, na qualπi é um3-ciclo para1 ≤ i ≤ k, então

k ≥ n − oodd(π)

2

Prova: Iremos demonstrar a desigualdade por indução emk.

Parak = 0. Entãoπ = ι eoodd(π) = n. Logo0 ≥ n−n
2

= 0.

A hipótese de indução é para umk tal que0 ≤ k′ < k e π = π1 π2 . . . πk′, então
k′ ≥ n−oodd(π)

2
.

Pela hipótese de indução, temosk − 1 ≥ n−oodd(π′)
2

paraπ′ = π1 . . . πk−1.
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Temos tambémoodd(π) = oodd(π
′ πk) ≥ oodd(π

′) − 2 segundo o Lema 79. Manipulando
essas duas desigualdades:

k = (k − 1) + 1 ≥ n − oodd(π
′)

2
+ 1

=
n − (oodd(π

′) − 2)

2

≥ n − oodd(π)

2
;

obtemos

k ≥ n − oodd(π)

2
.

2

Lema 81. Sejaπ uma permutação sobreE tal que‖π‖ é par, então‖π‖3 ≤ n−oodd(π)
2

, onde
n = |E|.

Prova: Considere uma ordem dos ciclos na decomposição em ciclos disjuntos deπ, tal que
os ciclos de comprimento ímpar são agrupados no início do produto de ciclos; ou seja, temos
π = α′α′′, ondeα′ é um produto de ciclos ímpares deπ e α′′ é o produto de ciclos pares de
π. Observe que essa ordenação é possível devido a comutatividade de ciclos disjuntos de uma
permutação:

π = α1 α2 . . . αl
︸ ︷︷ ︸

α′

αl+1 αl+2 . . . αm
︸ ︷︷ ︸

α′′

Para mostrarmos que‖π‖3 ≤ n−oodd(π)
2

, construiremos uma decomposição em3-ciclos deπ
por meio das decomposições em2-ciclos deα′ eα′′.

Sejaα′ = α1 α2 . . . αl, ondeαi é um ciclo ímpar deπ para1 ≤ i ≤ l. Denoten′ =

|Supp(α′)| e n′′ = |Supp(α′′)|. Observe que‖α′‖ = n′ − oodd(π) e que‖α′‖ é par, porque a
norma de um ciclo ímpar é par, os ciclos em questão são disjuntos e pela Proposição 35. Pelo
Teorema 58, temos‖α′‖3 = ‖α′‖/2. Logo‖α′‖3 = n′−oodd(π)

2
.

Considere agora uma decomposição em2-ciclos deα′′ utilizando-se o seguinte procedi-
mento: substitua cada ciclo(a1 . . . ar) parar > 2 deα′′ pelo produto de2-ciclos:

(a1 a2)(a2 a3)(a3 a4) . . . (ar−2 ar−1)(ar−1 ar).

Como a norma de um ciclo par é ímpar e‖π‖ é par, então o número de ciclos deα′′ (
oeven(π)) é par. SejaL(αi) o comprimento do cicloαi, paral + 1 ≤ i ≤ m. Então a norma de
α′′ pode ser obtida do seguinte modo:

‖α′′‖ =

m∑

i=l+1

(L(αi) − 1) = (

m∑

i=l+1

L(αi)) − (m − l) = n′′ − oeven(π)
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A análise da decomposição em2-ciclos deα′′ merece uma atenção especial. Comoα′′ é um
produto de ciclos pares é possível que já existissem2-ciclos nesse produto antes de obtermos a
decomposição em2-ciclos. Além disso, como a norma de um ciclo par é ímpar, o número de
2-ciclos obtidos a partir de um ciclo será ímpar e portanto ao parear-se2-ciclos consecutivos no
produto, existirão pares contendo2-ciclos obtidos de ciclos distintos emα′′. Logo há pares de
2-ciclos consecutivos cuja interseção de seus suportes é vazia e pares cujos suportes possuem
um elemento em comum. Chamaremos o primeiro tipo de par de2-ciclos depar disjunto,
enquanto o segundo tipo de par é chamado depar não-disjunto. Podemos obter um3-ciclo
de um par não-disjunto de maneira semelhante a utilizada para obter um3-ciclo de um par de
2-ciclos(a b)(b c) encontrados emα′. Por outro lado, um par disjunto(a b)(c d) gera dois3-
ciclos(a b c)(b c d). Logo cada par de2-ciclos contribui com um3-ciclo para a decomposição
em 3-ciclos deα′′ mais um númerox de 3-ciclos, ondex é o número de pares disjuntos na
decomposição em2-ciclos deπ. Então:

‖α′′‖3 =
n′′ − oeven(π)

2
+ x

Como os2-ciclos disjuntos são tomados aos pares, o valor dex pode estar no seguinte
intervalo: ⌈

oeven(α′′) − 1

2

⌉

≤ x ≤ oeven(α′′) − 1

De fato, temosx = ⌈oeven(α′′)−1
2

⌉, porque para cada par disjunto combinado para construir
dois3-ciclos, um par disjunto distinto não será combinado para construir dois3-ciclos devido a
paridade (ímpar) do número de2-ciclos deα′′.

Logo, podemos obter a3-norma deα′′ do seguinte modo:

‖α′′‖3 =
n′′ − oeven(π)

2
+

⌈
oeven(α′′) − 1

2

⌉

=
n′′ − oeven(π)

2
+

(
oeven(π) − 2

2
+ 1

)

=
n′′

2

Comoα′ eα′′ são permutações pares suas3-normas são bem definidas e usando o Lema 55,
tem-se:

‖π‖3 ≤ ‖α′‖3 + ‖α′′‖3

≤ n′ − oodd(π)

2
+

n′′

2

≤ n − oodd(π)

2
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Portanto temos:

‖π‖3 ≤
n − oodd(π)

2
.

2

Usando os dois lemas anteriores (Lema 80 e Lema 81), obtemos uma fórmula para a3-
norma de uma permutação parπ em função do número de órbitas de tamanho ímpar emπ:

Teorema 82.Para a permutação parπ sobreE en = |E|, temos

‖π‖3 =
(n − oodd(π))

2
.

Um corolário imediato do Teorema 82 é uma fórmula equivalente ao limitante inferior pro-
posto por Bafna e Pevzner [7] para a distância de transposição. É necessário fazer uma ressalva
a respeito do que queremos dizer por equivalência entre os limitantes inferiores, pois a equiva-
lência entre os conceitos usados no formalismo algébrico e no formalismo clássico não é obtida
de maneira imediata.

Dadosπ eσ genomas unicromossomais e eqüiorbitais em(E, Γ) onden = |E|, escolhemos
um elemento arbitráriox em uma das órbitas deσ. Definimos afunção de mapeamento de
genes em inteirosf : E → N tal quef(σlx) = l + 1 para0 ≤ l ≤ |orb(σ, x)| − 1. A
funçãof é bem definida poisl é menor do que o tamanho da órbita que contémx. A seqüência
f(σ0x) . . . f(σ|orb(σ,x)|−1x) é uma permutação com sinais que mapeia{1, . . . , |orb(σ, x)|} em
{z ∈ N | z = l + l para0 ≤ l ≤ |orb(σ, x)| − 1}.

Definimos os genomasΣ e Π no formalismo clássico obtidos de umatransformação de
órbitas em permutações com sinaiscomo os conjuntos das permutações com sinais obtidas das
transformações aplicadas a órbita deσ eπ que contém o elementox usando-se a mesma função
f de mapeamento de genes em inteiros para(E, Γ) para ambos os genomas.

Por exemplo, considere os genomasπ = (x z y s r t)(−t −r −s −y −z −x) e σ =

(x y z r s t)(−t −s −r −z −y −x) no sistema de genes(E, Γ), ondeE = {x, y, z, r, s, t}
eΓw = −w paraw ∈ E no formalismo algébrico. Escolhemos o elementox para definirf . A
funçãof possui os seguintes mapeamentos:

f(x) = 1, f(y) = 2, f(z) = 3, f(r) = 4, f(s) = 5, f(t) = 6.

Os genomas equivalentes no formalismo clássico são:

Π = {[1, 3, 2, 5, 4, 6]}

e
Σ = {[1, 2, 3, 4, 5, 6]}.

Por meio da transformação de genomas no formalismo algébrico em genomas no forma-
lismo clássico é possível demonstrar a igualdade dos limitantes inferiores para a distância de
transposição em ambos os formalismos.
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Teorema 83.Dados os genomasπ eσ em(E, Γ) e os genomasΠ eΣ comn′ genes obtidos por
meio de uma transformação deπ eσ usando uma funçãof , temos

n′ + 1 − codd(Π)

2
=

(|E| − oodd(σπ−1))

4
.

Prova: Como os genomas no formalismo algébrico representam os genes e suas seqüências
complementares reversas correspondentes de um cromossomocircular o número de elementos
de|E| é o dobro den′+1, o número de genes em um genoma no formalismo clássico adicionado
de um elemento devido ao cromossomo representado no formalismo clássico ser linear. Além
disso, cada par no quocienteσπ−1 corresponde a um ciclo no diagrama de ciclos deΠ. Como
cada par é um produto de dois ciclos, o número de órbitas deσπ−1 é o dobro do número
de ciclos no diagrama de ciclos e temosoodd(σπ−1) = 2codd(Π). Logo |E| − oodd(σπ−1) =

2(n′ + 1 − codd(Π)). Portanto, dados os genomasπ eσ em(E, Γ) e os genomasΠ eΣ comn′

genes obtidos por meio de uma transformação deπ eσ usando uma funçãof , temos

n′ + 1 − codd(Π)

2
=

(|E| − oodd(σπ−1))

4
.

2

Limitante baseado em Pontos de Quebra

Dados os genomasπ e σ no sistema de genes(E, Γ), um elementox ∈ E é chamado de
um ponto de quebrapara(π, σ) quandox ∈ Supp(σπ−1). Os pontos de quebra aparecem
em paresx, πΓx emσπ−1. O número de pares de pontos de quebra emσπ−1 é denotado por
b(π, σ). A variação no número de pares de pontos de quebrab(τπ, σ) − b(π, σ) é denotada
por ∆b(τ, π, σ). Uma transposiçãoτ aplicável aπ pode criar ou eliminar no máximo3 pares
de pontos de quebra, ou seja, temos−3 ≤ ∆b(τ, π, σ) ≤ 3. Bafna e Pevzner [7] modelam
genomas por meio de apenas uma fita e por isso os pontos de quebra não aparecem aos pares
em sua teoria. Como nos referimos ao número de pares de pontosde quebra ao escrevermos
b(π, σ), esse parâmetro possui o mesmo valor numérico em ambos os formalismos. Bafna e
Pevzner demonstraram que o número de pares de pontos de quebra b(π, σ) pode ser usado
como um parâmetro para um limitante inferior da distância detransposição entreπ e σ. O
limitante inferior para a distância de transposição baseada no número de ciclos ímpares (ou,
equivalentemente, na3-norma do quociente no formalismo algébrico) apresenta um valor mais
justo do que o limitante baseado em pontos de quebra [7]. Por esse motivo, parece ter havido
pouca investigação sobre quais pares de genomas satisfazemo limitante baseado em pontos de
quebra. Para melhor compreendermos o comportamento de transposições que afetam o número
de pontos de quebra de um par de genomas, investigamos o limitante inferior baseado em pontos
de quebra e conseguimos uma caracterização dos genomas que osatisfazem.
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Proposição 84(Bafna e Pevzner). Dados os genomasπ eσ, temos

dt(π, σ) ≥ b(π, σ)

3
.

No Lema 85, caracterizamos quais são os pares de genomas em umsistema de genes cuja
distância de transposição entre eles satisfaz o limitante inferior baseado em pontos de quebra.

Lema 85. Dados os genomasπ e σ em (E, Γ), temos quedt(π, σ) = b(π,σ)
3

se e somente se
dt(π, σ) = (‖σπ−1‖3)/2 eσπ−1 é um produto de3-ciclos disjuntos.

Prova: Considere primeiramente os genomasπ e σ tais queσπ−1 é um produto de2k 3-
ciclos disjuntos edt(π, σ) = (‖σπ−1‖3)/2. Logo ‖σπ−1‖3 = 2k e portantodt(π, σ) =

(‖σπ−1‖3)/2 = k.
Como os2k ciclos da decomposição em ciclos deσπ−1 são disjuntos, então o tamanho do

suporte deσπ−1 é6k. O número de pontos de quebra éb(π, σ) = |Supp(σπ−1)|/2 = 3k. Logo:

dt(π, σ) = k =
3k

3
=

b(π, σ)

3
.

Portanto, sedt(π, σ) = (‖σπ−1‖3)/2 e σπ−1 é um produto de3-ciclos disjuntos, então
dt(π, σ) = b(π,σ)

3
.

Considere agora que a distância de transposição deπ aσ sejadt(π, σ) = b(π,σ)
3

. Logo existe
uma seqüência mínima de transposiçõesτ1, . . . , τk tal queτkτk−1 . . . τ1π = σ e k = b(π,σ)

3
;

ou seja, cadaτi, para1 ≤ i ≤ k, elimina 3 pares de pontos de quebra. Além disso, como
b(π, σ) = |Supp(σπ−1)|/2, então o suporte deσπ−1τ−1

1 . . . τ−1
i tem seu tamanho reduzido de6

em relação aσπ−1τ−1
1 . . . τ−1

i−1, ou, em outros termos, seis novos elementos fixos são criadosem
σπ−1τ−1

1 . . . τ−1
i−1τ

−1
i . Pelo Teorema 48, o resultado de um produto de uma permutaçãoqualquer

θ por um3-ciclo α é uma permutação com3 novos elementos fixos apenas quandoα−1 é um
dos ciclos deθ. Logo para cada transposiçãoτi para1 ≤ i ≤ k em uma seqüência mínima de
transposições que transformaπ emσ existe um produto de dois3-ciclos igual aτi emσπ−1 e
portantoσπ−1 é um produto de2k 3-ciclos. Como cada elemento que se torna fixo não é mais
transformado em um ponto de quebra após a aplicação das transposições, então todos os ciclos
deσπ−1 são disjuntos entre si. Portantoσπ−1 = τkτk−1 . . . τ1 e pelo Teorema 82 deduzimos

‖σπ−1‖3 =
|E| − oodd(σπ−1)

2

=
|Supp(σπ−1)| − |E/Supp(σπ−1)| − (2k + |E/Supp(σπ−1)|)

2

=
6k − 2k

2
= 2k

= 2
b(π, σ)

3
= 2dt(π, σ).
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Portanto, sedt(π, σ) = b(π,σ)
3

, entãodt(π, σ) = (‖σπ−1‖3)/2 e σπ−1 é um produto de
3-ciclos disjuntos. 2

O Lema 85 caracteriza os pares de genomasπ e σ cuja distância de transposição satisfaz
o limitante inferior de pontos de quebra. O Exemplo 86 mostraalguns pares de genomas que
satisfazem as condições do Lema 85.

Exemplo 86. Considere os genomasπ = (1 3 5 4 6 2)(−2 −6 −4 −5 −3 −1) e σ =

(1 2 3 4 5 6)(−6 −5 −4 −3 −2 −1) no sistema de genes(E, Γ), ondeE = {x ∈ Z | 1 ≤
|x| ≤ 6} eΓx = −x parax ∈ E. Observe que:

σπ−1 = (1 3 2)(−6 −1 −2)(4 6 5)(−3 −4 −5).

Todos os3-ciclos que compõemσπ−1 são transposições e além disso a aplicação de uma dessas
transposições reduz de3 o número de pares de pontos de quebra. Naturalmente‖σπ−1‖3 = 4

e os3-ciclos deσπ−1 são disjuntos. Logodt(π, σ) = (‖σπ−1‖3)/2 e portantodt(π, σ) =

(b(π, σ))/3.
O genoma unicromossomalπ no sistema de genes(E, Γ), ondeE = {x ∈ Z | 1 ≤ |x| ≤ n}

tal quen é múltiplo de3 eΓx = −x parax ∈ E, que obedece ao formato

π = (2 1 3 5 4 6 . . . k + 1 k k + 2 . . . n − 1 n − 2 n)

(−n −n + 2 −n + 1 . . . −k − 2 −k −k − 1 . . . −6 −4 −5 −3 −1 −2)

para1 ≤ k ≤ n/3 é um genoma cuja distância de transposição ao genoma

σ = (1 . . . n − 1 n)(−n −n + 1 . . . −1)

édt(π, σ) = b(π, σ)/3, pois o quociente

σπ−1 = (2 1 3)(−1 −2 −n) . . . (n − 1 n − 2 n)(−n + 2 −n + 1 −n + 3)

é um produto de3-ciclos disjuntos e a seqüência

(2 1 3)(−1 −2 −n)(5 4 6)(−4 −5 −3) . . . (n − 1 n − 2 n)(−n + 2 −n + 1 −n + 3)

de transposições transformaπ emσ.
Por outro lado, observe que dados os genomasπ eσ o fato do quocienteσπ−1 ser composto

por um produto de3-ciclos disjuntos apenas, não implica quedt(π, σ) = b(π,σ)
3

. Paraπ =

(1 6 5 4 3 2)(−2 −3 −4 −5 −6 −1) eσ = (1 2 3 4 5 6)(−6 −5 −4 −3 −2 −1) temos:

σπ−1 = (1 3 5)(−6 −4 −2)(2 4 6)(−1 −5 −3),

porém a distância deπ aσ édt(π, σ) = 3.
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5.1.2 Propriedades do Grafo de Transposições Boas

Nessa seção discutiremos a relação entre genomas eqüjiorbitais pertencentes a um sistema de
genes segundo a existência de seqüências de determinados tipos de transposições que transfor-
mam um genoma em outro.

Dados os genomasπ eσ no sistema de genes(E, Γ), o genomaπ é chamado defacilmente
transformávelemσ quando a sua distância de transposiçãodt(π, σ) é igual a um limitante in-
ferior que possa ser calculado em tempo de execução polinomial. Omitiremos a menção aσ
ao discutirmos genomas facilmente transformáveis quandoσ puder ser deduzido do contexto.
Focamos a atenção em genomas facilmente transformáveis quesatisfaçam ao limitante infe-
rior de pontos de quebra e a o limitante inferior de decomposição em3-ciclos discutidos na
Seção 5.1.1. Para alguns problemas de rearranjo em genomas relacionados ao problema de
rearranjo em genomas por transposições, tais como os problemas envolvendo reversões sem
sinais e transposições de prefixo, que são respectivamenteNP -difícil e de complexidade des-
conhecida, as permutações facilmente transformáveis foram caracterizadas [57, 21] para o caso
especial em que os genomas são unicromossomais.

Para caracterizar os genomas que são facilmente transformáveis, definimos um grafo cujos
vértices são gerados a partir do conjunto de genomas de um sistema de genes e as arestas são
representadas pelas transposições aplicáveis a esses genomas que atendam a certos critérios de
divisibilidade. Apresentamos algumas das principais propriedades desse grafo. Por exemplo,
demonstramos que esse grafo é bipartido e apresentamos um isomorfismo entre grafos definidos
para diferentes genomasσ. Mostraremos que o conjunto de genomas facilmente transformáveis
é um subconjunto dos vértices de um dos componentes desse grafo.

Dados os genomasπ eσ no sistema de genes(E, Γ), um evento de rearranjoτ aplicável aπ
é umevento3-bomquandoτ |3σπ−1. Para o caso especial no qual os genomas são unicromos-
somais e eqüicromossomais, uma transposiçãoτ aplicável aπ é umatransposição boaquando
τ é um evento3-bom.

Exemplo 87. Considere os genomas do Exemplo 86:

π = (1 3 5 4 6 2)(−2 −6 −4 −5 −3 −1)

e
σ = (1 2 3 4 5 6)(−6 −5 −4 −3 −2 −1)

no sistema de genes(E, Γ), ondeE = {x ∈ Z | 1 ≤ |x| ≤ 6} e Γx = −x parax ∈ E. O
quociente deπ eσ é:

σπ−1 = (1 3 2)(−6 −1 −2)(4 6 5)(−3 −4 −5).

A transposiçãoτ = (1 3 2)(−6 −1 −2) aplicável aπ é uma transposição boa pois

σπ−1τ−1 = (4 6 5)(−3 −4 −5)
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e, logo‖σπ−1τ−1‖3 = ‖σπ−1‖3 − ‖τ‖3

Definição 88(Grafo de Transposições Boas). SejaU(σ) o conjunto de genomas eqüicromosso-
mais ao genoma unicromossomalσ em(E, Γ). O grafo de transposições boasdeσ, denotado
por G(σ), consiste no grafo cujo conjunto de vértices éU(σ) e dados dois vérticesπ1 e π2 há
uma aresta orientada deπ1 paraπ2 quando houver uma transposiçãoτ aplicável aπ1 tal que
τ |3σπ−1

1 eπ2 = τπ1.

A Figura 5.1 mostra um exemplo de grafo de transposições boasparaσ = (1 2 3 4)(−4 −
3 − 2 − 1) no sistema de genes(E, Γ), ondeE = {x ∈ Z | 1 ≤ x ≤ 4} e Γx = −x para
x ∈ E.

Lema 89. Dados os genomas eqüiorbitaisσ, α e β em (E, Γ), se houver uma aresta deα a β

emG(σ), então‖σβ−1‖3 = ‖σα−1‖3 − 2.

Prova: Se houver uma aresta deα paraβ, entãoβ = τα eτ |3σα−1. Logo, substituindoτα em
β

‖σβ−1‖3 = ‖σα−1τ−1‖3 = ‖σα−1‖3 − ‖τ‖3 = ‖σα−1‖3 − 2,

obtemos‖σβ−1‖3 = ‖σα−1‖3 − 2. 2

(2  4  3  1) (2  3  4  1)

(4  2  3  1)

(4  3  2  1)
(3  2  4  1)

(3  4  2  1)

Figura 5.1:Grafo de Transposições Boas do genomaσ = (1 2 3 4)(−4 − 3 − 2 − 1) ondeE = {x ∈
Z | 1 ≤ x ≤ 4} e Γx = −x parax ∈ E. O conjunto de vértices deG(σ) é formado pelos genomas eqüiorbitais
a σ no sistema de genes(E, Γ). Para facilitar a compreensão da figura, mostramos apenas uma das fitas de cada
cromossomo.

Lema 90. Dados os genomas eqüiorbitaisπ eσ em(E, Γ), qualquer caminho deπ aσ emG(σ)

tem comprimento‖σπ−1‖3

2
.
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Prova: Considere o caminhoP = α0, α1, . . . , αk tal queα1 = π eαk = σ cujo comprimento
é k. Pelo Lema 89, temos‖σα−1

i+1‖3 = ‖σα−1
i ‖3 − 2 para0 ≤ i ≤ k − 1. Então aplicando o

Lema 89 para cada vértice no caminhoP , obtemos

‖σα−1
k ‖3 = ‖σα−1

k−1‖3 − 2 = ‖σα−1
0 ‖3 − 2k.

Como‖σα−1
k ‖3 = ‖σσ−1‖3 = 0 e‖σα−1

0 ‖3 = ‖σπ−1‖3. Então, temos‖σσ−1‖3 = ‖σπ−1‖3 −
2k, e logok = (‖σπ−1‖3)/2. Portanto, o comprimento do caminho deπ aσ é (‖σπ−1‖3)/2.
2

Lema 91. Dados os genomas eqüiorbitaisπ eσ no sistema de genes(E, Γ), há um caminho de
π aσ emG(σ) se e somente sedt(π, σ) = ‖σπ−1‖3

2
.

Prova: Suponha que há um caminhoα0, . . . , αk em G(σ) tal queα0 = π e αk = σ.
Pelo Lema 90, temosk = (‖σπ−1‖3)/2. Pela definição deG(σ), temosαi+1 = τiαi e τi é
uma transposição boa aplicável aαi, para0 ≤ i ≤ k − 1. Logo, temosτk−1 . . . τ0π = σ.
Pelo Teorema 78, temosdt(π, σ) ≥ (‖σπ−1‖3)/2 e comoτk−1, . . . , τ0 é uma seqüência de
transposições que transformaπ emσ, entãodt(π, σ) = (‖σπ−1‖3)/2.

Inversamente, suponha quedt(π, σ) = (‖σπ−1‖3)/2. Sejaτ1, . . . , τk uma seqüência
mínima de transposições tal queσ = τk τk−1 . . . τ1π e τi é aplicável aτi−1 . . . τ1π para
1 ≤ i ≤ k, ondek = (‖σπ−1‖3)/2. Como as transposições são aplicáveis eπ é um genoma,
então cadaτi . . . τ1π é um genoma para1 ≤ i ≤ k e logo um vértice deG(σ). Devemos mostrar
agora queτi|3σπ−1τ−1

1 . . . τ−1
i−1 para1 ≤ i ≤ k para demontrar que há uma aresta deτi−1 . . . τ1π

a τi . . . τ1π. Para1 ≤ i ≤ k, deduzimos

‖σπ−1τ−1
1 . . . τ−1

i ‖3 = ‖τk . . . τ1τ
−1
1 . . . τ−1

i ‖3

= ‖τkτk−1 . . . τi+1‖3

= 2(k − i).

Por outro lado, temos:

‖σπ−1τ−1
1 . . . τ−1

i−1‖3 − ‖τi‖3 = 2(k − (i − 1)) − 2 = 2(k − i)

Logo, para1 ≤ i ≤ k, temosτi|3σπ−1τ−1
1 . . . τ−1

i−1. Portanto, a seqüência de genomas

π, τ1π, τ2τ1π, . . . , σ

é um caminho deπ aσ. 2

Lema 92. Dado o genomaσ em(E, Γ), o grafoG(σ) não possui ciclos orientados.
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Prova: Suponha que exista um ciclo orientado emG(σ). Sejaπ um vértice que pertence ao
ciclo.

Pela definição deG(σ), há um caminhoα0, . . . , αk, paraα0 = αk = π. Além disso,
também pela definição deG(σ), existe uma seqüência de transposições tal queαi = τiαi−1

para1 ≤ i ≤ k. Logo as transposiçõesτ1, τ2, . . . , τk, parak > 0, são tais que

τk τk−1 . . . τ1 π = π

Pelo Lema 89, se há uma aresta de um vérticeα para o vérticeβ, então há uma transposição
τ aplicável aα tal que

‖σβ−1‖3 = ‖σα−1‖3 − 2.

Logo‖σ(τi . . . τ1π)−1‖3 − ‖σ(τi−1 . . . τ1π)−1‖3 = −2 para1 ≤ i ≤ k. Conseqüentemente,
temos

‖σ(τk τk−1 . . . τ1 π)−1‖3 − 2k = ‖σπ−1‖3,

ou equivalentemente‖σπ−1‖3 − 2k = ‖σπ−1‖3, ou seja, temosk = 0. Mas essa igualdade
contradiz a hipótese dek > 0. Portanto o grafoG(σ) não possui ciclos orientados. 2

Teorema 93.Dadoσ em(E, Γ), o grafo de transposições boasG(σ) é bipartido.

Prova: Definimos a seguinte bipartição deU(σ):

V1 = {π ∈ U(σ) | ‖σπ−1‖3 ≡ 0 mod 2}

e

V2 = {π ∈ U(σ) | ‖σπ−1‖3 ≡ 1 mod 2}.

Observe que o conjuntoV1 não é vazio pois possui o vérticeσ (lembrar que‖σσ−1‖3 = 0).
Mostraremos que quaisquer dois vértices que pertençam a umadas partiçõesV1 ou V2 não

são ligados por uma aresta.
Sejamα eβ dois vértices que pertençam a uma partição, digamosV1. Pela definição anterior

da bipartição, afirmamos que‖σα−1‖3 ≡ ‖σβ−1‖3 mod 2. Logo‖σα−1‖3 6= ‖σβ−1‖3 ± 2 e
usando a contrapositiva do Lema 89 não há nenhuma aresta entreα eβ. 2

Dado o genomaσ emU(σ), o grafo de transposições boasG(σ) é bipartido. Além disso,
não é difícil verificar que se existe uma aresta de um genomaα para um genomaβ emG(σ),
então‖σβ−1‖3 = ‖σα−1‖3 − 2. Esse fato básico a respeito de grafos de transposições boasé
fundamental para deduzir as propriedades que seguem abaixo.

Lema 94. Dados os genomas eqüiorbitaisσ eπ em(E, Γ), os grafosG(σ) eG(π) são isomor-
fos.
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Prova: Dados os genomas eqüiorbitaisπ e σ ∈ U(σ) (comoπ e σ são eqüiorbitais então
U(σ) = U(π)), tome uma permutaçãoα tal queα · σ = π. Observe que a permutaçãoα existe
devido aσ e π possuirem ambos a mesma estrutura de ciclos (são eqüiorbitais) e os mesmos
elementos, ainda que em ordem diversa. Defina a funçãof : U(σ) → U(σ) comof(θ) = α · θ
paraθ ∈ U(σ). Como a conjugação sobre uma permutação mantém a sua estrutura de ciclos,
entãof(θ) ∈ U(σ).

Suponha que(θ1, θ2) seja uma aresta deG(σ). Logo por definição de grafo de transposições
boasθ2 = τθ1 e τ |3σθ−1

1 , ondeτ é uma transposição aplicável emθ1. Considere os genomas
f(θ1) = αθ1α

−1 eαθ2α
−1. Iremos mostrar que existe uma transposiçãoτ ∗ aplicável af(θ1) tal

quef(θ2) = τ ∗f(θ1) e τ ∗|3π(f(θ1))
−1. Tomemos

τ ∗ = f(θ2)(f(θ1))
−1 = αθ2α

−1αθ−1
1 α−1 = αθ2θ

−1
1 α−1 = α · τ.

Logo τ ∗ é uma transposição e comof(θ2) = τ ∗f(θ1) e ambas as permutaçõesf(θ2) e f(θ1)

são genomas, entãoτ ∗ é uma transposição aplicável af(θ1). Basta provar queτ ∗|3π(f(θ1))
−1.

Pelo Lema 56 temos

τ |3σθ−1
1 ⇔ α · τ |3α · (σθ−1

1 ) ⇔ τ ∗|3(α · σ)(α · θ−1
1 ) ⇔ τ ∗|3π(α · θ1)

−1 ⇔ τ∗|3π(f(θ1))
−1.

Logo (θ1, θ2) é uma aresta deG(σ) se e somente se(f(θ1), f(θ2)) é uma aresta deG(π).
Portantof é um isomorfismo entreG(π) eG(σ), i.e. os grafosG(π) eG(σ) são isomorfos.2

Chamamos deσ-componenteao componente deG(σ) que possuiσ entre os seus vértices.
Pelo Lema 91, todo genoma facilmente transformável pertence aoσ-componente deG(σ). No
entanto, nem todos os genomas unicromossomais noσ-componente satisfazem ao limitante
inferior da decomposição em3-ciclos. Observe que o grafoG(σ) não possui ciclos orientados
e queσ é um sumidouro emG(σ). No entanto, observe que um componente deG(σ) pode ter
mais do que um um vértice sumidouro. Considere, por exemplo,os genomas

π = (a i h g f e d c b)(Γb Γc Γd Γe Γf Γg Γh Γi Γa)

e
σ = (a b c d e f g h i)(Γi Γh Γg Γf Γe Γd Γc Γb Γa);

então
σπ−1 = (a c e g i b d f h)(Γh Γf Γd Γb Γi Γg Γe Γc Γa).

Há apenas três transposições aplicáveis aπ tais queτ |3σπ−1:

(a g d)(Γe Γh Γb), (c i f)(Γg Γa Γd) e (e b h)(Γi Γc Γd).

Sejaτ qualquer uma das transposições anteriores aplicáveis aπ, o genomaτπ é um sumidouro
emG(σ).
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n Número de Sumidouros|U(σ)| Proporção
3 1 2 50,00%
4 1 6 16,67%
5 2 24 8,33%
6 8 120 6,67%
7 30 720 4,58%
8 109 5040 2,16%

Tabela 5.2:Proporção de sumidouros no grafo de transposições boasG(σ).

O σ-componente pode também ter mais do que um sumidouro o que implica poder haver
genomas para os quais não há um caminho que os ligue aσ no grafoG(σ).

A Tabela 5.2 resume a análise da proporção de vértices sumidouros emG(σ), paraσ =

(1 2 . . . n)(−n . . . −2 −1), em comparação com o número total de vértices no grafo.
O experimento foi conduzido por meio de uma implementação das principais funções refe-

rentes a manipulação de permutações e do grafo de2-movimentos válidos na ferramentaMathe-
matica[60]. Utilizou-se um processador Pentium III 800MHz, memória de cache de 256Kb e
memória principal de 64Mb. A partir den ≥ 9, o tempo de execução necessário para encontrar
todos os sumidouros do grafo é demasiadamente grande para a configuração do computador
utilizada e por isso não obtemos dados para esses valores.

Pode-se observar a partir dos experimentos realizados que aproporção de sumidouros parece
tender a zero à medida que a ordem do grafoG(σ) é aumentada. Esse comportamento pode
ser útil para a identificação das características comuns de genomas para os quais não há uma
transposição boa aplicável.

Genomas Facilmente Transformáveis

Uma maneira de caracterizar os genomas facilmente transformáveis baseia-se em utilizar a pro-
priedade de “atingibilidade” deσ a partir desses genomas. Dado o grafoG(σ) e dois genomas
π1 eπ2 deU(σ), dizemos queπ2 éatingívela partir deπ1 (ou também queπ1 atingeπ2) quando
houver um caminho deπ1 a π2 emG(σ). O conjunto de genomas atingíveis a partir deπ em
G(σ) é denotado por

R(π) = {π′ ∈ U(σ) | π′ é atingível a partir deπ}.

Lema 95. Dados os genomas eqüiorbitais e unicromossomaisπ e σ em (E, Γ), o genomaπ é
facilmente transformável emσ se e somente seσ ∈ R(π) para o grafoG(σ).

Prova: Seσ ∈ R(π) então existe um caminho orientado deπ a σ em G(σ). Logo, pelo
Lema 91, temosdt = ‖σπ−1‖3/2. O valor ‖σπ−1‖3 pode ser obtido em tempo polinomial
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no número de elementos deE por meio de uma contagem do número de órbitas ímpares de
σπ−1. A contagem do número de órbitas pode ser realizada construindo-se cada órbita de
σπ−1; por exemplo, utilizando o procedimento de construção da listaQ da estrutura de dados
do Capítulo 4. Portanto, o genomaπ é facilmente transformável emσ.

Por outro lado, seπ é facilmente transformável emσ então existe um caminho orientado de
π aσ pelo Lema 91. Logoσ é atingível a partir deπ eσ ∈ R(π) para o grafoG(σ).

Portanto o genomaπ é facilmente transformável emσ se e somente seσ ∈ R(π) para o
grafoG(σ). 2

Para decidirmos se um genomaπ no σ-componente deG(σ) é facilmente transformável é
suficiente resolver o problema de encontrar todos os genomaspertencentes aR(π). Observe
que qualquer genomaπ de umσ-componente deG(σ) é um genoma facilmente transformável,
casoσ seja o único vértice sumidouro doσ-componente.

Lema 96. Dado o grafo de transposições boasG(σ) paraσ ∈ (E, Γ), existe um genomaπ ∈
(E, Γ) tal que a cardinalidade deR(π) é2(|E|/6) dado que|E| seja um múltiplo de3.

Prova: Paraσ em um sistema de genes(E, Γ), renomeamos os elementos deE com inteiros
de tal modo que

σ = (1 2 . . . n)(−n . . . −2 −1).

Considere o genoma unicromossomal

π = (2 1 3 . . . k + 1 k k + 2 . . . n − 1 n − 2 n)(−n −(n − 2) . . . −3 −1 −2).

Observe que

σπ−1 = (2 1 3)(−1 − 2 − n) . . . (n − 1 n − 2 n)(−(n − 2) − (n − 1) − (n − 3))

A decomposição em ciclos disjuntos deσπ−1 é composta porb(π, σ)/3 transposições dis-
juntas aplicáveis aπ pois cada um dos pares deσπ−1 divide o genomaπ. Além disso, a apli-
cação de quaisquer dessas transposiçõesτ = (i + 1 i i + 2)(−i − (i + 1) − (i − 1)) onde
i = 3k + 1 para1 ≤ k ≤ (n − 3)/3 (e τ = (2 1 3)(−1 − 2 − n) parak = 0) deσπ−1 em
π envolve apenas elementos do suporte da transposição e não modificam a ordem circular dos
demais elementos emτπ.

τπ = (2 1 3 . . . i i + 1 i + 2 . . . n − 1 n − 2 n)(−n −(n − 2) −(n − 1) . . . − 3 − 1 − 2).

Como os elementos que não estão no suporte de uma transposição não são afetados, então
todos os pares deσπ−1 permanecem transposições, a menos que já tenham sido aplicadas,
e após a aplicação de todas as transposições emπ em qualquer ordem, obtemosσ. Logo é
possível transformarπ emσ utilizando-se dedt(π, σ) = (‖σπ−1‖3)/2 transposições.



108 Capítulo 5. Algoritmos para Novos Prolemas de Rearranjo em Genomas

Segundo o Lema 85, os genomasπ e σ satisfazemdt(π, σ) = b(π, σ)/3 e para qualquer
transposiçãoτ escolhida emσπ−1, temosτ |3σπ−1. Logo, hám = b(π, σ)/3 genomas atin-
gíveis que podem ser atingidos diretamente porπ. Cada um dessesm genomas possui um
quociente distintoσπ−1τ−1 que difere deσπ−1 apenas pela transformação de um dos seus pa-
res de3-ciclos em seis elementos fixos. Além disso, para qualquer par τ ′ deσπ−1τ−1 temos
τ ′|3σπ−1τ−1. Conseqüentemente hám − 1 genomas atingíveis porτπ. Logo, após a aplicação
de uma transposição, o número de genomas atingíveis pelo genoma corrente é reduzido de1.
Se repetirmos essas aplicações de transposições até não restar nenhum par original deσπ−1,
verificamos que hám! genomas atingíveis porπ. Comom = |Supp(σπ−1)|/6 = |E|/6, então
existe um genomaπ ∈ (E, Γ) tal que a cardinalidade deR(π) é 2(|E|/6) dado que|E| seja um
múltiplo de3. 2

O Lema 96 mostra que o conjuntoR(π) não pode ser construído em tempo de execução
polinomial. Esse resultado nos impede de aplicar uma busca enumerativa por todos os genomas
unicromossomais atingíveis a partir do genomaπ para encontrar um caminho deπ a σ. Por
outro lado, o Lema 96 não implica que não exista nenhum algoritmo de tempo de execução
polinomial para encontrar um caminho cuja origem éπ. É possível caracterizar os genomas
facilmente transformáveis desde que se ache tal algoritmo.

Se um genoma unicromossomalπ atingeσ emG(σ), então o comprimento do caminho de
π a σ é maior do que o comprimento de qualquer outro caminho cuja origem sejaπ. Logo,
encontrar um caminho de comprimento máximo de um genoma doσ-componente é um modo
alternativo de determinar os genomas facilmente transformáveis.

5.1.3 Transposições Generalizadas

Dados os genomas conorbitaisπ e σ no sistema de genes(E, Γ), denotamos porcodd(π, σ)

o número de pares deσπ−1 cujos ciclos são ímpares. Observe que2codd(π, σ) = oodd(σπ−1).
Usamos a notação∆codd(τ, π, σ) = codd(τπ, σ)−codd(π, σ) para a variação no número de pares
cujos ciclos são ímpares ondeτ é uma transposição generalizada aplicável aπ. Uma transposi-
ção generalizadaτ aplicável a um genomaπ é um evento3-bom para(π, σ) quandoτ |3σπ−1.
Observe que o conceito de evento3-bom para transposições generalizadas distingue-se do con-
ceito semelhante de evento2-bom para outros eventos de rearranjo devido àquele tratar da
3-divisibilidade, ao invés da divisibilidade. O Lema 97, a seguir, caracteriza um evento3-bom
por meio da variação do número de pares cujos ciclos são ímpares. Essa variação na paridade
do comprimento de ciclos deσπ−1 decorre do efeito do produto de permutações envolvendo
3-ciclos que pode alterar a paridade do comprimento de ciclos.

Lema 97. Dados os genomas conorbitaisπ e σ no sistema de genes(E, Γ), uma transposição
generalizadaτ aplicável aπ é um evento3-bom para(π, σ) se e somente se∆codd(τ, π, σ) =

w(τ).
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Prova: Dados os genomas conorbitaisπ e σ no sistema de genes(E, Γ), seτ é uma transpo-
sição generalizada aplicável aπ e um evento3-bom para(π, σ) entãoτ |3σπ−1, ou seja, temos
‖σπ−1τ−1‖3 = ‖σπ−1‖3 − ‖τ‖3. Como uma transposição generalizadaτ é uma permutação
par composta por um produto de ciclos ímpares então‖τ‖3 = ‖τ‖/2. Expandindo a fórmula do
peso por meio do Teorema 58 e usando o Teorema 82:

w(τ) =
‖τ‖
2

= ‖τ‖3

= ‖σπ−1‖3 − ‖σπ−1τ−1‖3

=
|E| − 2‖σπ−1τ−1‖3 − |E| + 2‖σπ−1‖3

2

=
oodd(σπ−1τ−1) − oodd(σπ−1)

2
= codd(τπ, σ) − codd(π, σ)

e comocodd(τπ, σ) − codd(π, σ) = ∆codd(τ, π, σ) então∆codd(τ, π, σ) = w(τ).
Inversamente, se∆codd(τ, π, σ) = w(τ), ou seja, temoscodd(τπ, σ) − codd(π, σ) = ‖τ‖/2,

então, pela definição decodd(π, σ) e como2codd(π, σ) = oodd(σπ−1), temos

‖σπ−1‖3 − ‖σπ−1τ−1‖3 =
‖τ‖
2

.

Como ‖τ‖
2

= ‖τ‖3, então‖σπ−1τ−1‖3 = ‖σπ−1‖3 − ‖τ‖3 e portantoτ |3σπ−1. Logo τ é
uma transposição generalizada aplicável aπ e um evento3-bom para(π, σ).

Portanto, dados os genomas conorbitaisπ eσ no sistema de genes(E, Γ), uma transposição
generalizadaτ aplicável aπ é um evento3-bom para(π, σ) se e somente se∆codd(τ, π, σ) =

w(τ). 2

Dados dois genomasπ eσ em(E, Γ), a permutaçãoσπ−1 que possui o número máximo de
ciclos ímpares é a identidade. Uma transposição generalizadaτ que seja aplicável aπ e aumente
dew(τ) o número de pares cujos os ciclos são ímpares emσπ−1τ−1 em relação aσπ−1 pertence
a uma seqüência mínima de eventos de rearranjo que transformaπ emσ como mostraremos no
Lema 98.

Lema 98. Dados os genomas conorbitaisπ e σ no sistema de genes(E, Γ), para qualquer
seqüência de transposições generalizadasτ1, . . . , τk, tal queτk . . . τ1π = σ e τi é aplicável ao
genomaτi−1 . . . τ1π, temos:

1.
∑k

j=1 w(τj) ≥ ‖σπ−1‖3;

2.
∑k

j=1 w(τj) = ‖σπ−1‖3 se e somente se cada transposição generalizadaτi é um evento
3-bom para(τi−1 . . . τ1π, σ) para1 ≤ i ≤ k.
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Prova:

1. Dados os genomas conorbitaisπ e σ no sistema de genes(E, Γ), sejaτ1, . . . , τk uma
seqüência de eventos de rearranjo tais queτk . . . τ1π = σ e τi é aplicável aτi−1 . . . τ1π

para1 ≤ i ≤ k. Logo τk . . . τ1 = σπ−1. Comoτi para1 ≤ i ≤ k é uma transposição
generalizada então‖τi‖3 = ‖τi‖/2 para1 ≤ i ≤ k pelo Teorema 58. Usando o quarto
item do Lema 55 temos o seguinte limitante superior para‖σπ−1‖3.

‖σπ−1‖3 = ‖τk . . . τ1‖3

≤ ‖τk‖3 + . . . + ‖τ1‖3

=
k∑

j=1

‖τj‖
2

=
k∑

j=1

w(τj)

Logo
∑k

j=1 w(τj) ≥ ‖σπ−1‖3.

2. Assumimos que cada evento de rearranjoτi é um evento3-bom para(τi−1 . . . τ1π, σ) para
1 ≤ i ≤ k. Pela definição de peso, temos:

k∑

j=1

w(τj) =
‖τ1‖ + . . . + ‖τk‖

2
. (5.1)

Uma vez que o evento de rearranjoτi é um evento3-bom para(τi−1 . . . τ1π, σ) para1 ≤
i ≤ k então pelo Lema 97 temos

‖τi‖
2

= codd(τi . . . τ1π, σ) − codd(τi−1 . . . τ1π, σ).

Pela definição do número de pares cujos ciclos são ímpares, temos

‖τi‖
2

= ‖σπ−1τ−1
1 . . . τ−1

i−1‖3 − ‖σπ−1τ−1
1 . . . τ−1

i ‖3. (5.2)

Usando a Equação 5.1 e a Equação 5.2 e manipulando como segue:

k∑

j=1

w(τj) = ‖σπ−1‖3 − ‖σπ−1τ−1
1 . . . τ−1

k ‖3

= ‖σπ−1‖3 − ‖σσ−1‖3

= ‖σπ−1‖3.
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Portanto
∑k

j=1 w(τj) = ‖σπ−1‖3.

Por outro lado, se
∑k

j=1 w(τj) = ‖σπ−1‖3 então2‖σπ−1‖3 =
∑k

j=1 ‖τj‖.

Pela propriedade da desigualdade triangular (item4) do Lema 55, temos

‖σπ−1τ−1
1 . . . τ−1

i−1‖3 ≤ ‖σπ−1τ−1
1 . . . τ−1

i ‖3 + ‖τi‖3,

para1 ≤ i ≤ k, em outras palavras, temos

0 ≤ ‖σπ−1τ−1
1 . . . τ−1

i ‖3 − ‖σπ−1τ−1
1 . . . τ−1

i−1‖3 + ‖τi‖3,

para1 ≤ i ≤ k. Como cada termo‖σπ−1τ−1
1 . . . τ−1

i ‖3 − ‖σπ−1τ−1
1 . . . τ−1

i−1‖3 + ‖τi‖3 é
não negativo e manipulando a soma expandida, obtemos

0 ≤
k∑

i=1

(

‖σπ−1τ−1
1 . . . τ−1

i ‖3 − ‖σπ−1τ−1
1 . . . τ−1

i−1‖3 + ‖τi‖3

)

= ‖σπ−1τ−1
1 . . . τ−1

k ‖3 − ‖σπ−1‖3 +
k∑

i=1

‖τi‖3.

Comoσπ−1τ−1
1 . . . τ−1

k = ι e
∑k

i=1(‖τi‖/2) = ‖σπ−1‖3 então

k∑

i=1

(

‖σπ−1τ−1
1 . . . τ−1

i ‖3 − ‖σπ−1τ−1
1 . . . τ−1

i−1‖ + ‖τi‖
)

= 0.

Então‖σπ−1τ−1
1 . . . τ−1

i ‖3 −‖σπ−1τ−1
1 . . . τ−1

i−1‖3 + ‖τi‖3 = 0 para1 ≤ i ≤ k; i.e. temos

‖σπ−1τ−1
1 . . . τ−1

i ‖3 = ‖σπ−1τ−1
1 . . . τ−1

i−1‖3 − ‖τi‖3

para1 ≤ i ≤ k. Logo τi|3σπ−1τ−1
1 . . . τ−1

i−1 para1 ≤ i ≤ k, ou seja, cadaτi aplicável a
τi−1 . . . τ1π é um evento3-bom para(τi−1 . . . τ1π, σ).

2

Os próximos lemas (Lema 99 e Lema 100) serão usados para demonstrar que para qualquer
par de genomas compatíveis em relação a transposições generalizadas existe uma transposição
generalizada que é um evento3-bom para o par de genomas.

Lema 99. Dados os genomas conorbitaisπ eσ em(E, Γ), temosσπ−1x ∈ orb(σ, x).

Prova: Como os genomasπ e σ em (E, Γ) são compatíveis com relação a transposições
generalizadas entãoorb(π, x) ⊆ orb(σ, x). Logo π−1x ∈ orb(σ, x), poisπ−1x ∈ orb(π, x).
Portanto temosσπ−1x ∈ orb(σ, x). 2
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Lema 100.Dados os genomas conorbitaisπ eσ em(E, Γ), para toda órbitao ∈ Orb(σπ−1, E)

existe uma órbitap ∈ Orb(σ, E) tal queo ⊆ p.

Prova: Como os genomasπ e σ em (E, Γ) são compatíveis com relação a transposi-
ções generalizadas entãoorb(π, x) ⊆ orb(σ, x) para qualquerx ∈ E. Pelo Lema 99, te-
mosσπ−1x ∈ orb(σ, x). Logo σπ−1x = σjx paraj ≥ 0, por definição deorb(σ, x). Seja
(σπ−1)kx um elemento da órbitaorb(σπ−1, x) para0 ≤ k ≤ |orb(σπ−1, x)| − 1. Como
σπ−1x = σjx então(σπ−1x)k = (σjx)k = σjkx para0 ≤ k ≤ |orb(σπ−1, x)| − 1. Como
j ≥ 0 e k ≥ 0 entãojk ≥ 0. Logo (σπ−1)kx ∈ orb(σ, x) pela definição de órbita. Por-
tanto, temosorb(σπ−1, x) ⊆ orb(σ, x) para todox ∈ E, em outros termos, para toda órbita
o = orb(σπ−1, x) ∈ Orb(σπ−1, E) existe uma órbitap = orb(σ, x) ∈ Orb(σ, E) tal queo ⊆ p.

2

Lema 101. Dados os genomas conorbitaisπ e σ distintos em(E, Γ), há uma transposição
generalizadaτ aplicável aπ tal queτ é um evento3-bom para(π, σ).

Prova: Dados os genomasπ eσ em(E, Γ), iremos considerar dois casos:

1. Se não houver pares emσπ−1 com comprimento maior que dois, então existem pelo me-
nos dois pares cujos comprimentos dos ciclos é dois, pelo fato deπ e σ serem genomas
distintos e conorbitais. Como cada órbita deσ possui pelo menos3 genes, então exis-
tem dois pares(a σπ−1a)(πΓσπ−1a πΓa) e (b σπ−1b)(πΓσπ−1b πΓb) tais quea e b

pertencem a mesma órbita emσ. Iremos mostrar que o evento

τ = (a σπ−1a b)(πΓb πΓσπ−1a πΓa)

é um evento de rearranjo aplicável aπ e τ é um evento3-bom para(π, σ). Os três
elementosa, σπ−1a e b pertencentes aE são diferentes entre si pois foram escolhidos
entre os elementos de pares com comprimento igual a dois.

Além disso, pelo Lema 99 temosσπ−1a ∈ orb(σ, a), entãoτ é aplicável emπ. Pelo
Teorema 48, o produtoσπ−1τ−1 resulta em

β(a σπ−1a b)(πΓb πΓσπ−1aπΓσπ−1b)(σπ−1a)(πΓa),

ondeβ é o produto dos demais2-ciclos que não foram modificados pelo produto. Como
os2-ciclos emβ são disjuntos entre si e não são afetados pelo produtoτ−1, então temos
oodd(σπ−1τ−1) = oodd(σπ−1) + 4.

2. Se houver um par com comprimento maior que dois emσπ−1 então definimos a transposi-
ção generalizada

τ = (a σπ−1a σπ−1σπ−1a)(πΓσπ−1σπ−1a πΓσπ−1aπΓa).
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Comoa, σπ−1a, σπ−1σπ−1a pertencem a mesma órbita emσπ−1, então esses três ele-
mentos pertencem a mesma órbita emσ pelo Lema 100. Logo, a transposição generali-
zadaτ é aplicável emπ. Pelo Teorema 48, o produtoσπ−1τ−1 é

β(a (σπ−1)3a . . . (σπ−1)−1a)(πΓ(σπ−1)−1a . . . πΓa)(σπ−1a)(πΓa),

ondeβ é o produto dos demais ciclos que não foram modificados pelo produto. Como os
ciclos emβ são disjuntos entre si e dois novos pares compostos por ciclos ímpares são
criados emσπ−1τ−1 entãooodd(σπ−1τ−1) = oodd(σπ−1) + 4.

Em ambos os casos, encontramos uma variação no número de órbitas ímpares de4. Pelo
Teorema 82 e manipulando a expressãooodd(σπ−1τ−1) = oodd(σπ−1) + 4 como se segue

oodd(σπ−1τ−1) = oodd(σπ−1) + 4

2‖σπ−1τ−1‖3 − |E| = 2‖σπ−1‖3 − |E| + 2‖τ‖3

‖σπ−1τ−1‖3 = ‖σπ−1‖3 − ‖τ‖3,

obtemos‖σπ−1τ−1‖3 = ‖σπ−1‖3 − ‖τ‖3. Logoτ |3σπ−1 e portantoτ é um evento3-bom para
(π, σ). 2

Algoritmo

Dados os genomas conorbitaisπ eσ em um sistema de genes(E, Γ), o problema de rearranjo
em genomas ponderado envolvendo transposições generalizadasconsiste em encontrar uma
seqüência de transposições generalizadasτ1, . . . , τk, tal que

τk . . . τ1π = σ,

ondeτi é aplicável aτi−1 . . . τ1π para1 ≤ i ≤ k e
∑k

i=1 w(τi) é mínimo. O valor
∑k

i=1 w(τi) é
denotado porWtg(π, σ).

Apresentamos agora um algoritmo que resolve o problema de rearranjos em genomas pon-
derado por transposições generalizadas em tempo de execução linear. Para obter tal desempenho
de tempo de execução, modificamos a estrutura de dados apresentada no Capítulo 4. Como dis-
cutimos no Capítulo 4, a identificação de eventos de rearranjo bons e a atualização da estrutura
de dados que reflete a aplicação do evento de rearranjo são os procedimentos que determinam
qual será o tempo de execução total de um algoritmo para um problema de rearranjo em geno-
mas.

Dado o problemaP (π, σ, E, Γ) paraπ eσ conorbitais, consideremos primeiramente a ques-
tão de como identificar uma transposição generalizada que seja um evento3-bom para(π, σ).
Pelo Lema 101, podemos encontrar um evento3-bom para(π, σ) escolhendo três genes conse-
cutivos na ordem circular de um ciclo deσπ−1 caso exista algum par emσπ−1 cujos ciclos têm



114 Capítulo 5. Algoritmos para Novos Prolemas de Rearranjo em Genomas

suporte maior ou igual a três. Essa escolha de três genes podeser trivialmente implementada
pela escolha dos elementos nos três primeiros nós do primeiro par emQ cujas listas circulares
contêm mais de três elementos. Um problema na estrutura de dados que já se torna claro é
como encontrar pares deQ cujo tamanho de seus ciclos sejam maiores do que três de maneira
eficiente (idealmente em tempo constante). Para simplificara terminologia, iremos nos referir
aos pares que contêm ciclos de tamanho maior ou igual a três por pares longos, enquanto os
pares cujos ciclos são2-ciclos chamaremos depares curtostanto emσπ−1 como na estrutura
Q. Para garantir que encontraremos rapidamente pares longos, modificamos a inicialização da
listaQ de tal modo que ao final da inicialização todos os pares longosapareçam primeiramente
na lista enquanto os pares curtos apareçam no final da lista. Além disso, como havíamos imple-
mentado a estruturaQ como uma lista duplamente ligada, a modificação anterior de manter os
pares longos como os primeiros na lista demandaria um tempo de execução quadrático no nú-
mero de pares, seja na inicialização ou atualização da estrutura caso não a modificássemos para
mover pares na lista de maneira eficiente. Observe que o tamanho dos pares deQ são reduzidos
à medida que as transposições generalizadas vão sendo aplicadas e por isso pode ser necessário
mover pares para a sua posição adequada na lista para manter apropriedade anterior. Há duas
maneiras de projetarQ para que a sua inicialização e atualização sejam rápidas. A primeira
solução consiste em implementarQ como uma lista duplamente ligada como anteriormente e
além disso mantermos dois apontadores: um para o início da lista (o início do trecho contendo
os pares longos) e outro para o primeiro par curto na lista. Nomomento em que um par fosse
identificado como curto (na inicialização ou na atualizaçãode Q) ele seria inserido no início
do trecho contendo pares curtos apontado pelo segundo apontador por meio de uma inserção
em listas duplamente ligadas. Uma segunda solução possívelé implementarQ como uma lista
circular duplamente ligada na qual temos apenas um apontador para o primeiro par longoN e o
primeiro par no sentido anti-horário a partir deN seria o início dos pares curtos na lista circular.
A Figura 5.1.3 mostra as duas diferentes implementações deQ.

Utilizaremos a solução indicada no item(a) da Figura 5.1.3, ou seja, definiremos dois novos
apontadorespShort e pLong que apontam, respectivamente, para o primeiro par curto e para
o primeiro par longo emQ. Essa implementação permite que o procedimento de inicialização
da listaQ mostrado na Figura 4.2 possa ser mantido o mesmo. Para inicializar a nova listaQ,
basta modificar o procedimentobuildPair(gene x) conforme mostrado na Figura 5.3

Caso todos os pares deQ sejam pares curtos então os genes, provenientes de diferentes
pares, ao serem escolhidos para compor a transposição generalizada devem pertencer a mesma
órbita do genomaσ. Para descobrir se dois genes pertencem a uma mesma órbita deσ, é
necessário verificar todos os genes pertencentes à órbita emσ definida por um dos dois genes.
Essa verificação levaria um tempo de execução linear no número de genes e portanto o tempo
de execução para aplicar um evento seria linear. Podemos reduzir o tempo de execução da
escolha de genes nesse caso específico em que todos os pares deQ são pares curtos por meio da
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Figura 5.2: Lista Q modificada para separar pares longos de pares curtos. O exemplo da figura uti-
liza os genomasπ = (1 −3 −4 2 −9 6 7 −8 −5)(5 8 −7 −6 9 −2 4 3 −1) e σ =
(1 2 3 4)(−4 −3 −2 −1)(5 6 7 8 9)(−9 −8 −7 −6 −5) em (E, Γ), ondeE = {x ∈ Z | 1 ≤ |x| ≤ 9}
e Γx = −x parax ∈ E. Há duas maneiras possíveis de implementar a separação entre pares longos e curtos na
lista. (a) A listaQ foi modificada com a inclusão de dois apontadorespLong epShort. (b) A listaQ é modificada
para tornar-se uma lista duplamente ligada circular e o ponteiro Q aponta para o primeiro par longo que aparece
na lista circular no sentido horário.
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ProcedimentobuildPair(genex)

1: Criar parN
2: count ⇐ 0
3: y ⇐ x
4: repeat
5: Criar novo nóA com o geney
6: InserirA na cauda da lista circular1 deN
7: T [y].node ⇐ A
8: T [y].pair ⇐ N
9: Criar novo nóB com o geneP [−y]

10: InserirB a cabeça da lista circular2 deN
11: T [P [−y]].node ⇐ B
12: T [P [−y]].pair ⇐ N
13: y ⇐ S[invP [y]]
14: count + +
15: until y = x
16: Fechar a lista circular contendox
17: Fechar a lista circular contendoP [−x]
18: if count ≥ 3 then
19: InserirN emQ.pLong
20: else
21: InserirN emQ.pShort
22: end if

Figura 5.3:Procedimento usado para construir um novo parN e incluí-lo na listaQ modificada.
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inclusão de uma nova estrutura para representar as órbitas deσ. SejaSL uma lista duplamente
ligada contendo os genes das órbitas não triviais deσ que não são fixos emσπ−1. Os genes
são distribuídos na listaSL de maneira que qualquer sublista deSL que tenha como primeiro e
último elementos os genes da mesma órbita não contenha sublistas menores de genes de órbitas
distintas da órbita daqueles dois. Por exemplo, dado o genoma

σ = (a b c d)(Γd Γc Γb Γa)(e f g)(Γg Γf Γe)(h)(Γh)

a lista correspondente aσ é SL = a, b, c, d, Γd, Γc, Γb, Γa, e, f, g, Γg, Γf, Γe. Como
os genomasπ eσ são conorbitais então cada órbita não trivial deσ tem tamanho pelo menos3 e
orb(π, x) ⊆ orb(σ, x) para qualquerx ∈ E. Logo podemos escolher os primeiros3 elementos
da listaSL, digamosa, b, c, e a transposição generalizada(a b c)(πΓc πΓb πΓa) é aplicável a
π e os pares afetados emQ serão aqueles cujas órbitas contenham esses três elementos. Pelo
Lema 100, o fato de haver apenas pares curtos emQ e comoSL não contém os elementos fixos
emσπ−1, então apenas dois pares (e.g.(a σπ−1a)(πΓσπ−1a πΓa) e (b σπ−1b)(πΓσπ−1b πΓb)

ondec = σπ−1b) serão afetados. A inicialização deSL se dá ao visitar todos os genes no vetor
S verificando quais dos genes são fixos emσπ−1, ou seja verifica-se seS[invP [x]] = x para
cada genex ∈ E e neste caso ele não é adicionado a listaSL. A cada atualização da listaQ,
a listaSL deve ser atualizada caso novos genes se tornarem fixos. Para realizar a atualização
deSL em tempo constante, nós adicionamos um campo de apontador a cada elemento do vetor
T que aponta para o nó emSL que contém aquele elemento ou paraNIL caso o elemento não
esteja na listaSL. Os genes que se tornaram fixos são removidos deSL excluindo-se os nós
apontados por aqueles elementos emT , o que pode ser realizado em tempo constante pois são
operações de remoção em uma lista duplamente ligada.

As demais operações da estrutura de dados não são modificadaspelo fato de lidarmos com
transposições generalizadas. A Figura 5.1.3 mostra a estrutura de dados utilizada para imple-
mentar o algoritmo para o problema de rearranjo por transposições generalizadas.

Dadosπ e σ em (E, Γ), sejaτ = (a σπ−1a b)(πΓb πΓσπ−1a πΓa) uma transposição
generalizada aplicável aπ que foi escolhida a partir deSL e Q por ser um evento3-bom para
(π, σ). A implementação de como a estrutura de dados deve ser atualizada devido aplicação da
transposição generalizadaτ é mostrada a seguir:

1. Os genesa, σπ−1a, b, πΓb, πΓσπ−1a eπΓa são pesquisados para encontrar os elementos
π−1a, π−1σπ−1a, π−1b, Γb, Γσπ−1a eΓa eminvP .

2. Atualização deP . Os genesπ−1a, π−1σπ−1a, π−1b, Γb, Γσπ−1a eΓa são mapeados em
σπ−1a, b, a, πΓσπ−1a, πΓa eπΓb respectivamente emτπ, enquanto os demais genes em
P não são alterados pois são mapeados para genes que são fixos emτ .

Então, os genesπ−1a, π−1σπ−1a, π−1b, Γb, Γσπ−1a e Γa em P são atualizados para
σπ−1a, b, a, πΓσπ−1a, πΓa eπΓb respectivamente emP ′, ondeP ′ representaτπ.
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Figura 5.4:Estrutura de dados modificada para tratar do problema de rearranjo em genomas envolvendo trans-
posições generalizadas. É mostrada uma versão estendida daestrutura de dados apresentada na Figura 4.1. Para
manter a clareza da figura, representamos apenas alguns dos apontadores originados no vetorT .
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3. Atualização deinvP . Os elementosa, σπ−1a, b, πΓb, πΓσπ−1a e πΓa são mapeados
nos elementosπ−1b, π−1a, π−1σπ−1a, Γa, Γb e Γσπ−1a respectivamente emπ−1τ−1 (o
inverso deτπ) enquanto os genes restantes não são alterados pelos mesmosmotivos do
item anterior.

4. A listaQ é atualizada de dois modos diferentes dependendo seQ possui algum par longo
ou se possui apenas pares curtos.

• CasoQ possua um par longo então os genesa, σπ−1a e b da transposição gene-
ralizadaτ pertencem à mesma órbita do par longoN apontado porpLong. Nesse
caso, os genesb, σπ−1a, πΓa eπΓσπ−1a são fixos emσπ−1τ−1 e a listaQ deve ser
atualizada por meio da remoção desses elementos de suas listas circulares corres-
pondentes. Removerb, σπ−1a, πΓσπ−1a e πΓa pode ser implementado em tempo
constante, uma vez que esses elementos estão nos nós seguintes deσπ−1a, a, πΓb e
πΓσπ−1a respectivamente nas listas circulares ea eπΓb são diretamente acessados
usando-seT [a].node e T [P [−b]].node. O campo tamanho do parN (i.e. N.size)
deve ser reduzido de dois. Caso o tamanho do par tenha sido reduzido a2, então
o parN deve ser removido da listaQ e reinserido no início da lista apontada por
pShort. Se restar apenas um elemento em cada lista circular apontado porN , en-
tão N é um par trivial e ele é removido deQ tomando-sea como argumento do
procedimento de deleção.

• CasoQ possua apenas pares curtos, considere os pares curtosN que contêm os
genesa e σπ−1a e M que contém o geneb. Nesse caso, os genesσπ−1a e πΓa

são fixos emσπ−1τ−1 e portanto devem ser removidos da listaQ. A remoção
de σπ−1a e πΓa pode ser implementada usando-se os apontadoresT [a].node e
T [P [−[S[invP [a]]]]].node para os genesa e πΓσπ−1a que são os nós anteriores
aσπ−1a eπΓa respectivamente emQ. Além disso, o nó contendoa é removido do
parN e inserido no parM após o nób. Do mesmo modo, o nó contendoπΓσπ−1a

é removido deN e inserido emM após o nóπΓb. O parN é deletado deQ; o
tamanho do parM é acrescido de1 eM passa a ser apontado porpLong.

Chamaremos o procedimento que realiza a pesquisa pelos genesπ−1a, π−1σπ−1a,π−1b,Γb,
Γσπ−1a e Γa em invP e a atualização dos vetoresP e invP deupdateArrays(arrayP , array
invP , array S, genex, geney, genez). Usaremos como argumentos desse procedimento os
genesa, σπ−1a e b. A Figura 5.5 mostra a implementação do procedimento de atualização dos
vetores da estrutura de dados.

O procedimento que implementa a atualização da lista de paresQ, chamadoupdateQ(Pairs
List Q, genex, geney, genez), é mostrado na Figura 5.8. O procedimentoupdateQ(Pairs List
Q, genex, geney, genez) depende das subrotinas mostradas na Figura 5.6 e Figura 5.7 que
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ProcedimentoupdateArrays(arrayP , arrayinvP , genex, geney, genez)

1: pgX ⇐ P [−x]
2: pgY ⇐ P [−y]
3: pgZ ⇐ P [−z] { x = a, y = σπ−1a, z = b }

{ variáveis auxiliares paraP }
4: tpX ⇐ y
5: tpY ⇐ z
6: tpZ ⇐ x
7: tpgZ ⇐ P [−y]
8: tpgY ⇐ P [−x]
9: tpgX ⇐ P [−z]

{ variáveis auxiliares parainvP }
10: ptX ⇐ invP [z]
11: ptY ⇐ invP [x]
12: ptZ ⇐ invP [y]
13: ptgZ ⇐ −x
14: ptgY ⇐ −z
15: ptgX ⇐ −y

{ atualizaP }
16: P [invP [x]] ⇐ tpX
17: P [invP [y]] ⇐ tpY
18: P [invP [z]] ⇐ tpZ
19: P [invP [pgZ]] ⇐ tpgZ
20: P [invP [pgY ]] ⇐ tpgY
21: P [invP [pgX]] ⇐ tpgX

{ atualizainvP }
22: invP [x] ⇐ ptX
23: invP [y] ⇐ ptY
24: invP [z] ⇐ ptZ
25: invP [pgZ] ⇐ ptgZ
26: invP [pgY ] ⇐ ptgY
27: invP [pgX] ⇐ ptgX

Figura 5.5:Procedimento de atualização dos vetoresP einvP em decorrência da aplicação de uma transposição
generalizada. Assumimos que a ordem dos genes passados ao procedimento modifica os valores dos argumentos
emx = a, y = σπ−1a ez = b. Utilizamost (deτ ), p (deπ) eg (deΓ) para nomear as variáveis auxiliares usadas
no procedimento. Por exemplo, a variáveltpgX refere-se ao geneτπΓx. No vetorP , os elementos indexados
porπ−1x, π−1y e π−1z são modificados para os elementosτπx, τπy e τπz respectivamente. No vetorinvP , os
elementos indexados porx, y e z são modificados para os elementosπ−1z, π−1x e π−1y respectivamente. Os
elementos indexados porΓz, Γy eΓx são modificados paraπΓy, πΓx eπΓz respectivamente emP . Os elementos
indexados porπΓz, πΓy eπΓx são modificados para os elementosΓx, Γz eΓy eminvP .
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implementam os dois casos possíveis de atualização da listade pares (existência ou ausência de
pares longos emQ).

A Figura 5.9 mostra o algoritmo para encontrar uma seqüênciade transposições generaliza-
das que transforma o genomaπ no genomaσ em(E, Γ).

Lema 102.Dados os genomasπ, σ conorbitais no sistema de genes(E, Γ), o algoritmoTGsort
retorna uma seqüênciaτ1, . . . , τr de transposições generalizadas tal queWtg(π, σ) = ‖σπ−1‖3

e a seqüência de transposições generalizadas transforma o genomaπ emσ em tempo de execu-
çãoO(n), onden = |E|.

Prova: Mostraremos que o algoritmo TGsort é correto por meio de uma invariante de laço
baseada no parâmetror: a igualdadeθ = τr . . . τ1π e o evento de rearranjoτi é um evento
3-bom para(τi−1 . . . τ1π, σ) aplicável aτi−1 . . . τ1π são ambos verdadeiros para1 ≤ i ≤ r.

Parar = 0, antes do laço na linha 12, temosθ = π e a invariante é trivialmente válida.
Suponha que a invariante é válida parar = p, ou seja, temosθ = τp . . . τ1π e τm é um

evento3-bom para(τm−1 . . . τ1π, σ) e é aplicável aτm−1 . . . τ1π para1 ≤ m ≤ p. Na próxima
iteração do laço na linha 21, após a escolha dos genesi, j e k, definimos a permutaçãoτp+1 =

(x σθ−1x y)(θΓy θΓσθ−1x θΓx) pois x = L[i], σθ−1x = L[j] e y = L[k]. O evento de
rearranjoτp+1 é uma transposição generalizada poisx, σπ−1x e y pertencem a mesma órbita
de σ pela escolha dei, j e k feita na linha 15 ou na linha 18. Além disso, a transposição
generalizadaτp+1 é um evento3-bom para(θ, σ) pelo Lema 101. Logo a invariante é satisfeita
antes da próxima iteração na linha 12.

Ao fim der = ‖σπ−1‖3/2 iterações do laço, temosθ = τr . . . τ1π. Comoτm é um evento3-
bom para(τm−1 . . . τ1π, σ) e é aplicável aτm−1 . . . τ1π para1 ≤ m ≤ r entãor = Wtg(π, σ)/2

pelo Lema 98. Logoθ = σ, ou, em outros termos, temosσθ−1 = ι. Seσθ−1 = ι então a lista
de paresQ é vazia porque ela não contém pares triviais. Logo a condiçãodo laço na linha 12
é falsa e a linha 25 é executada terminando o algoritmo. Portanto temosσ = τr . . . τ1π e
τ1, . . . , τr é uma seqüência de transposições generalizadas, tal queτm é um evento3-bom para
(τm−1 . . . τ1π, σ) e τm é aplicável aτm−1 . . . τ1π, para1 ≤ m ≤ r, transformando o genomaπ
no genomaσ.

O tempo de execução total do algoritmoTGSorté a somatória dos tempos de inicialização
da estrutura de dados e o produto do número de iterações do laço whilena linha 12 pelo tempo
gasto para escolher um evento de rearranjo, atualizar a lista de paresQ e atualizar os vetores
P e invP . Pelo Lema 77, a inicialização dos vetoresP , S, invP e T ; além da tabela de
espalhamentoH pode ser realizada em tempo de execução linear no número de genesn = |E|.
Como a estrutura de dados é modificada para atender às características específicas do problema
de rearranjo por transposições generalizadas então é preciso avaliar qual é o tempo de execução
da construção deQ e da listaSL. A inicialização deQ toma tempo de execuçãoO(n) para
criar cada nó de cada par incluído na lista duplamente ligada, pois encontrarS[invP [i]] para
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ProcedimentoupdateLongPairQ(Pairs ListQ, genex, geney, genez)
{ x ⇐ a, y ⇐ σπ−1a, z ⇐ b}

1: pgX ⇐ P [−x]
2: pgY ⇐ P [−y]
3: pgZ ⇐ P [−z]
4: remove(Q, y, z)
5: T [z].node ⇐ NIL { removez}
6: remove(Q, x, y)
7: T [y].node ⇐ NIL { removey }
8: remove(Q, pgY, pgX)
9: T [pgX].node ⇐ NIL { removepgX }

10: remove(Q, P [−z], pgY )
11: T [pgY ].node ⇐ NIL { removepgY }
12: N = T [x].pair;
13: N.size ⇐ N.size − 2
14: if N.size = 2 then
15: Q.pLong ⇐ N.next
16: if Q.pLong → size < 3 then
17: Q.pLong ⇐ NIL
18: end if
19: Remove o parN da lista de pares longos;
20: Insere o parN na lista de pares curtos;
21: pShort ⇐ N
22: end if
23: if N.size = 1 then
24: remove(Q, x, x) { deleção do parN }
25: T [x].node ⇐ NIL
26: remove(Q, P [−z], P [−z])
27: T [P [−z]].node ⇐ NIL
28: delete(N)
29: end if

Figura 5.6:Procedimento de atualização da lista de paresQ quando há um par longo. O procedimento remove
os elementosz, y, πΓx e πΓy do par longoN que os contém, decrementa de2 o campo tamanho do par e avalia
alguns possíveis casos. Se o tamanho do par foi reduzido para2 então esse par é movido para o início do trecho
da lista composto por pares curtos, enquantopLong aponta para o próximo no trecho de pares longos caso ainda
houver algum par longo, caso contráriopLong aponta paraNIL. Se o tamanho do parN foi decrescido até atingir
1 então seus elementos são removidos e o par é deletado deQ.
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ProcedimentoupdateShortPairQ(Pairs ListQ, genex, geney, genez)
{x = a, y = σπ−1a, z = b}

1: pgX ⇐ P [−x]
2: pgY ⇐ P [−y]
3: pgZ ⇐ P [−z]
4: N ⇐ T [x].pair
5: M ⇐ T [z].pair { y = σπ−1a epgX = πΓa são removidos de N}
6: remove(Q, x, y)
7: T [y].node ⇐ NIL {removey}
8: remove(Q, pgY, pgX)
9: T [pgX].node ⇐ NIL {removepgX}

10: Criar um novo nóA com o genex
11: InserirA após o nó contendoz emM
12: T [x].node ⇐ A
13: T [x].pair ⇐ M
14: Criar um novo nóB com o genepgY
15: InserirB após o nó contendopgZ emM
16: T [pgY ].node ⇐ B
17: T [pgY ].pair ⇐ M { deleção do parN}
18: remove(Q, x, x)
19: T [x].node ⇐ NIL
20: remove(Q, pgY, pgY )
21: T [pgY ].node ⇐ NIL
22: delete(N)
23: M.size ⇐ M.size + 1
24: Q.pLong ⇐ M

Figura 5.7:Procedimento de atualização da lista de paresQ quando há apenas pares curtos. Os elementosy e
πΓx são removidos do parN que os contém, um novo nóA contendoz é criado e inserido após o nó contendo
z no parM e a entradaT [x] é modificada adequadamente. Um novo nóB contendoπΓy é inserido após o nó
contendoπΓz no parM e a entradaT [πΓy] é modificada adequadamente. Os elementos remanescentes no parN
são removidos e o parN é deletado da listaQ. Finalmente o campo tamanho do parM é incrementado de1 e o
apontadorpLong aponta para o novo par longoM .
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ProcedimentoupdateQ(Pairs ListQ, genex, geney, genez)
{ x = a, y = σπ−1a, z = b}

1: pgX ⇐ P [−x]
2: pgY ⇐ P [−y]
3: pgZ ⇐ P [−z]
4: if Q.pLong! = NIL then
5: updateLongPairQ(Pairs ListQ, genex, geney, genez)
6: else
7: updateShortPairQ(Pairs ListQ, genex, geney, genez)
8: end if

Figura 5.8:Procedimento de atualização da lista de paresQ. O procedimento avalia se existe algum par longo
emQ e dependendo desse resultado chama os procedimentos auxiliaresupdateLongPairQou updateShortPairQ
respectivamente quando houver algum par longo na lista ou quando não houver nenhum par longo emQ.

i ∈ {x ∈ Z | 1 ≤ |x| ≤ |E+|} envolve uma pesquisa eminvP eS que levaO(1) e a atribuição
dos apontadores na posiçãoT [i] que leva tempo constante. Além disso, o fato de mantermos
os campos com os tamanhos dos pares e os apontadorespLong e pShort não altera o tempo
de execução assintótico final da inicialização deQ, pois o campo de tamanho é incrementado a
cada inserção de um gene em um par e cada par é inserido na listaduplamente ligadaQ no início
do trecho dos pares longos ou curtos de acordo com o seu tipo. Ainicialização deSL consiste
em para um dado nó criado com o genei (índice do geneL[i]) incluir os genesS[i], S[S[i]] e
assim sucessivamente, desde que cada gene pertença ao suporte deσπ−1. A verificação de que
um gene pertence ao suporte do quociente pode ser implementada identificando-se a presença
do gene emQ, o que pode ser implementado em tempo constante usando-se osapontadores no
vetorT .

Como o número de eventos de rearranjos encontrados pelo algoritmo é mínimo, então o
número de iterações do laçowhile no algoritmoTGSorté dtg(π, σ). No pior caso, apenas um
elemento de cada fita do genoma será colocado em sua posição adequada em relação ao outro
genoma por iteração do laço na linha 12, i.e. o bloco de controle while será executadoO(n)

vezes. Para cada passo no laçowhile verifica-se se os genomasθ e σ são iguais na linha 12.
Essa verificação pode ser efetuada em tempo constante ao constatar se a listaQ está vazia ou
não. SeQ está vazia entãoθ = σ poisσθ−1 = ι. Escolher os elementosi, j ek para os quais a
transposição generalizada(L[i] L[j] L[k])(θΓL[k] θΓL[j] θΓL[i]) seja um evento3-bom para
(θ, σ) é executado em tempo constante. Verificamos primeiramente se há pares longos emQ,
ou seja, temospLong 6= NIL e nesse caso escolhemos os primeiros três elementos em uma das
listas circulares do par apontado porpLong como os elementosi, j e k respectivamente. Caso
contrário, se houver apenas pares curtos, então escolhemostrês elementos consecutivos na lista
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Algoritmo TGSort(Genomaπ, genomaσ, GenesL)

1: r ⇐ 0
2: for all i ∈ {j | 1 ≤ |j| ≤ |E+|} do
3: T [L[i]].index ⇐ i
4: end for
5: P ⇐ initialize(π, T, L)
6: for all i ∈ {j | 1 ≤ |j| ≤ |E+|} do
7: invP [P [i]] ⇐ i
8: end for
9: S ⇐ initialize(σ, T, L)

10: initialize(σ, SL)
11: initializePairsList(Q, S, invP ) {Considereθ = π }
12: while notEmpty(Q) do
13: r + + { Escolha dos genesx, σθ−1x ey}
14: if pLong 6= NIL then
15: Tome os três primeiros genesi, j ek = S[invP [i]] empLong.
16: Removaj ek deSL.
17: else
18: Tome os3 primeiros genesi, j ek emSL.
19: Removai, j ek deSL.
20: end if
21: Façaτr = (L[i] L[j] L[k])(L[P [−k]] L[P [−j]] L[P [−i]]) { faça θ = τrπ}
22: updateQ(Q, i, j, k)
23: updateArrays(P, invP, S, i, j, k)
24: end while
25: return τ1, . . . , τr

Figura 5.9: Dados os genomasπ, σ em (E, Γ), o algoritmo TGsort retorna uma seqüência de transposições
generalizadas com distância genômica ponderada mínimaWtg(π, σ) que transforma o genomaπ emσ.
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SL. Em ambos os casos um número constante de apontadores é verificado. Além disso, a lista
duplamente ligadaSL é modificada em tempo constante pois no máximo seis de seus nóssão
removidos e esses nós são acessados rapidamente a partir de apontadores emT . Pelo Lema 101,
a transposição generalizada(L[i] L[j] L[k])(θΓL[k] θΓL[j] θΓL[i]) aplicável aθ é um evento
3-bom para(θ, σ) ondeθ é um genoma representado pelo vetorP na iteração corrente do laço.
A atualização dos vetoresP e invP é realizada em tempo constante pois envolve apenas um
número constante de atribuições que devem ser realizadas como mostrado na Figura 5.5. Atua-
lizar a lista de paresQ envolve a remoção de um número constante de genes que são acessados
rapidamente utilizando-se os apontadores emT ; a eliminação e criação de pares novos; e a
atualização dos apontadores emT , pLong e pShort. Removerσπ−1i e πΓi pode ser imple-
mentado em tempo constante usando-se os apontadoresT [i].node e T [P [−[S[invP [i]]]]].node

para os genesi eπΓσπ−1i que são os nós anteriores aσπ−1i eπΓi respectivamente emQ. Do
mesmo modo, a reinserção dei após o nó contendok e do nó contendoπΓσπ−1i após o nó
πΓk no caso em que há apenas pares curtos emQ é feita em tempo constante pois são apenas
operações regulares sobre listas ligadas. Os apontadores em T e os deQ (pLong epShort) são
atualizados convenientemente de acordo com a Figura 5.8 e como não envolvem nenhum tipo
de percurso nas listas ou vetores tomam tempoO(1).

Portanto o tempo de execução total do algoritmoTGSortéO(n). 2

Teorema 103.Dados os genomas conorbitaisπ eσ em(E, Γ) temos

Wtg(π, σ) = ‖σπ−1‖3.

Prova: Dados os genomas conorbitaisπ e σ em (E, Γ), o Lema 102 guarante a existência de
uma seqüência de transposições generalizadasτ1, . . . , τk tais queτk . . . τ1π = σ e τi é aplicável
a τi−1 . . . τ1π e τi é um evento3-bom para(τi−1 . . . τ1π, σ) para1 ≤ i ≤ k. Além disso, pelo
Lema 98, temos

k∑

i=1

w(τi) ≥ ‖σπ−1‖3.

PortantoWtg(π, σ) = ‖σπ−1‖3. 2

5.2 Fissão, Fusão e Reversão com Sinais

Dados os genomasπ e σ em um sistema de genes(E, Γ), o problema de rearranjo em geno-
mas ponderado envolvendo fissões, fusões e reversões com sinais consiste em encontrar uma
seqüência de fissões, fusões e reversões com sinaisρ1, . . . , ρk, tal que

ρk . . . ρ1π = σ,
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ondeρi é aplicável aρi−1 . . . ρ1π para1 ≤ i ≤ k e
∑k

i=1 w(ρi) é mínimo. O valor
∑k

i=1 w(ρi) é
chamado dedistância genômica ponderada de rearranjo baseada em fissões, fusões e reversões
com sinaisentre os genomasπ eσ e é denotado porWffsr(π, σ).

Nessa seção, propomos um algoritmo para encontrar uma seqüência de peso mínimo de
fissões, fusões e reversões com sinais que transforma um genoma em outro [45]. O algoritmo
baseia-se na representação dos genomas por meio da estrutura de dados discutida no Capítulo 4.
A complexidade de tempo de execução total do algoritmo éO(n), onden é o número de genes
(assumimos que o tempo gasto para acessar a tabela de espalhamento da estrutura de dados é
constante).

Também apresentamos uma fórmula para o distância genômica ponderada baseada em fis-
sões, fusões e reversões com sinais que pode ser calculado emtempo de execuçãoO(n).
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Figura 5.10:Eventos de rearranjo em genomas vistos como operações de quebra-junção em ciclos. Todos os
ciclos são orientados no sentido horário. (a) O genomaπ = (a b c d)(Γd Γc Γb Γa) é transformado no genoma
ρπ = (a b)(Γb Γa)(c d)(Γd Γc) pela fissãoρ = (a c)(Γb Γd). (b) O genomaπ = (a b)(Γb Γa)(c d)(Γd Γc)
é transformado no genomaρπ = (a b c d)(Γd Γc Γb Γa) pela fusãoρ = (a c)(Γd Γb). (c) O genoma
π = (a b c d)(Γd Γc Γb Γa) é transformado no genomaρπ = (a Γc Γb d)(Γd b c Γa) pela reversão com sinais
ρ = (b Γb)(d Γa).

Os eventos de rearranjo fusão, fissão e reversão com sinais podem ser vistos como operações
de “quebra” e “junção” em ciclos como ilustrado na Figura 5.10. Essas operações de quebra
e junção são definidas de acordo com a distribuição dos elementos no suporte do evento de
rearranjo entre as órbitas do genoma no qual é aplicável. Como fusões, fissões e reversões com
sinais possuem a mesma estrutura de ciclos, é possível tirarvantagem dessa propriedade e do
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modo que os elementos do suporte de um evento de rearranjo sãodistribuídos nas órbitas de um
genoma para identificar um evento2-bom para um par de genomas.

Lema 104.Dados quaisquer genomas distintosπ, σ no sistema de genes(E, Γ), há uma fusão,
fissão ou reversão com sinaisρ aplicável aπ tal queρ é um evento2-bom para(π, σ).

Prova:
Considere a permutaçãoρ = (x σπ−1x)(πΓσπ−1x πΓx) ondex eσπ−1x são elementos de

E. Há três casos a serem considerados dependendo de em quais órbitas deπ os elementosx,
σπ−1x, πΓσπ−1x, πΓx pertencem:

• Seσπ−1x ∈ orb(π, x) entãoρ = (x σπ−1x)(πΓσπ−1x πΓx) é uma fissão aplicável aπ
pois(x σπ−1x)|π pelo Lema 43.

• Seσπ−1x 6∈ orb(π, x) e x e σπ−1x pertencem a órbitas do mesmo cromossomo então
vamos mostrar queρ = (x σπ−1x)(πΓσπ−1x πΓx) é uma reversão com sinais aplicável a
π e ela é um evento2-bom para(π, σ). Os elementosx eσπ−1x pertencem a fitas distintas
do genomaπ e temosΓπ−1σπ−1x = πΓσπ−1x pela propriedade fundamental de genomas
ΓπΓ = π−1, entãoπΓσπ−1x ∈ orb(π, x) e logo(x πΓσπ−1x)|π pelo Lema 43. Além
disso, temosx 6= πΓσπ−1x porque caso contráriox = πΓσπ−1x implicaπΓx = σΓπΓx

e então existe um elementoz ∈ E tal queσΓz = z, ou seja, dois genes complementares
pertencem à mesma fita deσ, o que contradiz a definição de um genoma no mesmo
sistema de genes(E, Γ). Portanto, o evento de rearranjo(x σπ−1x)(πΓσπ−1x πΓx) é
uma reversão com sinais aplicável aπ.

• Se x e σπ−1x pertencem a órbitas de cromossomos distintos deπ então o evento de
rearranjoρ = (x σπ−1x)(πΓσπ−1x πΓx) é uma fusão aplicável aπ pois(x σπ−1x) ∤ π

pelo Lema 43.

Comoσπ−1 é um produto de paresαπΓα−1πΓ então para qualquer ciclo(a1 . . . am) de
σπ−1 existe um ciclo(πΓam . . . πΓa1) deσπ−1 e logoπΓx 6∈ orb(σπ−1, x). Além disso, como
σπ−1x ∈ orb(σπ−1, x), πΓσπ−1x ∈ orb(σπ−1, πΓx) e πΓx 6∈ orb(σπ−1, x) entãoρ|σπ−1.
Logo o evento de rearranjoρ é um evento2-bom para(π, σ). 2

Discutimos agora como implementar fissões, fusões e reversões com sinais usando opera-
ções da estrutura de dados. Dadosπ eσ em(E, Γ), restringimos a implementação a eventos de
rearranjo da forma(a σπ−1a)(πΓσπ−1a πΓa). Todos esses eventos de rearranjo são eventos
bons para(π, σ). Fazemos tal restrição para garantir que cada evento de rearranjo pode ser rea-
lizado em tempo de execução constante. O evento de rearranjoρ = (a σπ−1a)(πΓσπ−1a πΓa)

aplicável ao genomaπ é implementado conforme explicado abaixo:

1. Os elementosa, σπ−1a, πΓσπ−1a eπΓa são pesquisados para se encontrar os elementos
π−1a, π−1σπ−1a, π−1πΓσπ−1a eπ−1πΓa eminvP .
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2. Atualização deP . Os genesπ−1a, π−1σπ−1a, π−1πΓσπ−1a e π−1πΓa são mapeados
emσπ−1a, a, πΓa e πΓσπ−1a respectivamente emρπ, enquanto os genes restantes não
são alterados, porque no produtoαβ o elementoβ−1x é mapeado no elementoy dife-
rente dex quandox pertence ao suporte deα, caso contrárioαx = x e αββ−1x =

x. Então, os genesπ−1a, π−1σπ−1a, π−1πΓσπ−1a e π−1πΓa em P são atualizados
paraσπ−1a, a, πΓa e πΓσπ−1a respectivamente emP ′, ondeP ′ representaρπ. Como
P [π−1a] = a e P [π−1σπ−1a] = σπ−1a então podemos trocar os conteúdos deP [π−1a]

e P [π−1σπ−1a] para obter as imagens corretas deπ−1a e π−1σπ−1a em P ′. Simi-
larmente, temosP [π−1πΓσπ−1a] = πΓσπ−1a e P [π−1πΓa] = πΓa, então trocando
P [π−1πΓσπ−1a] eP [π−1πΓa] atribui as imagens deΓσπ−1a eΓa emP ′. A Figura 5.13
ilustra a troca dos elementos emP para atualizá-lo em um dado exemplo.

3. Atualização deinvP . Os genesa, σπ−1a, πΓσπ−1a e πΓa são mapeados nos elementos
π−1σπ−1a, π−1a, π−1πΓa e π−1πΓσπ−1a respectivamente emπ−1ρ−1 (o inverso deρπ)
enquanto os genes restantes não são alterados pelos mesmos motivos do item anterior. Os
genes eminvP [a], invP [σπ−1a], invP [πΓσπ−1a] e invP [πΓa] tem de ser atualizados
paraπ−1σπ−1a, π−1a, π−1πΓa e π−1πΓσπ−1a respectivamente eminvP ′, ondeinvP ′

representa o genomaπ−1ρ−1. ComoinvP [a] = π−1a e invP [σπ−1a] = π−1σπ−1a então
invP é atualizado eminvP ′ trocando-se os genesinvP [a] e invP [σπ−1a]. Similar-
mente, temosinvP [πΓσπ−1a] = π−1πΓπ−1a e invP [πΓa] = π−1πΓa, então trocando
invP [πΓa] e invP [πΓσπ−1a] atribui as imagens dos genesπΓa e πΓσπ−1a em invP ′.
A Figura 5.13 mostra os elementos que devem ser trocados eminvP em um exemplo
particular.

4. A lista Q é atualizada por meio de uma remoção dos elementosσπ−1a e πΓa das suas
listas circulares correspondentes. Removerσπ−1a e πΓa pode ser implementado em
tempo constante, uma vez que ambos elementos estão nos nós seguintes dea eπΓσπ−1a

respectivamente nas listas circulares ea e πΓσπ−1a são diretamente acessados usando-
seT [a].node e T [πΓσπ−1a].node. Se restar apenas um elemento em cada lista circular
apontado por um nó deQ então esse par é um par trivial e ele é removido deQ tomando-se
a como um parâmetro do procedimento de deleção.

O procedimento de atualização dos vetoresP einvP é mostrado na Figura 5.11. Utilizamos
um procedimento auxiliar chamadoexchange(A, x, y) que troca o conteúdo das posiçõesx e
y do vetorA.

A Figura 5.13 mostra a ação de um evento de rearranjo como uma fissão, fusão ou reversão
com sinais nos vetoresP e invP . No exemplo ilustrado pela figura, os vetoresP e invP

representam o genomaπ = (−3 2 − 6 − 9 5)(−5 9 6 − 2 3)(−7 − 4 − 8 1)(−1 8 4 7) em
um sistema de genes(E, Γ), onde por simplicidade, trocamos os nomes dos genes pelos seus
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Procedimento updateArrays(ArrayP , Array invP , genei, genej)

1: exchange(P, P [invP [i]], P [invP [j]])
2: exchange(P, P [−j], P [−i])
3: exchange(invP, invP [i], invP [j])
4: exchange(invP, invP [P [−j]], invP [P [−i]])

Figura 5.11:Procedimento de atualização dos vetoresP einvP . Os elementos indexados porinvP [i] einvP [j]
são trocados no vetorP , bem como os elementos indexados porP [−j] e P [−i]. No vetorinvP , os elementos
indexados porinvP [i] e invP [j] e os indexados porP [−j] eP [−i] são trocados.

Procedimento updateQ(Pair ListQ, Array T , genei, genej)

1: remove(Q, j)
2: remove(Q, P [−i])
3: T [f(L[j])].node = NIL
4: T [f(L[P [−i]])].node = NIL
5: if trivialPair(Q,i) then
6: pair = T [i].pair
7: remove(Q, i)
8: remove(Q, P [−j])
9: delete(pair)

10: end if

Figura 5.12:Procedimento de atualização da lista de paresQ. Os genesj e πΓi são removidos deQ e suas
entradas emT são modificadas para apontar paraNIL. Se o par ao quali pertence é trivial então esse par é
deletado da lista de pares.
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índices. Os vetoresP ′ e invP ′ representam o genomaρπ ondeρ = (1 −7)(−1 8) é uma fissão
aplicável aπ. No item (a) da figura os genesP [7] eP [−1] são trocados, bem como o conteúdo
dos elementosP [1] eP [−8] no vetorP ; enquanto no item (b) os genesinvP [1] e invP [−7] são
trocados, bem como o conteúdo dos elementosinvP [8] e invP [−1].

8 9 4 7 6 5
1 2 3 4 5 6 7 8 9 −6 −8 −9

−4 −6
−7

−8 −3 −2 −9 −1 −5
−1 −2 −3

2 1
−4
−7
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7 4 6 8 3 2
1 2 3 4 5 6 7 8 9 −6 −8 −9

9 −9 −4
−7

−7 −6 −5 −3 −2 −1
−1 −2 −3 −5−4

−8 51P

P’

invP

invP’ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 −6 −8 −9−7−1 −2 −3 −4 −5

7 4 6 3 2
1 2 3 4 5 6 7 8 9 −6 −8 −9

9 −9 −4
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−6 −5 −3 −2
−1 −2 −3 −5−4
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8 9 4 6 5 −4 −6−3 −2 −9 −5 2−7 31 −87 −1

8 −11 −7

(a)

(b)

Figura 5.13:Exemplo da ação de um evento de rearranjo de dois2-ciclos (fissões, fusões e reversões com sinais)
sobre os vetoresP e invP . Os vetoresP e invP são baseados no genomaπ = (−3 2 − 6 − 9 5)(−5 9 6 −
2 3)(−7 − 4 − 8 1)(−1 8 4 7) em um sistema de genes(E, Γ). Os vetoresP ′ e invP ′ representam o genoma
ρπ ondeρ = (1 − 7)(−1 8) é uma fissão aplicável aπ. (a) Os genesP [7] e P [−1] são trocados, bem como o
conteúdo dos elementosP [1] eP [−8] no vetorP . (b) No vetorinvP , os genesinvP [1] e invP [−7] são trocados,
bem como o conteúdo dos elementosinvP [8] e invP [−1].

O algoritmoFFSRSortque encontra uma seqüência de peso mínimo de fusões, fissões e
reversões com sinais que transforma o genomaπ no genomaσ ambos no sistema de genes
(E, Γ) é mostrado na Figura 5.14.

Lema 105.Dados os genomasπ, σ em(E, Γ), o algoritmoFFSRsortretorna uma seqüência de
fissões, fusões e reversões com sinais que são eventos bons para (π, σ) com distância genômica
ponderada mínimaWffsr(π, σ) que transforma o genomaπ emσ em tempo de execuçãoO(n),
onden = |E|.

Prova: Iremos mostrar que o algoritmo FFSRSort é correto por meio daseguinte definição de
uma invariante de laço no parâmetror: tem-seθ = ρr . . . ρ1π e o evento de rearranjoρi é um
evento2-bom para(ρi−1 . . . ρ1π, σ) aplicável aρi−1 . . . ρ1π, para1 ≤ i ≤ r.

Parar = 0, antes do laço na linha 11, temosθ = π e a invariante é trivialmente válida.
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Procedimento Algorithm FFSRSort(Genomaπ, Genomaσ, GenesL)

1: r = 0
2: for all i ∈ {j | 1 ≤ |j| ≤ |E+|} do
3: T [L[i]].index ⇐ i
4: end for
5: P ⇐ initialize(π, T, L)
6: for all i ∈ {j | 1 ≤ |j| ≤ |E+|} do
7: invP [P [i]] ⇐ i
8: end for
9: S ⇐ initialize(σ, T, L)

10: initializePairsList(Q, S, invP )
11: while notEmpty(Q) do
12: r + + {Escolha os genesx eσθ−1x no primeiro par apontado porQ}
13: Tomei e j emQ
14: Façaρr ⇐ (L[i] L[j])(L[P [−j]] L[P [−i]])
15: updateQ(Q, T, i, j) { θ = ρrθ}
16: updateArrays(P, invP, i, j)
17: end while
18: return ρ1, . . . , ρr

Figura 5.14:Dados os genomasπ, σ em(E, Γ), o algoritmo FFSRsort retorna uma seqüência de fissões, fusões
e reversões com sinais com distância genômica ponderada mínimaWffsr(π, σ) que transforma o genomaπ emσ.
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Suponha que a invariante é válida parar = k, ou seja, temosθ = ρk . . . ρ1π eρi é um evento
2-bom para(ρi−1 . . . ρ1π, σ) e é aplicável aρi−1 . . . ρ1π para1 ≤ i ≤ k. Na próxima iteração
do laço na linha 14 temosρk+1 = (x σθ−1x)(θΓσθ−1x θΓx) poisx = L[i] e σθ−1x = L[j].
O evento de rearranjoρk+1 é um evento2-bom para(θ, σ) pelo Lema 104. Logo a invariante
permanece válida antes da próxima iteração do laço na linha 11.

Após r = ‖σπ−1‖/2 iterações do laço, temosθ = ρr . . . ρ1π. Comoρm é um evento
2-bom para(ρm . . . ρ1π, σ) e é um evento aplicável aρm−1 . . . ρ1π para1 ≤ m ≤ r, então
r = Wffsr(π, σ) pelo Lema 75. Logoθ = σ, i.e. σθ−1 = ι. Seσθ−1 = ι então a listaQ é
vazia porque ela não contém pares triviais. Logo a condição na linha 11 é falsa e o algoritmo
executa o código na linha 18. Portanto o algoritmo encontra uma seqüência de fusões, fissões e
reversões com sinaisρ1, . . . , ρr atendendo a invariante que transforma o genomaπ no genoma
σ.

Agora dicutimos qual é o tempo de execução do algoritmoFFSRsort. Pelo Lema 77, a
inicialização da tabela de espalhamentoH, dos vetoresP , S, invP e T leva o tempoO(n).
Após ter sido construída, a tabela de espalhamento não é maisacessada durante a execução do
algoritmo pois as operações de rearranjo são escolhidas de acordo com as posições dos inteiros
armazenados na listaQ.

Contruir a listaQ leva tempo de execuçãoO(n) porque encontrarS[invP [i]] parai ∈ {x ∈
Z | 1 ≤ |x| ≤ |E+|} envolve uma pesquisa eminvP e S que levaO(1) e a atribuição dos
apontadores na posiçãoT [i] que leva tempo constante.

O número de iterações do laçowhile é igual a distânciadffsr(π, σ) pelo Lema 75, pois a
cada iteração é escolhido um evento2-bom para(θ, σ). No pior caso, apenas um elemento de
cada fita do genoma será colocado em sua posição adequada em relação ao outro genoma por
iteração do laço na linha 11, i.e. o bloco de controlewhile será executadoO(n) vezes. Para
cada passo no laçowhileverifica-se se os genomasθ eσ são iguais na linha 11. Essa verificação
pode ser efetuada em tempo constante ao constatarmos se a listaQ está vazia ou não. SeQ está
vazia entãoθ = σ poisσπ−1 = ι. Encontrar uma fissão, fusão ou reversão com sinais que seja
um evento2-bom para(θ, σ) é executado em tempoO(1) por meio da escolha de elementosi

e j, correspondentes ax e σθ−1x, ondei é o primeiro elemento no primeiro par deQ. Pelo
Lema 104, o evento de rearranjo(x σθ−1x)(θΓσθ−1x θΓx) é um evento2-bom para(θ, σ)

ondeθ é um genoma representado pelo vetorP na iteração corrente do laço. O processo de
atualização da estrutura de dados pode ser feito em tempo constante pois as operações de troca
nos vetoresP e invP levam tempo constante. Removerj eP [−i] deQ leva tempo de execução
constante pois é possível remover o nó de cada uma das listas circulares em tempoO(1) quando
há apontadores para aqueles nós emT [j] e T [P [−i]]. Portanto o tempo de execução total é
O(n). 2
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Teorema 106.Dados os genomasπ eσ em(E, Γ) temos

Wffsr(π, σ) =
‖σπ−1‖

2
.

Prova: Dados os genomasπ eσ em(E, Γ), o Lema 105 garante a existência de uma seqüência
de eventos de rearranjoρ1, . . . , ρk tais queρk . . . ρ1π = σ e ρi é aplicável aρi−1 . . . ρ1π e ρi

é um evento2-bom para(ρi−1 . . . ρ1π, σ) para1 ≤ i ≤ k. Além disso, pelo Lema 75, temos
Wffsr(π, σ) ≥ ‖σπ−1‖/2. PortantoWffsr(π, σ) = ‖σπ−1‖/2. 2

5.3 Intercâmbio de Blocos e Reversão com Sinais

Apresentamos um algoritmo para encontrar a distância genômica ponderada entre dois genomas
baseada em reversões com sinais e intercâmbio de blocos [44]. Como definido na Seção 3.7,
um intercâmbio de blocos é um evento de rearranjo em genomas que troca dois segmentos
não necessariamente consecutivos de uma fita (e também em suafita complementar) em um
genoma, mantendo as orientações originais dos genes. Reversões com sinais são eventos que
invertem um segmento e trocam as orientações dos genes em duas fitas complemetares em um
genoma. Reversões com sinais [29] são importantes para a análise comparativa de genomas.
Por outro lado, o estudo de intercâmbio de blocos é motivado mais por suas propriedades ma-
temáticas [17] do que por alguma relevância biológica. O estudo da combinação desses dois
eventos de rearranjo revela propriedades interessantes sobre pares de genomas. Por exemplo,
o comportamento do produto de um genoma e intercâmbios de blocos e reversões com sinais
é influenciado pela distribuição dos genes nas fitas dos cromossomos dos dois genomas. Con-
sidere o conjuntoR contendo apenas os tipos de eventos de rearranjo intercâmbio de blocos e
reversões com sinais. O algoritmo tira proveito do fato de haver para quaisquer pares de ge-
nomas eqüicromossomais um intercâmbio de blocos ou reversão com sinais que é um evento
2-bom para o par de genomas. Como visto na Seção 3.8, a existência de tais eventos bons para
quaisquer pares de genoma em um sistema de genes permite que uma estratégia gulosa possa
ser utilizada para resolver o problema de rearranjo em genomas.

Lema 107.Se dois genomasπ eσ de um sistema de genes(E, Γ) são compatíveis com relação
a intercâmbio de blocos e reversão com sinais entãoπ eσ possuem a mesma estrutura de ciclos
e são eqüicromossomais.

Prova: Se os genomasπ e σ de um sistema de genes(E, Γ) são compatíveis com relação a
intercâmbio de blocos e reversão com sinais então existe umaseqüência de reversões com sinais
e intercâmbios de blocos que transformaπ em σ. Pelo Lema 70, um intercâmbio de blocos
não altera as órbitas de um genoma. Logo um intercâmbio de blocos não altera a estrutura
de ciclos de um genoma e a união das órbitas de um cromossomo emπ será igual a união
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das órbitas de um cromossomo emσ. Pela definição de reversões com sinais, os segmentos
complementares reversos de ambas as fitas de um cromossomo noqual a reversão com sinais
atua são invertidos e seus elementos têm suas orientações trocadas. Logo as órbitas são alteradas
pela reversão com sinais, mas o tamanho das órbitas é mantidoo mesmo. Além disso, como
houve apenas uma troca de elementos das duas órbitas do mesmocromossomo a união das
órbitas mantém-se a mesma. Portanto, os genomasπ eσ possuem a mesma estrutura de ciclos
e são eqüicromossomais. 2

Dados os genomas eqüicromossomaisπ e σ, o problema de rearranjo em genomas pon-
derado por intercâmbios de blocos e reversões com sinaisP (π, σ, R, E, Γ, w) consiste em en-
contrar uma seqüência de intercâmbios de blocos e reversõescom sinais com peso mínimo
que transforme o genomaπ emσ. Em outras palavras, queremos encontrar uma seqüência de
eventos de rearranjoρ1 ρ2 . . . ρk, tal que:

σ = ρk ρk−1 . . . ρ1 π

onde cadaρi é um intercâmbio de blocos ou uma reversão com sinais e esse evento de rearranjo
ρi é aplicável aρi−1 . . . ρ1 π para1 ≤ i ≤ k e

∑k
i=1 w(ρi) é mínimo. Denotamos a esse valor

mínimo porWbisr(π, σ).

Lema 108. Dados os genomas distintos e eqüiorbitaisπ e σ em(E, Γ), há um intercâmbio de
blocosρ aplicável ao genomaπ tal queρ é um evento2-bom para(π, σ) eρπ eσ são genomas
eqüiorbitais.

Prova: Como os genomasπ e σ são distintos, considere os elementosx, y, σπ−1x e σπ−1y

ondeσπ−1x 6= x, σπ−1x 6= σπ−1y, x 6= y, ex 6= σπ−1y, tais que:

1. y ∈ orb(π, x);

2. πσπ−1x 6= x;

3. σπ−1y 6= y eπσπ−1y 6= y;

4. (y σπ−1y)(x σπ−1x) ∤ π.

Na Seção 3 de Linet al. [37] existe uma demonstração de que os elementosx e y existem
para quaisquer pares de genomas distintos e eqüiorbitais.

Comoπσπ−1x 6= x, πσπ−1y 6= y, e (x σπ−1x)(y σπ−1y) ∤ π entãox, σπ−1y, σπ−1x e
y aparecem nessa ordem circular ou na ordem circularσπ−1x, σπ−1y, x e y em uma fita do
genomaπ. A permutação(x σπ−1y)(y σπ−1x) divide π devido a ordem circular dos quatro
elementos e pelo Corolário 42 (ver propriedades de produtosenvolvendo2-ciclos na Seção 3.4).
Logo a permutação

ρ = (x σπ−1x)(πΓσπ−1x πΓx)(y σπ−1y)(πΓσπ−1y πΓy)
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é um intercâmbio de blocos aplicável aπ pois(x σπ−1y)(y σπ−1x)|π. Além disso, o intercâm-
bio de blocosρ é um evento2-bom para(π, σ) porqueρ|σπ−1 pela escolha dex e y. Comoρ é
um intercâmbio de blocos entãoρπ eσ são genomas eqüiorbitais segundo o Lema 70. Portanto
ρ é um intercâmbio de blocos aplicável ao genomaπ tal queρ é um evento2-bom para(π, σ) e
ρπ eσ são genomas eqüiorbitais. 2

Lema 109.Dados os genomas eqüicromossomaisπ eσ, distintos e não eqüiorbitais no sistema
de genes(E, Γ), há uma reversão com sinaisρ aplicável aπ tal queρ é um evento2-bom para
(π, σ).

Prova: Como os genomasπ e σ são eqüicromossomais, são distintos e não são eqüiorbi-
tais entãoσπ−1 6= ι e existe um elementox ∈ E tal queσπ−1x 6∈ orb(π, x), caso contrário
σπ−1x ∈ orb(π, x) para qualquerx ∈ E implicaorb(σ, x) ⊆ orb(π, x) e comoπ eσ são eqüi-
cromossomais, entãoπ e σ teriam a mesma estrutura de ciclos segundo o Lema 107 e seriam
eqüiorbitais o que contradiz a hipótese inicial dos genomasnão serem eqüiorbitais. Mostrare-
mos que a reversão com sinaisρ = (x σπ−1x)(πΓσπ−1x πΓx) é aplicável aπ e ela é um evento
2-bom para(π, σ).

Os elementosσy e y para qualquery ∈ E pertencem a mesma órbita deσ e comoπ e σ

são eqüicromossomais entãoσy e y pertencem a união das órbitas do mesmo cromossomo de
π. Logoσπ−1x e π−1x pertencem a união das órbitas do mesmo cromossomo e comoπ−1x ∈
orb(π, x) entãox eσπ−1x pertencem a fitas distintas do mesmo cromossomo deπ. Além dsso,
temosΓπ−1σπ−1x = πΓσπ−1x pela propriedadeΓπΓ = π−1. LogoπΓσπ−1x ∈ orb(π, x) e
pelo Lema 43 temos(x πΓσπ−1x)|π. Além disso, temosx 6= πΓσπ−1x porque, caso contrário,
a igualdadex = πΓσπ−1x implica emπΓx = σΓπΓx e então há um elementoz = πΓx tal
queσΓz = z, o que contradiz a definição de um genoma em um sistema de genes. Logo, a
reversão com sinais(x σπ−1x)(πΓσπ−1x πΓx) é aplicável aπ. Além disso, comoσπ−1 é
um produto de pares de ciclos da formaαπΓα−1(πΓ)−1 entãoπΓx 6∈ orb(σπ−1, x). Como
σπ−1x ∈ orb(σπ−1, x), πΓσπ−1x ∈ orb(σπ−1, πΓx) e πΓx 6∈ orb(σπ−1, x) entãoρ|σπ−1

segundo o Corolário 42. Portanto a reversão com sinaisρ é um evento2-bom para(π, σ). 2

O algoritmoSRBISortilustrado na Figura 5.15 encontra uma seqüência de eventos bons
que transforme um genoma em outro e a distância genômica ponderada entre dois genomas em
tempo de execuçãoO(n2).

Lema 110.Dados os genomasπ eσ em(E, Γ), o algoritmoSRBISortapresenta uma seqüência
de eventos bons para(π, σ) com um peso mínimoWbisr(π, σ) que transforma o genomaπ em
σ em tempo de execuçãoO(n2), onden = |E|.

Prova: Mostramos que o algoritmoSRBISorté correto ao definir uma invariante de laço sobre
o parâmetror: temosθ = ρr . . . ρ1π e ρi é um evento2-bom para(ρi−1 . . . ρ1π, σ) aplicável a
ρi−1 . . . ρ1π, para1 ≤ i ≤ r.
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Algoritmo SRBISort(Genomaπ, Genomaσ)

1: r ⇐ 0
2: θ ⇐ π
3: initializeLabels(θ, π, E)
4: W ⇐ 0
5: while θ 6= σ do
6: r + +
7: if isEqual(Orb(θ, E), Orb(σ, E)) then
8: encontre um eventoρr tal que
9: ρr é um intercâmbio de blocos

10: ρr é aplicável aθ
11: ρr é um evento2-bom para(θ, σ).
12: else
13: Encontre um eventoρr tal que
14: ρr é uma reversão com sinais
15: ρr é aplicável aθ
16: ρr é um evento2-bom para(θ, σ).
17: end if
18: updateLabels(ρr , θ, E)
19: θ ⇐ ρrθ
20: W ⇐ W + w(ρr)
21: end while
22: return ρ1, . . . , ρr eW

Figura 5.15:Dados os genomasπ e σ em (E, Γ), o algoritmoSRBISortretorna uma seqüência mínima de
intercâmbios de blocos e reversões com sinais com um peso mínimo W = Wbisr(π, σ) que transforma o genoma
π noσ.
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Parar = 0, antes do laço principal na linha 5, temosθ = π e a invariante é válida.

Suponha que a invariante seja válida parar = k, ou seja, temosθ = ρk . . . ρ1π e ρi é
um evento2-bom para(ρi−1 . . . ρ1π, σ) aplicável aρi−1 . . . ρ1π para1 ≤ i ≤ k. Na próxima
iteração do laço na linha 7 temos dois casos:θ e σ são genomas eqüiorbitais ou não. Em
ambos os casos há um evento2-bom para(θ, σ) pelo Lema 108 e Lema 109. Logo a invariante
permanece válida antes da próxima iteração do laço na linha 5.

Seθ = σ então a condição na linha 5 é falsa e o algoritmo executa o código na linha 22.
Nesse ponto da execução do algoritmo, temosθ = ρr . . . ρ1π tal que cadaρi é um evento2-
bom para(ρi−1 . . . ρ1π, σ) aplicável aρi−1 . . . ρ1π, para1 ≤ i ≤ r uma vez que a invariante
de laço é válida. Logoσ = ρr . . . ρ1π e ρ1, . . . , ρr é uma seqüência de eventos bons, tal que
ρi é um evento2-bom para(ρi−1 . . . ρ1π, σ) e ρi é aplicável aρi−1 . . . ρ1π, para1 ≤ i ≤ r,
transformando o genomaπ no genomaσ.

Iremos mostrar agora qual é a complexidade assintótica de tempo de execução do algoritmo
SRBISort. No pior caso, apenas um elemento em cada fita do genoma será colocado em sua
posição correta por iteração do laço na linha 5, i.e. o bloco de instruçõeswhile será executado
O(n) vezes. Uma seqüência de reversões com sinais é um exemplo de uma instância de pior
caso na complexidade de tempo. Para cada passo no laçowhileverifica-se se os genomasθ eσ

são eqüiorbitais na linha 7 por meio da funçãoisEqual(Orb(θ, E), Orb(σ, E)). Essa função
pode ser implementada em tempo de execuçãoO(n) do seguinte modo. Antes do laçowhile,
escolhe-se um elementoxi para1 ≤ i ≤ q no suporte de cada cromossomo deπ, ondeq é
o número de cromossomos deπ. Para cada elemento no suporte do cromossomo que contém
xi mantemos dois rótulos lógicos que indicam se o elemento pertence ou não a mesma órbita
que contém oxi escolhido emπ e σ, respectivamente. A inicialização dos rótulos é feita pelo
procedimentoinitilizeLabels(θ, σ, E). Os genomasπ e σ são eqüiorbitais quando os dois
rótulos de cada elemento deE têm o mesmo valor. Durante a execução do laçowhile, os rótulos
precisam ser atualizados para o par de genomasρrθ e σ quandoρr é uma reversão com sinais
(intercâmbios de blocos não alteram as órbitas). O processode atualização, implementado pelo
procedimentoupdateLabels(ρr , θ, E), consiste em inverter o valor de rótulo correspondente
ao genomaθ de cada elemento no segmento invertido pela reversãoρr. A atualização dos rótulos
pode ser realizado em tempo de execuçãoO(n) pois uma reversão com sinais pode alterar a
orientação, e consequentemente o valor do rótulo de até(n − 1)/2 pares de elementos deθ
(um elemento em uma fita e o outro na fita complementar reversa). Encontrar um intercâmbio
de blocos que seja um evento2-bom para(θ, σ) pode ser executado em tempoO(n) ao se
representar os genomas por meio de um simples vetor e usando-se uma rotação de elementos
como sugerido por Linet al. [37]. Reversões com sinais que sejam eventos bons podem ser
encontradas em tempo de execuçãoO(n) usando-se a mesma estrutura de dados empregada
na verificação de que dois genomas são eqüiorbitais. Dado um elementox ∈ E é necessário
identificar sex e σθ−1x pertencem a fitas distintas deθ; e, nesse caso, a reversão com sinais
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ρr = (x σθ−1x)(θΓσθ−1x θΓx) é um evento2-bom para(θ, σ). Como há no máximon/2 pares
x eσθ−1x, então tal verificação leva tempo de execuçãoO(n). Logo a complexidade de tempo
total é quadrática emn. 2

O algoritmoSRBISorté apresentado em um pseudo-código sem detalhar como cada passo é
implementado. Decidimos apresentar o algoritmo nesse formato pois, ao contrário dos eventos
de rearranjo usados nos algoritmos da Seção 5.1 e da Seção 5.2, ainda não sabemos se é possível
implementar a atualização da estrutura de dados provocada por um intercâmbio de blocos em
tempo de execução constante. Logo qualquer estrutura de dados que possa implementar a apli-
cação das operações em tempoO(n), como por exemplo vetores, pode ser utilizada (a estrutura
de dados do Capítulo 4 permite implementar a atualização causada por reversões com sinais em
tempo constante e por isso pode ser mais rápida que outras implementações para instâncias cuja
solução possua um número de reversões com sinais muito superior ao número de intercâmbio
de blocos).

Teorema 111.Dados os genomasπ eσ em(E, Γ), temos

Wbisr(π, σ) =
‖σπ−1‖

2
.

Prova: Dados os genomasπ eσ em(E, Γ), o Lema 110 guarante a existência de uma seqüência
de eventos de rearranjoρ1, . . . , ρk tal queρk . . . ρ1π = σ e ρi é aplicável aρi−1 . . . ρ1π e ρi é
um evento2-bom para(ρi−1 . . . ρ1π, σ) para1 ≤ i ≤ k. Além disso, pelo Lema 75, temos
Wbisr(π, σ) ≥ ‖σπ−1‖/2 e

∑k
i=1 w(ρi) = ‖σπ−1‖/2. PortantoW (π, σ) = ‖σπ−1‖/2. 2

Dados os genomasπ e σ em (E, Γ), o Teorema 111 oferece uma fórmula simples para
calcularWbisr(π, σ). O valor deWbisr(π, σ) pode ser obtido emO(n), que é a complexidade
de tempo de execução para computarσπ−1 e encontrar a sua norma, embora encontrar uma
seqüência de eventos bons que transforme o genomaπ em σ tenha complexidade de tempo
quadrática.

5.4 Considerações Finais

Nesse capítulo apresentamos alguns resultados obtidos pormeio da exploração do formalismo
algébrico para problemas de rearranjo em genomas. Demonstramos que é possível deduzir por
meio do formalismo algébrico um limitante inferior para a distância de transposição de mesmo
valor numérico que a fórmula apresentada por Bafna e Pevzner[7] e com uma formulação
equivalentemente simples.

Definimos o grafo de transposições boas e apresentamos algumas suas propriedades como,
por exemplo, o fato de ser um grafo bipartido e sem ciclos orientados. Discutimos como o
grafo pode ser utilizado para identificar genomas facilmente transformáveis e concluímos essa
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discussão com a caracterização de genomas facilmente transformáveis e um resultado que nos
informa que o conjunto de genomas atingíveis a partir de um dado genoma não pode ser obtido
em tempo polinomial.

Projetamos um algoritmo de tempo de execução linear no número de genes do genoma
na entrada que soluciona o problema de rearranjo em genomas ponderado por transposições
generalizadas. Utilizando a mesma estrutura de dados do Capítulo 4, resolvemos o problema
de rearranjo em genomas ponderado por fusões, fissões e reversões com sinais por meio de um
algoritmo de tempo de execução linear. Finalmente, apresentamos uma algoritmo de tempo de
execução quadrática para o problema de rearranjo em genomasponderado por reversões com
sinais e intercâmbio de blocos.



Capítulo 6

Conclusões

Diversos problemas de rearranjo em genomas envolvendo, separadamente, reversões com si-
nais, intercâmbios de blocos, fusões e fissões podem ser resolvidos por meio de algoritmos
polinomiais eficientes. Por outro lado, o problema de rearranjos em genomas envolvendo com-
binações de diferentes eventos de rearranjo foi especialmente investigado nesse trabalho devido
ao fato de ter sido pouco explorado até o momento. Além disso,o problema de rearranjos
em genomas envolvendo transposições demonstrou ter propriedades combinatórias mais com-
plexas do que o problema envolvendo intercâmbio de blocos oureversões com sinais. Logo,
decidimos estudar uma versão do problema de rearranjo em genomas para transposições gene-
ralizadas, pois acreditamos que a investigação desse problema permitiria um fundamento para
o uso do formalismo algébrico em futuras pesquisas do problema envolvendo transposições.

Apresentamos nesse trabalho novos resultados algébricos relacionados a3-ciclos (3-norma,
3-divisibilidade, relação entre paridade de uma permutaçãoe sua norma).

Na Seção 3.6, realizamos algumas modificações conceituais no formalismo algébrico apre-
sentado por Meidanis e Dias [39] (introdução do conceito de sistema de genes, definição de
genomas por meio da propriedade de divisibilidade, análisede compatibilidade entre genomas).

No Capítulo 4, projetamos uma nova estrutura de dados eficiente para problemas de rear-
ranjos em genomas baseada em estruturas mais simples como vetores, listas e uma tabela de
espalhamento.

Na Seção 5.1, apresentamos um limitante inferior para a distância de transposição baseado
no formalismo algébrico e demonstramos que esse limitante inferior é equivalente ao limitante
inferior da distância de transposição oferecido pelo formalismo clássico. A análise de parâ-
metros e fórmulas provenientes de dois formalismos distintos para rearranjo em genomas pode
ajudar a compreender melhor a estrutura combinatória de problemas envolvendo transposições.
Apresentamos também uma caracterização das permutações cuja distância de transposição sa-
tisfaz o limitante inferior baseado em pontos de quebra. Discutimos algumas propriedades do
grafo de transposições boas e caracterizamos por meio do grafo os genomas que são facilmente
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transformáveis em um certo genoma. Além disso, demonstramos que é possível encontrar uma
seqüência de distância ponderada mínima de transposições generalizadas que transforma um
genoma origem em um outro genoma destino e oferecemos um algoritmo de tempo de execu-
ção linear para encontrar essa seqüência de eventos. Como uma transposição generalizada é
aplicável a um genoma origem apenas quando os elementos do suporte de um dos ciclos do
evento pertencem à mesma fita no genoma destino, então demonstramos que elementos que
pertencem a uma mesma órbita do quociente dos dois genomas naentrada do problema per-
tencem a mesma órbita no genoma destino. Utilizamos uma versão modificada da estrutura de
dados apresentada no Capítulo 4 no projeto do algoritmo que determina a seqüência mínima de
transposições generalizadas. As modificações na estruturade dados podem ser úteis no projeto
de algoritmos mais eficientes para problemas relacionados atransposições, como o problema
de rearranjo em genomas por intercâmbio de blocos.

Na Seção 5.2, projetamos um algoritmo que encontra em tempo de execução linear uma
seqüência de fissões, fusões e reversões com sinais que transforma um dado genoma em outro
com a somatória dos pesos dos eventos mínima. Demonstramos que para quaisquer pares de
genomasπ e σ em um sistema de genes(E, Γ) é possível encontrar um evento2-bom (fissão,
fusão ou reversão com sinal) para(π, σ) que seja aplicável aπ. Reversões com sinais, fusões
e fissões possuem a mesma estrutura de ciclos e por isso apresentam um efeito relacionado
quando aplicadas em genomas, decorrente das propriedades de produtos envolvendo2-ciclos.
Tiramos proveito dessas propriedades para projetar um algoritmo simples e eficiente para esse
problema.

Na Seção 5.3, apresentamos um algoritmo de tempo de execuçãoquadrático para o pro-
blema de rearranjos em genomas ponderado por intercâmbio deblocos e reversões com sinais.
A estrutura de dados usada nos problemas anteriores não permite, até onde sabemos, aplicar um
intercâmbio de bloco em tempo de execução constante. Por essa razão, representamos o algo-
ritmo por um pseudo-código que não detalha a estrutura de dados utilizada. A estrutura de dados
escolhida para implementar o algoritmo poderá ter vantagens ou desvantagens dependendo das
instâncias de entrada do problema.

6.1 Publicações e Resumo de resultados

Os principais resultados presentes nessa tese foram apresentados nos seguintes trabalhos:

• Pôsteres:

1. Analysis of Sorting by Transpositions based on Algebraic Formalism[43]

Pôster apresentado no “The Eighth Annual International Conference on Research in
Computational Molecular Biology (RECOMB2004)”, em Março de 2004, San Di-
ego, EUA. Esse trabalho introduz o problema de rearranjo em genomas envolvendo
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eventos de rearranjo da forma de3-ciclos, como transposições e splits, para o caso
especial de genomas unicromossomais com uma única fita. Mostramos uma solu-
ção para o problema proposto e fornecemos uma fórmula para o cálculo da distância
envolvendo transposições e splits. Com base nesse trabalho, definimos o que é uma
transposição generalizada para o caso de um problema envolvendo genomas em um
sistema de genes.

2. A new Data Structure for Genome Rearrangement Problems

Pôster aceito na conferência “The 15th Annual International Conference on Intelli-
gent Systems for Molecular Biology (ISMB) & 6th European Conference on Com-
putational Biology (ECCB)”, em Julho de 2007, Viena, Áustria. Esse trabalho apre-
senta a estrutura de dados do Capítulo 4 baseada na representação de genomas do
formalismo algébrico.

• Relatório Técnico:

1. IC-05-10Algebraic formalism for genome rearrangements (part 1).

Relatório técnico do Instituto de Computação (Unicamp), deJunho de 2005, em
inglês, 23 páginas. Esse artigo sumariza alguns dos conceitos e abordagens do for-
malismo clássico, principalmente no que concerne o problema de rearranjo por re-
versões com sinais. Discutimos as vantagens e desvantagensdo formalismo clássico
e apresentamos algumas das vantagens que consideramos relevantes do formalismo
algébrico. Não existiu a parte2 desse relatório. Os resultados que resultariam na
parte2 do relatório técnico estão contidos nessa tese.

2. IC-06-01Sorting by block-interchanges and signed reversals.

Relatório técnico do Instituto de Computação (Unicamp), deJaneiro de 2006, em
inglês. Nesse relatório, apresentamos uma medida de rearranjo em genomas base-
ada nos pesos de reversões com sinais e intercâmbios de blocos em uma seqüência
mínima de tais rearranjos que transforme um genoma em outro.Mostramos um
algoritmo de tempo de execução quadrático para encontrar uma solução para o pro-
blema de rearranjo em genomas envolvendo reversões com sinais e intercâmbios de
blocos e uma fórmula para calcular o peso da solução.

• Em Anais de Congresso:

Sorting by block-interchanges and signed reversals. Artigo apresentado no congresso
“Fourth International Conference on Information Technology: New Generations ITNG
2007”, em Las Vegas (EUA), Abril de 2006.

• Artigos submetidos a Periódicos:
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Sorting by Fissions, Fusions, and Signed Reversal inO(n). Artigo submetido a revista
“Transactions on Computational Biology and Bioinformatics”. O conteúdo do artigo é
abordado na Seção 5.2.

6.2 Considerações Finais e Trabalhos Futuros

Diversos problemas em aberto são derivados diretamente dosproblemas abordados nesse traba-
lho.

Em relação a representação e implementação de estrutura de dados para genomas do Ca-
pítulo 4, uma direção de pesquisa relevante seria a de identificar quais seriam os eventos de
rearranjo em genomas que podem ser implementados em tempo constante, além da fissão, fu-
são, transposições generalizadas e reversão com sinais. O ponto central dessa pesquisa deve
ser a investigação sobre se é possível encontrar para qualquer par de genomas um evento de
rearranjo aplicável a um dos genomas e que seja um evento2-bom ou3-bom (divida o quoci-
ente) em tempo constante. Problemas de rearranjo em genomasque envolvam apenas eventos
de rearranjo para os quais sempre é possível encontrar um evento 2-bom (ou um evento3-
bom) e aplicável ao genoma de origem em tempo constante podemser resolvidos em tempo
de execução linear no tamanho da entrada. Além disso, é importante determinar se é possível
resolver um problema de rearranjo em genomas envolvendo intercâmbio de blocos em tempo
linear, pois implementações eficientes para esses eventos de rearranjo poderiam ser utilizadas
em outros eventos (e.g. translocações).

Uma linha de pesquisa mais geral consiste em encontrar subestruturas no quociente de pa-
res de genomas que permitam identificar eventos de rearranjoque sejam os mais “adequados”
segundo um critério biológico, por exemplo. As decomposições em2-ciclos e3-ciclos do quo-
ciente de dois genomas podem revelar propriedades interessantes a respeito do relacionamento
entre eventos de rearranjo em uma seqüência de eventos que transforma um genoma em outro.

Sugerimos a utilização da norma de um evento de rearranjo para ponderar a sua freqüência
de ocorrência em uma solução de um problema de rearranjo em genomas. A norma é uma fór-
mula que parece ser adequada do ponto de vista biológico em problemas envolvendo fissões,
fusões, intercâmbio de blocos, transposições e reversões com sinais, pois a fórmula do peso
baseada na norma coincide com a proporção entre os pesos geralmente atribuídos a esses even-
tos, no entanto em certos problemas envolvendo transreversões e outros eventos de rearranjo
não sabemos se a norma continua sendo um parâmetro adequado.Uma análise mais precisa da
freqüência de eventos de rearranjo provavelmente envolverá uma investigação mais pormenori-
zada de como ocorrem rearranjos em genomas (de maneira aleatória ou atuando em “hot spots”
no genoma) e de qual o seu “poder” (número de segmentos no qualo genoma é “quebrado”
durante o evento).

Há algumas questões interessantes que permanecem sem resposta a respeito do problema
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de rearranjo em genomas por transposições abordado por meioda análise do grafo de transpo-
sições boas. Por exemplo, quantos componentes o grafo de transposições boas possui? Como
encontrar um caminho mínimo entre genomas pertencentes a componentes distintas? É pos-
sível definir algo como uma distância das componentes em relação aσ-componente? Além
disso, ainda não sabemos qual é o tamanho daσ-componente. Suspeitamos que o número de
permutações facilmente transformáveis tende a zero a medida que a ordem do grafo de transpo-
sições boas aumenta, pois esse comportamento já foi verificado em outros problemas [57, 21].
Por outro lado, há experimentos [23] que sugerem que a distância de transposição não é muito
maior que o limitante inferior baseado na decomposição em3-ciclos. Tentaremos responder a
algumas dessas questões em trabalhos futuros.

O problema de rearranjos em genomas por transposições generalizadas permite apenas a
aplicação de eventos de rearranjo cujo suporte seja contidono suporte de um cromossomo do
genoma destino. Se eliminarmos essa restrição e exigirmos,por outro lado, que no máximo dois
elementos possam ser iguais em cada ciclo do evento de rearranjo, então definimos um novo
evento de rearranjo que incluirá fissões, fusões, reversõescom sinais, transposições e outros
variantes desses eventos de rearranjo. Ao se permitir tal flexibilidade nos tipos de eventos de
rearranjo, esse problema pode ser mais adequado para modelar a evolução de algumas espécies
e portanto mais relevante do ponto de vista biológico.

Finalmente, o formalismo algébrico e a estrutura de dados proposta para representar geno-
mas podem ser utilizados para obter melhorias na teoria que lida com problemas de rearranjo
envolvendo múltiplos genomas [52, 46]. Esse problema consiste em encontrar uma árvore filo-
genética que seja a mais “similar” possível ao cenário evolutivo baseado em eventos de rearranjo
envolvendo diversas espécies. Se considerarmos o problemade rearranjo em genomas envol-
vendo múltiplos genomas no qual são permitidos apenas reversões com sinais, então o problema
é NP -difícil [14], mesmo na versão envolvendo apenas três genomas na entrada (Problema da
Média). Bourque e Pevzner [13] projetaram um algoritmo parao problema de rearranjos em
genomas envolvendo reversões com sinais, translocações, fusões e fissões cuja heurística de-
pende de um procedimento demorado de busca por eventos bons (esses tipos de eventos são
definidos de maneira diferente da utilizada no formalismo algébrico). Durante o período de
estágio de pesquisa no exterior (programa PDEE – CAPES), propusemos [46] uma versão sim-
plificada da heurística de Bourque e Pevzner que se baseia em evidências experimentais de
que reversões com sinais próprias atuando em ciclos curtos são freqüentemente eventos bons.
Por meio da análise de experimentos envolvendo dados de entrada gerados aleatoriamente e de
origem biológica, argumentamos que a nova heurística é maisrápida que a heurística anterior
sem comprometer a qualidade das soluções para entradas de dados envolvendo poucos geno-
mas. Uma linha de pesquisa interessante consiste em avaliaro impacto da representação do
problema por meio do formalismo algébrico e da estrutura de dados sobre a eficiência da heu-
rística. Acreditamos que o tempo de execução de heurísticaspara problemas envolvendo outros
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eventos eventos de rearranjo (fusões e fisões por exemplo) poderia ser melhorado por meio dos
algoritmos lineares apresentados nesse trabalho.



Apêndice A

Revisão Bibliográfica

A.1 Bafna e Pevzner (1998)

Bafna e Pevzner [7] foram os primeiros autores a apresentar um algoritmo de aproximação de
tempo de execução polinomial para o problema de ordenação depermutações por transposições.
Para entender esse algoritmo, precisamos primeiramente apresentar os conceitos fundamentais
envolvidos nesse problema de rearranjo em genomas e as fórmulas dos limitantes inferiores e
superiores para a distância de transposição. Nessa apresentação resumida da teoria envolvendo
transposições, utilizaremos a terminologia adotada por Bafna e Pevzner [7].

Um genoma é modelado como uma permutação (uma função bijetora) π = [π1, . . . , πn]

sobre o conjunto de inteiros{1, 2, . . . , n}. Quando nos referirmos a uma permutação sem es-
pecificar um conjunto, assumimos que ela é definida sobre o conjunto {1, 2, . . . , n}. A versão
estendida de uma permutaçãoπ inclui os elementosπ0 = 0 eπn+1 = n + 1, embora estes ele-
mentos adicionais sejam geralmente omitidos na representação final da permutação (o conjunto
sobre o qual a permutação é definida também é estendido com os inteiros0 en + 1). Dada uma
permutação

π = [π1, . . . , πi, . . . , πj , . . . , πk, . . . , πn],

umatransposiçãoτ(i, j, k), onde1 ≤ i < j ≤ n + 1 e 1 ≤ k ≤ n + 1 tal quek 6∈ [i, j], é o
evento de rearranjo tal que

πτ(i, j, k) = [π1 . . . πi−1 πj . . . πk−1 πi . . . πj−1 πk . . . πn].

Observe que o eventoτ(i, j, k) corresponde à permutação

τ(i, j, k) = [1, 2, . . . , j, . . . , k − 1, i, . . . , j − 1, k, . . . , n].

Casoi < j < k então a transposiçãoτ(i, j, k) realiza uma troca dos blocos consecutivos
πi, . . . , πj−1 eπj , . . . , πk−1 e, além disso, temosτ(i, j, k) = τ(j, k, i).
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Descrevemos agora o problema de ordenação por transposições conforme apresentado no
artigo de Bafna e Pevzner.

Problema 112(Problema de Rearranjo em Genomas por Transposições). Dadas duas permuta-
çõesπ eσ, o problema de rearranjo em genomas por transposiçõesconsiste em encontrar uma
seqüência mínima de transposições

τ1, . . . , τt

tal que:
π · τ1 · τ2 · . . . · τt = σ

ondet é chamada dedistância de transposiçãodeπ aσ, denotada pordt(π, σ).

Observamos que a mesma seqüência de transposições que transformaπ emσ também trans-
formaσ−1π na permutação identidadeι, usando-se composições de permutações.

Problema 113(Ordenação por Transposições). Dada a permutaçãoπ, oproblema de ordenação
por transposiçõesconsiste em encontrar uma seqüência mínimaτ1, . . . , τt de transposições tal
que:

π · τ1 · τ2 · . . . · τt = ι

ondet é chamada dedistância de transposiçãodeπ, denotada pordt(π).

O conjunto de transposições é um conjunto gerador para o grupo simétricoGen(E), ou
seja, qualquer permutaçãoπ ∈ Gen(E) pode ser representada como o produto (composição)
de transposiçõesτ1 · . . . · τt = π−1. Qualquer permutação pode ser representada, por exemplo,
como um produto das transposiçõesτ(i, i + 1, i + 2) que trocam elementos adjacentes da iden-
tidade e tais transposições podem ser obtidas por meio de um procedimento análogo aobubble
sort. Considere o problema de determinar o número mínimo de geradores cujo produto é igual
a π. Bafna e Pevzner observaram que o problema de ordenação por transposições pode ser re-
duzido ao problema anterior uma vez que encontrar o produto mínimo de geradores que resulta
emπ−1 é equivalente a ordenarπ por transposições. Infelizmente, o problema de determinaro
produto mínimo de geradores éNP -difícil. Além disso, o conjunto de geradores do problema
de ordenação por transposições é fixo, ao contrário do problema anterior e a complexidade de
ordenação por transposições permanece desconhecida. Taisfatos têm incentivado os pesquisa-
dores a realizar uma análise mais pormenorizada das estrutras combinatoriais “escondidas” nas
permutações e como tais estruturas são afetadas pelas transposições.

Dada uma permutaçãoπ, o par(πi, πi+1) é umponto de quebraquandoπi+1 6= πi + 1, para
0 ≤ i ≤ n. Denote porb(π), o número de pontos de quebra da permutaçãoπ. A identidade
é a única permutação que possui zero pontos de quebra e portanto, poderíamos estar tentados
a acreditar que transposições que reduzam o número de pontosde quebra sejam transposições
que pertençam a uma seqüência ordenante mínima. Na realidade, permutações com menos
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pontos de quebra podem estar mais distantes da identidade doque permutações que possuam
mais pontos de quebra.

Exemplo 114.Considere as permutações

π1 = [3, 1, 2, 5, 4, 7, 6] e π2 = [6, 7, 4, 5, 3, 2, 1].

Observamos queb(π1) = 7 e b(π2) = 6, no entantodt(π1) = 2 edt(π2) = 3.

Uma vez que uma transposição pode eliminar no máximo3 pontos de quebra de uma per-
mutação, Bafna e Pevzner [7] obtiveram o seguinte limitanteinferior para a distância de trans-
posição deπ:

Proposição 115.

dt(π) ≥ b(π)

3

O diagrama de ciclosB(π) de uma permutaçãoπ é o grafo cujo conjunto de vértices é
formado pelos inteirosx tal que0 ≤ x ≤ n + 1 e para1 ≤ i ≤ n + 1, há uma aresta cinza
orientada ligandoi − 1 a i e uma aresta preta orientada deπi a πi−1. A Figura A.1 apresenta
o grafo de ciclos de uma permutação (as orientações das arestas foram omitidas). Um ciclo
de B(π) é chamadoalternantese o mesmo é um ciclo no qual as arestas cinzas e pretas se
alternam. Iremos chamar os ciclos alternantes simplesmente de ciclos. Uma vez que em cada
vértice do grafo existe uma aresta sainte de cor contrária a uma aresta entrante, então existe
uma única decomposição em ciclos alternantes. Sejac(π) o número de ciclos deπ, isto é o
número de ciclos emB(π). O comprimento de um ciclo é o número de arestas pretas no ciclo
e dizemos que um ciclo é umk-ciclo quando seu comprimento ék. Um k-ciclo é longocaso
k > 2, caso contrário é umciclo curto. Dada uma permutaçãoπ e uma transposiçãoτ , seja
∆c(τ) = c(πτ) − c(π).

Por meio de um argumento “gráfico”, Bafna e Pevzner determinaram a variação no nú-
mero de ciclos deB(πτ) com relação aB(π) como sendo∆c(τ) ∈ {−2, 0, 2} para qualquer
transposiçãoτ . Esse resultado permitiu a Bafna e Pevzner deduzir o seguinte limitente inferior
para a distância de transposição baseado no número de ciclosdeπ:

Proposição 116.

dt(π) ≥ n + 1 − c(π)

2

É possível melhorar um pouco o limitante inferior para a distância de transposições dado
na Proposição 116. Um ciclo no grafo de ciclos éímpar se o número de arestas pretas no
ciclo é ímpar, caso contrário o ciclo épar. Dada uma permutaçãoπ, considere os seguintes
dois novos parâmetros:codd(π) e ceven(π) que respectivamente denotam os número de ciclos
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ímpares e pares deB(π). Define-se∆codd(τ) = codd(πτ)− codd(π) como a variação no número
de ciclos ímpares deπ devido a aplicação da transposiçãoτ aπ. De maneira semelhante ao caso
envolvendo ciclos quaisquer, uma transposição pode aumentar de no máximo dois o número de
ciclos ímpares emπτ em relação aπ. De fato, o seguinte é válido:∆codd ∈ {−2, 0, 2}. Uma
vez que a identidade é a única permutação que possuin + 1 ciclos ímpares e cada transposição
pode aumentar no máximo de dois o número de ciclos ímpares, então um novo limitante inferior
mais justo decorre imediatamente:

Proposição 117.

dt(π) ≥ n + 1 − codd(π)

2
.

Sejadt(n) = maxπ∈Gen(E) dt(π) o diâmetro de transposição do grupo simétricoGen(E),
i.e. a maior distância de transposição dentre quaisquer elementos emGen(E). Um limitante
superior trivial para a distância de transposição é o númerode elementosn da permutação. Por
exemplo, poderíamos ordenar a permutação reversaR(n) = [n, n − 1, . . . , 2, 1] por meio de
uma seqüência de transposições na qual cada evento elimina um ponto de quebra por vez.

Bafna e Pevzner [7] oferecem uma análise mais refinada do grafo de ciclos de uma permu-
tação que permite identificar quais transposições (se existirem) incrementam de dois o número
de ciclos. Dada uma permutaçãoπ, uma transposiçãoτ é umx-movimentoquando∆c(τ) = x

ondex ∈ {−2, 0, 2}. Considere a rotulação das arestas pretas deB(π) de1 a n + 1 tal que a
aresta(πi, πi−1) é rotulada comoi. Diz-se que a transposiçãoτ(i, j, k) atuasobre as arestasi,
j ek. Uma transposiçãoτ(i, j, k) atuasobre um cicloC quando as arestasi, j ek pertencem ao
ciclo C. Se uma transposiçãoτ atuar em um ciclo de uma permutaçãoπ e aumentar o número
de ciclos emπτ então a transposição será um2-movimento. Por outro lado, se a transposição
atua sobre arestas pertencentes a dois ciclos, então a transposição será um0-movimento. Um
ciclo pode ser descrito pelos rótulos de suas arestas pretas, porém como há diversas maneiras
de escolher qual será o primeiro elemento no ciclo, decidiu-se por começar com o rótulo da
aresta sainte incidente ao vértice mais a direita emB(π), i.e. seC = (i1, . . . , ik), ondeit são
rótulos das arestas pretas, entãoi1 = max1≤t≤k it. Parak > 1 um k-ciclo C = (i1, . . . , ik)

é não orientadoquandoi1, . . . , ik é uma seqüência decrescente, caso contrárioC é um ciclo
orientado.

Exemplo 118.Dada a permutaçãoπ sobre o conjunto estendidoE = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}:

π = [0, 2, 5, 4, 3, 6, 1, 7]

A permutaçãoπ possui3 ciclos dos quais dois são não-orientados((5 3) e (4 2)) e um é
orientado ((7 1 0)).

A partir da definição de ciclos orientados e não orientados, Bafna e Pevzner [7] demonstram
o seguinte resultado.
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Proposição 119.Dada uma permutação não ordenadaπ, existe um2-movimento ou um0-
movimento seguido de um2-movimento emπ.

Como na pior das hipóteses, apenas um ciclo seria acrescentado por transposição em média,
então um corolário imediato da Proposição 119 segue-se:

Proposição 120.Qualquer permutaçãoπ pode ser ordenada comn + 1 − c(π) transposições.

A Proposição 120 apresenta um bom limitante superior para a distância de transposição
encontrado pelos autores, além disso essa proposição fornece um algoritmo com um fator de
aproximação2 para o problema de ordenação por transposições. Além disso,a Proposição 120
mostra que é possível encontrar seqüências de transposições em que o número de2-movimentos
é maior que os demais. De fato, a Proposição 120 é coerente coma adoção explícita por parte
dos autores de uma estratégia gulosa na qual tenta-se maximizar o número de2-movimentos por
meio de escolhas locais, embora seja importante destacar que esses2-movimentos possam não
participar de nenhuma seqüência mínima de transposições que ordene a permutação. Por outro
lado, essa estratégia gulosa beneficia o algoritmo de aproximação pois caso seja encontrada
uma maneira de garantir que em qualquer seqüência de transposições que ordenaπ o número
de 2-movimentos é superior ao de0-movimentos, então a qualidade do fator de aproximação
será melhorada.

Dada uma tripla de arestas pretasx, y, z pertencentes ao mesmo cicloC de B(π), veri-
ficamos que o ciclo induz uma ordem circular sobrex, y, z. Considere como a representa-
ção canônica da triplax, y, z como aquela na qual a primeira aresta é a que aparece mais
a direita emB(π). Uma tripla em sua representação canônica é chamadanão-orientadase
x > y > z ou orientada, caso contrário. Observe que todas as triplas de um ciclo nãoorien-
tado são não orientadas, enquanto em um ciclo orientado existe ao menos uma tripla orientada.
Duas seqüências de inteiros{v1 < . . . < vk} e {w1 < . . . < wk} estãoentrelaçadasse
v1 < w1 < v2 < w2 < . . . < vk < wk ou w1 < v1 < w2 < v2 < . . . < wk < vk. Duas tri-
plasx, y, z e i, j, k se entrelaçam se{x, y, z} e {i, j, k} se entrelaçam. Dada uma transposição
τ(i, j, k) e uma triplax, y, z, dizemos que a transposição anterior é umashuffling transposition
(ou transposição de arrasto) com respeito a triplax, y, z se{x, y, z} e{i, j, k} se entrelaçam.

A Proposição 121 identifica o comportamento de uma subestrutura do diagrama de ciclos
de uma permutaçãoπ para a qual é possível determinar se existe um ciclo orientado ou não
orientado emπτ para uma dada transposiçãoτ .

Proposição 121.Dada a permutaçãoπ, sejax, y, z uma tripla do cicloC e sejami, j, k 6∈ C

arestas pretas deB(π). Entãoτ(i, j, k) modifica a orientação da triplax, y, z se e somente seτ
é uma shuffling transposition para a triplax, y, z.

Proposição 122.Dada a permutaçãoπ, seC é um ciclo não-orientado deB(π), então para
todas as triplasx, y, z ∈ C, a transposiçãoτ(z, y, x) = τ(y, x, z) transformaC em um ciclo
não-orientado emB(πτ).
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A Proposição 123 oferece uma maneira de determinar um2-movimento a partir de uma
tripla de um ciclo orientado:

Proposição 123.Sex, y, z é uma tripla orientada, então a transposiçãoτ(y, z, x) = τ(z, x, y)

é um2-movimento.

A Figura A.2 ilustra o efeito de transposições sobre uma tripla orientada (Bafna e Pevz-
ner [7] utilizam essa figura para demonstrar a Proposição 123).

Dados dois ciclosC e C ′ deB(π), dizemos queC e C ′ se cruzamcaso existir uma tripla
orientada emC e uma tripla não-orientada emC ′ que são entrelaçadas. Veja o item (a) da Fi-
gura A.3. Dois ciclos orientadosC eC ′ sãonão-interferentesquando houver triplas orientadas
emC e emC ′ que não se entrelaçam. Veja o item (b) da Figura A.3.

Dada a permutaçãoπ, pares de ciclos que se cruzam ou que não são interferentes nodi-
agramaB(π) são particularmente relevantes na teoria de Bafna e Pevzner, pois em ambos os
casos é possível aplicar dois2-movimentos emπ. No caso de ciclos que se cruzam, a trans-
posiçãoτ que age sobre a tripla orientada é um2-movimento e como essa tripla é entrelaçada
a uma tripla não orientada, digamos(x, y, z) de outro ciclo, então(x, y, z) torna-se orientada
emπτ . Portanto, há um2-movimento atuante sobre(x, y, z). Por outro lado, se houver dois
ciclos não-interferentes emB(π), então a aplicação de um2-movimentoτ sobre uma das triplas
não modificará a orientação da outra tripla que permanecerá orientada emπτ . Logo, existe um
2-movimento emπτ atuante sobre a tripla orientada remanescente. Esse resultado é expresso
na Proposição 124:

Proposição 124.Se para uma dada permutaçãoπ, o diagramaB(π) possui ciclos que se cruzam
ou ciclos não-interferentes, então existem dois2-movimentos consecutivos paraπ.

Se houver um ciclo orientadoC emB(π) entãoC possui ao menos uma tripla orientada e
pela Proposição 123 existe um2-movimento aplicável emB(π). Caso não haja ciclos orienta-
dos, mas se houver dois ciclos não orientadosC e D com triplas entrelaçadas emB(π), então
existe uma transposição de arrasto (shuffling transposition) que atua sobre uma tripla emC (sem
perda de generalidade) que é entrelaçada a outra tripla emD. Logo emB(πτ) o cicloD se torna
orientado. Esses dois ciclosC e D são cruzados emB(πτ) e portanto há dois2-movimentos
consecutivos. Os demais casos exigem uma análise detalhadade cada uma das configurações de
entrelaçamento entre ciclos tais que não ocorram triplas entrelaçadas. A partir dessa análise e
assumindo-se a estratégia gulosa de buscar seqüências de transposições nas quais é maximizado
o número de2-movimentos, Bafna e Pevzner obtiveram o seguinte resultado.

Proposição 125.Dada a permutaçãoπ, se existe um ciclo longo emB(π), então é possível
encontrar um2-movimento ou um0-movimento seguido de dois2-movimentos consecutivos.

A Proposição 125 juntamente com a Proposição 120 permitem projetar um algoritmo para
a ordena ção deπ (ver Figura A.4).
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π = ( 0 3 2 5 4 1 6 )

60 3 2 5 4 1

Figura A.1:Diagrama de Ciclos de um genoma. No topo encontra-se a permutação correspondente a um genoma
em que são desconsideradas as orientações de seus blocos de genes. Em baixo é mostrado o Grafo de Ciclos da
permutaçãoπ.

z’ z y’ y x’ x

z’ xzy x’ y’

Figura A.2:Mudanças de orientação de arestas causadas por shuffling transpositionτ(z, y, x).
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z’ z y’ y x’ x

(a)

(b)

x’zz’ yy’ x

Figura A.3: Cruzamento e Interferência entre ciclos. (a) Dois ciclos que se cruzam. (b) Dois ciclos que não
se interferem. Observe que as triplas{x, y, z} e {x′, y′, z′} se entrelaçam em ciclos que se cruzam, mas não em
ciclos não-interferentes.

Algoritmo TSort(π)

1: while B(π) possuir um ciclo longodo
2: if Houver um2-movimento emπ then
3: Aplique um2-movimento
4: else
5: Aplique um0, 2, 2-movimento
6: end if
7: end while
8: while B(π) possuir ciclos curtosdo
9: Aplique um0-movimento seguido de um2-movimento.

10: end while

Figura A.4:Algoritmo aproximado de ordenação por transposições com fator de aproximação1,75.
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A Proposição 125 permite criar4 ciclos em3 transposições na média ao invés da média
de1 ciclo por transposição se aplicarmos apenas operações baseadas na Proposição 120. Por
outro lado, a Proposição 125 exige que os ciclos sejam longose por isso é necessário com-
binar as operações de ambos os teoremas para obter o algoritmo. Discutiremos agora o fator
de aproximação desse novo algoritmo. O algoritmo baseado naProposicão 120 garante que
∆codd(τ) = 2 para cada2-movimento aplicado, entretanto a Proposição 125 não possui essa
garantia para quaisquer2-movimentos. Por isso, se analisarmos isoladamente cada umdesses
parâmetros que se deseja maximizar (c(π) ou codd(π) ) o algoritmoTSortnão reduz o fator de
aproximação de2. Para resolver o aparente dilema de não haver uma redução no fator de aproxi-
mação do algoritmo, apesar do refinamento na identificação de2-movimentos, Bafna e Pevzner
consideraram uma função objetivof = xcodd(π) + ceven(π), parax ≥ 1, que combina os ci-
clos ímpares com os ciclos pares. O ganho máximo na variação da função objetivo para uma
transposiçãoτ é ∆f(τ) = f(τπ) − f(π) = 2x. O algoritmoTSortprovê um máximo ganho
na variação de ciclos demin{4

3
, 2x − 1}. Logo, para um certo valor de ponderação dos ciclos

ímpares (x = 7/6), é obtido um fator1,75 de aproximação para a distância de transposição.

Proposição 126.O algoritmoTSortgarante um fator de aproximação de1,75 para o problema
de ordenação por transposições.

Uma melhoria significativa no fator de aproximação de um algoritmo para o problema de
ordenação por transposições está atrelada a métodos que escolham transposições que aumentem
o número de ciclos ímpares. Essa questão incentivou os autores a buscarem uma maneira de
garantir que a Proposição 125 aumente o número de ciclosímpares ao invés de aumentar o
número de ciclos de maneira indiscriminada.

Definição 127(Transposição Válida). Dada uma permutaçãoπ, chamamos a transposiçãoτ de
umatransposição válidaquando∆c(τ) = ∆codd(τ).

A partir de uma análise de padrões de entrelaçamento entre osciclos deB(π) para uma
dada permutaçãoπ, Bafna e Pevzner determinaram em quais condições é possívelmaximizar o
número de2-movimentos válidos.

Proposição 128.Dada a permutaçãoπ, se houver um ciclo orientado emB(π), então existe
um2-movimento válido ou um0 − 2 − 2-movimento válido emπ.

Em um ciclo com uma estrutura de auto-entrelaçamento semelhante ao da Figura A.5 não
é possível aplicar um2-movimento válido diretamente. Sempre é necessário aplicar um 0-
movimento válido seguido de dois2-movimentos válidos. Qual estrutura um ciclo orientado
deve obedecer para permitir um2-movimento válido? Para responder a essa pergunta os autores
buscaram identificar quais seriam os ciclos com uma estrutura de auto-entrelaçamento o mais
simples possível.
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Dada a permutaçãoπ, sejaC um ciclo(i1, i2, . . . , ik) deB(π) eC∗ = (i1 = j1 > . . . > jk)

uma seqüência em ordem decrescente de elementos deC. SeC é um ciclo orientado tal que
existe uma transposição que transformeC∗ em C, entãoC é umciclo fortemente orientado.
Observe queC eC∗ são iguais casoC é um ciclo não orientado.

Proposição 129.Um ciclo fortemente orientado possui um2-movimento válido.

Como anteriormente, é possível realizar uma análise dos cruzamentos dos ciclos fortemente
orientados com ciclos não-orientados e de dois ciclos fortemente orientados visando identificar
qual deve ser a estrutura desses entrelaçamentos tal que dois2-movimentos válidos consecutivos
possam ser encontrados emπ.

Proposição 130.Dada a permutaçãoπ, seB(π) possui dois ciclos fortemente cruzados, então
existem dois2-movimentos válidos consecutivos emπ.

Proposição 131.Dada a permutaçãoπ, seB(π) possui dois ciclos fortemente não-interferentes,
então existem dois2-movimentos válidos consecutivos emπ.

Finalmente, Bafna e Pevzner encontraram uma versão da Proposição 125 para o caso de
movimentos válidos:

Proposição 132.Dada a permutação, se existe um ciclo longo emB(π), então existe um2-
movimento válido emπ ou um 0-movimento válido seguido de dois2-movimentos válidos
consecutivos emπ.

Observe entretanto que a Proposição 132 se aplica apenas a permutações cujo diagrama de
ciclos é composto por algum ciclo longo. Uma questão imediata que se coloca é sobre como
lidar com diagramasB(π) que possuam apenas ciclos curtos. Existem transposições atuantes
sobre arestas de dois ciclos curtos que aumentam o número de ciclos ímpares, embora não
aumentem o número de ciclos com relação a permutação original [7]. Chame um0-movimento
τ debomquando ele cria2 ciclos ímpares emB(πτ). Logo:

Proposição 133.Dada a permutaçãoπ, seB(π) possui apenas ciclos curtos, então existe um
bom0-movimento seguido de um2-movimento válidoπ.

A combinação da Proposição 132 e da Proposição 133 permite projetar o seguinte algoritmo
aproximadoTransSortmostrado na Figura A.6:

Proposição 134.O algoritmoTransSortordenaπ emO(n2) utilizando não mais do que3
4
(n +

1 − codd(π)) transposições, garantindo um fator de aproximação1,5.

A partir do algoritmoTransSorté possível ordenar qualquer permutação com no máximo
3
4
(n + 1− codd(π)) transposições. Um limitante superior mais justo para o diâmetro de transpo-

sição paraGen(E) decorre naturalmente desse resultado.
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a zb y x

(b)

d(b,x)

d(x,y)

d(y,a)

d(y,a)

d(b,x)

d(x,y)

d(b,x)d(y,a)d(x,y)

d(y,a)

d(b,x)

d(x,y)

Figura A.5:Um 0− 2− 2-movimento válido. Os parâmetrosd(v, w) indicam a distância em número de arestas
pretas entre os vérticesπv eπw.

Algoritmo TransSort(π)

1: while B(π) possuir um ciclo longodo
2: if Houver um2-movimento válido emπ then
3: Aplique um2-movimento válido emπ
4: else
5: Aplique um0 − 2 − 2-movimento válido emπ
6: end if
7: end while
8: while B(π) possuir apenas ciclos curtosdo
9: Aplique um0-movimento bom seguido de um2-movimento válido emπ

10: end while

Figura A.6: Algoritmo aproximado para o problema de ordenação por transposições. O fator de aproximação
do algoritmo é1,5.
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Corolário 135. O diâmetro de transposição do grupo simétricoGen(E) é de no máximo3n
4

.

O algoritmo aproximado de Bafna e Pevzner de fator de aproximação1,5 para o problema
de ordenação por transposições foi por muito tempo o algoritmo mais eficiente projetado para
este problema. Dentre os aspectos mais relevantes da teoriaoferecida pelos autores podemos
destacar a apresentação dos parâmetros e conceitos fundamentais que norteiam a pesquisa do
problema mesmo nos artigos mais recentes da área. Além disso, é necessário destacar que as
fórmulas para os limitantes inferiores e superiores para a distância de transposição e o diâmetro
de transposição foram as primeiras fórmulas não triviais oferecidas para o problema. A imple-
mentação do algoritmo utiliza estruturas de dados simples que permitem realizar transposições
em tempo linear (no tamanho da permutação). Alguns resultados novos sobre o problema foram
conseguidos nos últimos anos; principalmente melhorias notempo de execução do algoritmo
de Bafna e Pevzner e simplificações na teoria. Christie [17] encontrou um algoritmo mais sim-
plificado com o mesmo fator de aproximação, porém com complexidadeO(n4). Hartman e
Shamir [30] realizaram uma simplificação significativa da teoria de Bafna e Pevzner e propuse-
ram um algoritmo aproximado de mesmo fator de aproximação e tempo de execução subqua-
drático. Recentemente, Elias e Hartman [22] propuseram um novo algoritmo aproximado de
fator 1,375. A principal desvantagem encontrada no formalismo utilizado por esses autores é
a necessidade de uma análise que envolve padrões diversos e complexos do entrelaçamento de
ciclos e outras subestruturas deB(π) na demonstração dos principais resultados do artigo. O
tempo de execução e o fator de aproximação do valor de distância de transposição do algoritmo
de Bafna e Pevzner é fortemente influenciado pela estrutura da permutação. Vale destacar tam-
bém a ausência de uma análise das modificações da estrutura dodiagrama de ciclos causada por
−2-movimentos e−2-movimentos válidos.

A.2 Kaplan, Shamir e Tarjan (2000)

O artigo de Kaplan, Shamir e Tarjan [32] apresenta um algoritmo para o problema de rearranjo
em genomas por reversões com sinais mais eficiente que o algoritmo proposto por Hannenhalli
e Pevzner [29]. Nesse trabalho os autores definem uma nova estrutura combinatorial derivada
do grafo de pontos de quebra, o “grafo de sobreposição”, que émais eficiente e fácil de ser
analisada do que o grafo de pontos de quebra. Por exemplo, na teoria de Hannenhalli e Pevzner
eram necessárias algumas transformações equivalentes sobre a permutação original para que se
obtivesse estruturas mais simples (ciclos curtos). Tais transformações eram utilizadas para obter
estruturas para as quais a detecção das reversões mais adequadas para ordenar uma permutação
fosse uma tarefa fácil. A teoria desenvolvida por Kaplan, Shamir e Tarjan dispensa o processo
de transformação (padding) de permutações para a obtenção de estruturas adequadas à detec-
ção de reversões que ordenam a permutação. A eliminação das transformações equivalentes
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simplificou significativamente a compreensão dessa teoria.Além disso, esses autores consegui-
ram simplificar as estruturas de dados utilizadas no algoritmo, o que permitiu uma considerável
redução em sua complexidade.

A teoria de Kaplan, Shamir e Tarjan [32] especifica uma representação de permutações
semelhante a utilizada por Hannenhalli e Pevzner [29]. Dadauma permutação com sinaisπ,
a funçãou(π) que associa o conjunto de permutações com sinais a permutações sem sinais
da seguinte maneira: a cada elementox da permutaçãoπ, substituax por 2x − 1 e 2x sex

é positivo, ou por2|x| e 2|x| − 1, caso contrário. Além disso, paraπ′ = u(π) acrescente os
elementosπ′

0 = 0 eπ′
2n+1 = 2n + 1. Por exemplo:

[3, −2, 5, −4, −1] → [0, 5, 6, 4, 3, 9, 10, 8, 7, 2, 1, 11].

Uma reversãoρ realizada em uma permutação com sinaisπ possui uma correspondente
reversãoρ′ sobre uma permutação sem sinaisπ′.

Definição 136.Uma reversãoρ(i, j) tal quei é ímpar ej é par é chamada dereversão par.
Uma reversão parρ′ = ρ(2i + 1, 2j) sobreu(π) é equivalente a uma reversãoρ(i + 1, j) emπ.

Logo encontrar uma seqüência mínima de reversões com sinaisque ordene a permutaçãoπ

é equivalente a encontrar uma seqüência mínima de reversõespares que ordenemu(π). A partir
desse ponto, representaremos as permutações sem sinais obtidas pela transformaçãou apenas
porπ. Além disso, quando houver referência a reversão de uma permutação, de fato, estaremos
nos referindo a reversão par sobre a permutação sem sinaisπ. Dada a permutação sem sinal
π = [0, π1, π2, . . . , πn, n + 1], o par(πi, πi+1), onde0 ≤ i ≤ n, é chamado degap. Um gap
é chamado de ponto de quebra se|πi+1−πi| > 1, caso contrário o gap é chamado de adjacência.
O número de pontos de quebra da permutaçãoπ é denotado porb(π). Dada uma reversão com
sinaisρ(i, j) dizemos que a reversãoage sobreos gaps(πi−1, πi) e (πj, πj+1).

De maneira semelhante a usada por Hannenhalli e Pevzner [29], Kaplan, Shami e Tarjan [32]
utilizam uma definição de grafo de pontos de quebra,B(π), tal que cada elemento deπ torna-se
um vértice do grafo e dois vértices são ligados por uma arestapreta se o par de vértices é um
ponto de quebra emπ, ou ligados por uma aresta cinza se o par de vértices é um pontode quebra
emπ−1. Observe que o grafo de pontos de quebra possui uma única decomposição em ciclos
disjuntos, uma vez que cada vértice do grafo possui grau dois. Logo, o número de ciclos de
B(π) é bem definido e iremos denotá-lo porc(π). A partir da análise do efeito de reversões
com sinais sobre o número de ciclos e de pontos de quebra do grafo B(π) foram definidos os
seguintes conceitos que indicam quais seriam as reversões com sinais desejadas para ordenar a
permutação.

Definição 137.Dada uma permutaçãoπ, uma reversãoρ é chamada dereversão própriaquando
∆b − ∆c = −1, onde∆b é a variação no número de pontos de quebra resultante da aplicação
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deρ a π, ou seja, temos∆b = b(πρ) − b(π), enquanto∆c é a variação no número de ciclos no
grafo de pontos de quebra devido a aplicação deρ aπ, isto é, temos∆c = c(πρ) − c(π).

Uma reversãoρ atua sobreuma aresta cinzae se a arestae é incidente aos vértices per-
tencentes aos pontos de quebra nos quais a reversãoρ age. Uma aresta cinza éorientadase a
reversão que atua sobre a aresta é uma reversão própria, casocontrário a aresta énão orientada.

Proposição 138.DadoB(π), uma aresta cinza(πk πl) é orientada se e somente sek + l é par.

Kaplan, Shamir e Tarjan descrevem uma relação entre as arestas cinzas segundo o seu cru-
zamento no grafo de pontos de quebra. Dois intervalos de números reaisse sobrepõemquando
a interseção entre os intervalos não é vazia e um intervalo não estiver contido no outro. Consi-
dere a associação do intervalo[i, j] a aresta(πi, πj , duas arestasse sobrepõemquando os seus
respectivos intervalos associados se sobrepõem. A partir da relação de sobreposição, definimos
o grafo de sobreposiçãoOV (π) tal que seu conjunto de vértices é o conjunto de arestas cinzas
do grafo de pontos de quebra e dois vértices emOV (π) são adjacentes se suas arestas corres-
pondentes no grafo de pontos de quebra se sobrepõe. Para evitar confusões entre os conceitos
dos dois grafos, iremos nos referir a vértices e arestas com relação ao grafo de pontos de quebra
e respectivamente a nós e arcos do grafo de sobreposição, desse modo denotaremos porN o
conjunto de nós e porA o conjunto de arcos do grafo de sobreposição. Um componente co-
nexo deOV (π) é chamado decomponente orientadose houver algum nó no componente que
represente uma aresta cinza orientada, caso contrário seráumcomponente não orientado.

A demonstração de Kaplan, Shamir e Tarjan de que é possível ordenarπ em tempo de
execuçãoO(n2) baseia-se no algoritmo de eliminação de obstáculos de Hannenhalli e Pevzner,
que exige um tempo de execução linear no tamanho da permutação, e na demonstração de que
dada uma permutaçãoπ sem componentes não orientados sempre é possível encontraruma
reversão própriaρ tal queπρ não possua componentes não orientados. Em outros termos, os
autores demonstram que:

Proposição 139.Dada uma permutaçãoπ tal queOV (π) não possua componentes não orien-
tados, entãod(π) = b(π) − c(π).

Para demonstrar a proposição anterior os autores avaliam o efeito de reversões orientadas
sobre o grafo de sobreposição e desenvolvem o conceito de “clique feliz” para determinar dentre
os nós orientados do grafo de sobreposição qual é o nó que possui umareversão seguraatuando
sobre ele, isto é, uma reversão que não crie nenhum componente não orientado quando aplicada
a permutação inicial. Denote porN(e) os nós vizinhos ae no grafo de sobreposição incluindoe.
Chamaremos deON(e) o subconjunto de nós orientados deN(e) e deUN(e) ao subconjunto
de nós não orientados deN(e). A Proposição 140 mostra o efeito de uma reversão atuando em
um nó do grafo de sobreposição.
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Proposição 140.Sejae um nó do grafo de sobreposiçãoOV (π) e sejaπ′ = πρe ondeρe é a
reversão que atua sobree. O grafoOV (π′) pode ser obtido por meio das seguintes operações:

• Complemente o subgrafo deOV (π) induzido pelos nósN(e) − e e troque a orientação
de cada vértice no conjuntoN(e) − e.

• See é um nó orientado emOV (π) então remova-o deOV (π).

• Se houver algum nó orientadoe′ em OV (π) tal queρe′ = ρe então remova o nóe′ de
OV (π).

SejaOV (π) um grafo de sobreposição da permutaçãoπ, umaclique felizC ⊆ N é uma
clique de nós orientados deOV (π) tal que para todo nó orientadoy 6∈ C, se(x, y) ∈ A ex ∈ C,
então existe um nó orientadoz 6∈ C onde(z, y) ∈ A e (z, x) 6∈ A.

Proposição 141.Dado o grafo de sobreposiçãoOV (π), sejaC uma clique feliz ee um nó em
C tal que|UN(e′)| ≤ |UN(e)| para cadae′ ∈ C. Então a reversão que atua sobre o nóe, ρe é
segura.

Segundo a Proposição 141, basta realizar uma busca pelo nó com número máximo de vizi-
nhos não orientados em uma clique feliz para encontrarmos uma reversão segura. É necessário
demonstrar, entretanto, que em um grafo de sobreposição contendo apenas bons componentes
sempre existe uma clique feliz.

Proposição 142.Dado o nó orientadoe de OV (π), existe um nó orientadof ∈ ON(e) tal
que paraπ′ = πρf , ondeρf é a reversão atuando emf , todos os componentes emOV (π′) são
orientados.

A Proposição 142 afirma, em outros termos, que na vizinhança orientada de qualquer nó
orientado deOV (π) existe uma clique feliz. Essa proposição sugere um meio de encontrar
uma clique feliz em um grafo de sobreposição sem componentesruins. Primeiramente, os
autores utilizaram uma representação implícita do grafo desobreposiçõesOV (π) baseada em
dois vetores que representam respectivamenteπ eπ−1, ao invés da representação usual de grafos
que utiliza um espaço deO(n2). Dada essa representação deπ e π−1 é possível realizar as
seguintes operações:

• Identificação dos extremos de uma aresta cinza. Dado um elemento qualquery da permu-
taçãoπ, determinar o outro extremoy′ da aresta cinza a qualy pertence é obtido da
seguinte maneira: sey é par, então o outro extremo da aresta cinza éy′ = y + 1, caso
contrário,y′ = y − 1.



162 Apêndice A. Revisão Bibliográfica

• Determinar se um elemento é o extremo esquerdo ou direito de uma aresta cinza. Dado
o elementoy, encontre o outro extremoy′ e compare os valores deπ−1[y] e π−1[y′]. O
elemento cujo valor emπ−1 é menor será o elemento esquerdo enquanto o outro o direito
na aresta cinza.

• Determinar se uma aresta cinza é orientada ou não orientada.Dada a aresta cinzae =

(y y′), basta verificar a paridade do valorparity(e) = π−1[y] + π−1[y′]. Separity(e) é
par entãoe é orientada, caso contrário a aresta cinza é não orientada.

• Determinar se duas arestas cinzas se sobrepõe. Dadas duas arestas cinzas(y y′) e (z z′),
as mesmas irão se sobrepor casoπ−1[y] < π−1[z] < π−1[y′] < π−1[z′] ou π−1[z] <

π−1[y] < π−1[z′] < π−1[y′], caso contrário as arestas cinzas não se sobrepõe.

• Efetuar uma reversãoρ(i, j). Basta inverter o intervaloπ[i..j] e efetuar as modificações
necessárias no vetorπ−1.

Claramente essas operações sobre os vetores podem ser realizadas em tempo de execução
constante, exceto pela aplicação da reversão sobre a permutação que exige um tempo de execu-
ção proporcional ao tamanho do intervalo que sofre a reversão, ou seja,O(n). Essas operações
são fundamentais para encontrar uma clique feliz emOV (π).

Proposição 143.Dado o grafoOV (π) em sua representação implícita, é possível encontrar
uma clique feliz emOV (π) em tempo de execuçãoO(n).

Resumidamente, o algoritmo para encontrar uma clique felizem um grafo de sobreposição
consiste em percorrer uma lista de nós orientados em ordem crescente segundo o extremo es-
querdo das arestas cinzas correspondentes. Os nós na seqüência tais que seu extremo esquerdo
pertença a todos os intervalos anteriores são adicionados auma lista que indica a clique corrente.
Caso o próximo nó a ser adicionado obedeça a uma invariante daclique durante a execução do
algoritmo, ele não é adicionado a clique. O algoritmo devolve a clique corrente caso não haja
mais nenhum vértice a ser adicionado. O tempo de execução desse algoritmo é proporcional ao
número de nós do grafo de sobreposição, ou seja,O(n).

Após a localização de uma clique feliz no grafo de sobreposição é necessário realizar uma
busca que determine o nó orientado na clique feliz que possuao número máximo de vizinhos
não orientados. Uma implementação ingênua dessa busca pelonó de máximo grau de vizinhos
não orientados verificaria o grau de todos os nós da clique e armazenaria o nó de maior grau
encontrado durante o cálculo dos graus. Esse algoritmo exigiria um tempo de execução da or-
dem deO(n2). Dada a clique felizC = {e1, e2, . . . , ej}, Kaplan, Shamir e Tarjan conseguem
obter o nó orientado com o tempo deO(n) por meio da utilização de um vetoro[i] como es-
trutura de dados, de tal forma que a soma

∑l
i=1 o[i], onde1 ≤ l ≤ j, é o número de vizinhos

não orientados do vérticeel ∈ C. Para cada nó não orientado no grafo de sobreposição, no
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Algoritmo KSTSort(π)

1: Ache os componentes do grafo de sobreposiçãoOV (π)
{procedimento de Hannenhalli e Pevzner}

2: Elimine os Obstáculos
3: while π não estiver ordenadado
4: Encontre uma clique felizC no grafoOV (π)
5: Ache um vérticeef ∈ C com o máximo número de vizinhos não orientados
6: Aplique uma reversão segura sobre o vérticeef

7: Inclua a reversão na seqüência de reversões ordenantes
8: Atualize a permutaçãoπ e o grafoOV (π)
9: end while

10: return A seqüência de reversões ordenantes

Figura A.7:Ordenação por Reversões de Permutações com sinais.

máximo quatro das posições dos vetores são alteradas segundo uma análise de casos que avalia
a sobreposição do nó não orientado aos nós da clique feliz. Aofim da inicialização do vetor, o
nó com o número máximo de vizinhos não orientados seráef , onde:

f = arg maxl{
l∑

i=1

o[i] | 1 ≤ l ≤ j}.

O algoritmo de Kaplan, Shamir e Tarjan é mostrado na Figura A.7
A relevância do algoritmo de Kaplan, Shamir e Tarjan se deve ao fato de ser um algoritmo

eficiente para o problema de rearranjo por reversões com sinais. Um dos principais benefícios
oferecido pelos autores foi a simplificação de diversas estruturas e processos de transforma-
ções que eram utilizadas em algoritmos anteriores, principalmente pela teoria de Hannenhalli e
Pevzner. Esse algoritmo apresenta também uma organização engenhosa de suas estruturas de
dados o que explica sua grande eficiência. Além disso, é o primeiro algoritmo que busca por
reversões seguras apenas entre as reversões próprias. Por outro lado; Kaplan, Shamir e Tarjan
recorrem a argumentos visuais como na descrição da invariante 4.1 de seu artigo [32].

A.3 Bergeron (2005)

Uma nova simplificação considerável da teoria de ordenação de genomas por reversões com
sinais foi realizada por Anne Bergeron [8]. Em sua teoria, ela dispensou a utilização de es-
truturas combinatórias utilizadas nas teorias anteriorescomo o grafo de pontos de quebra e o
grafo de sobreposição. Ao invés de realizar a análise dessasestruturas, ela identificou estruturas
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combinatórias equivalentes na própria permutação com sinais e sua correspondente transforma-
ção em permutação sem sinais e conseguiu formular conceitoscomo o de reversão orientada e
obstáculos de maneira extremamente intuitiva.

Sejaπ = [π1, π2, . . . , πn] a permutação com sinais que representa um genoma e acrescente
a essa permutação os elementosπ0 = 0 e πn+1 = n + 1. Dada essa permutação aumentadaπ,
define-se opar orientado(πi, πj) como sendo um par de inteiros consecutivos de sinais opostos
tais que||πi| − |πj|| = 1. Por exemplo na permutação

[0; −2; 3; −5; 4; 1; 6],

os pares orientados são(−2, 1), (−2, 3), (−5, 4) e (−5, 6). Um par orientado na permutação
π corresponde a uma aresta cinza orientada no grafo de sobreposição deπ. Logo um par orien-
tado induz uma reversão própria sobreπ, ou reversão orientadana terminologia de Bergeron,
que é a reversão que atua sobre a aresta cinza correspondente. A reversão induzida pelo par
orientado(πi, πj) é:

ρ(i, j − 1), seπi + πj = +1

ou
ρ(i + 1, j), seπi + πj = −1.

Se observarmos apenas o efeito da reversão induzidaρ sobre a permutaçãoπ, verificamos
que um par de elementos consecutivos e adjacentes é criado emπρ, em outros termos, o número
de pontos de quebra da permutaçãoρπ foi reduzido de pelo menos1. Esse comportamento é
observado no exemplo abaixo:

π = [0; −2; 3, −5, 4, 1, 6].

Os elementos sublinhados indicam a região afetada pela reversãoρ(2, 5) induzida pelo par
orientado(−2, 1). O resultado da aplicação da reversão é:

πρ(2, 5) = [0, −2, −1, −4, 5, −3, 6].

A permutaçãoπ possui6 pontos de quebra e4 pares orientados, enquanto a permutação
πρ(2, 5) possui5 pontos de quebra e2 pares orientados. Como durante uma ordenação deπ

desejamos encontrar a permutação que possua o número mínimode pontos de quebra, então
de maneira intuitiva seria desejável encontrar a reversãoρ induzida por algum par orientado
deπ tal que emπρ apareça o número máximo possível de novos pares orientados,pois desse
modo sempre é possível eliminar ao menos um ponto de quebra dapermutação original. Essa
discussão nos remete ao conceito de “score” de uma reversão com sinaisρ. O scorede uma
reversão com sinaisρ é o número de pares orientados emπρ.

Bergeron afirma que uma estratégia baseada na escolha em cadapasso da ordenação das
reversões descoremáximo é uma estratégia ótima tal que a seguinte proposição vale:
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Proposição 144.Se a aplicação de uma seqüência dek reversões orientadas em uma permuta-
çãoπ resultar em uma permutação em que todos os elementos são positivosπ′, entãod(π) =

d(π′) + k.

O algoritmo de ordenação de Bergeron possui dois conjuntos de operações ordenantes: re-
versões orientadas descoremáximo e determinadas reversões “especiais” sobre permutações
cujos elementos são todos positivos. Iremos discutir agoraquais são as estruturas encontradas
em permutações com todos os elementos positivos.

Sejaπ uma permutação cujos todos os elementos são positivos e considere também queπ
seja uma permutaçãoreduzida, ou seja,π não possui elementos adjacentes consecutivos. Como
anteriormente, a permutaçãoπ possui os elementos auxiliaresπ0 = 0 e πn+1 = n + 1. Além
disso, considere que a permutação induz uma ordem circular de sucessão dos elementos, isto é
0 é sucessor den + 1.

Definição 145(Intervalo de Moldura). Um intervalo de molduraem π é uma seqüência de
elementosπj , πj+1, . . . , πj+k em π que obedeça a seguinte forma:πj = i, πj+k = i + k e
πt ∈ [i, i + k] paraj + 1 ≤ t ≤ j + k.

Em qualquer permutação sem sinais o intervalo envolvendo todos os elementos é um inter-
valo de moldura. Considere a seguinte permutação reduzida como exemplo:

π = [0, 2, 1, 3, 5, 4, 6],

além do intervalo de moldura trivial0 2 1 3 5 4 6, há os intervalos0 2 1 3 e
3 5 4 6. Dizemos que os intervalos de moldura0 2 1 3 e3 5 4 6 estãocontidos
no intervalo0 2 1 3 5 4 6, ou também que este intervalocontémos anteriores.

Definição 146(Obstáculo). Dada uma permutação reduzida de elementos positivos, um inter-
valo de moldura é umobstáculoquando esse intervalo não contém nenhum outro intervalo de
moldura.

Segundo Bergeron [8] um obstáculo definido como acima é equivalente aos conceitos de
obstáculos utilizados nas duas teorias anteriores de Hannenhalli e Pevzner [29] e Kaplanet
al. [32]. Bergeron redefine duas operações para a eliminação de obstáculos de uma permutação
que já haviam sido utilizadas no trabalho de Hannenhalli e Pevzner: corte de obstáculose
junção de obstáculos. Dada uma permutação com apenas um obstáculoi πj . . . πj+k−1 i + k é
possível eliminar esse obstáculo por meio da reversãoρ(π−1(i) + 1, π−1(i + 1) − 1), que corta
o obstáculo. Observe o seguinte exemplo:

π = [0, 2, 1, 3, 5, 4, 6] → πρ(1, 1) = [0, −2, 1, 3, 5, 4, 6]

Uma vez quei < i+1 < j, então a aplicação da reversãoρ(π−1(i)+1, π−1(i+1)−1) sempre
cria pelo menos um par orientado emπρ: na pior das hipóteses será apenas o par(−(j−1) j).
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Dada uma permutaçãoπ que possua mais de um obstáculo, a operação de junção de obstá-
culos consiste em realizar uma reversão dos elementos deπ que aparecem no intervalo entre
o elemento final de um obstáculo até o elemento inicial de outro intervalo. Em outros termos,
dados os obstáculosi . . . i+k ei′ . . . i′+k′, a reversãoρ(π−1(i+k), π−1(i′)) é uma operação
de junção de obstáculos. Considere o seguinte exemplo:

π = [0, 3, 5, 7, 4, 6, 8, 2, 1, 9, 12, 10, 11, 13]

e

πρ(6, 9) = [0, 3, 5, 7, 4, 6, −9, −1, −2, −8, 12, 10, 11, 13].

Observe que a operação de junção sempre cria pelo menos dois pares orientados emπρ.
A escolha de qual obstáculo deve sofrer uma operação de corteou junção deve ser bem ava-

liada em uma permutação com mais de dois obstáculos pois é possível que após a aplicação da
reversão um novo obstáculo surja na permutação. Tome a seguinte permutação como exemplo:

π = [0, 3, 5, 7, 4, 6, 8, 2, 1, 9, 12, 10, 11, 13].

Considere que foi realizada a escolha de aplicar um corte no obstáculo3 5 7 4 6 8. Logo a
permutação resultante será:

πρ(2, 4) = [0, 3, −4, −7, −5, 6, 8, 2, 1, 9, 12, 10, 11, 13].

Aplicando o algoritmo de ordenação emπρ(2, 4) baseado na estratégia da escolha de uma
reversão de máximoscoreobtemos a seguinte permutação:

π′ = [0, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 2, 1, 9, 12, 10, 11, 13].

Se aglutinarmos os elementos adjacentes consecutivos em umnovo elemento da permutação
e renomearmos todos os elementos segundo a sua posição relativa na nova permutação obtemos:

π′′ = [0, 3, 2, 1, 4, 6, 5, 7, 8].

A permutaçãoπ′′ possui dois obstáculos (são0 3 2 1 4 e 4 6 5 7 8), ou seja, o número de
obstáculos não foi reduzido após a aplicação do corte de obstáculos. Essa discussão remete ao
seguinte conceito:

Definição 147(Superobstáculo). Um obstáculo ésimplesse a aplicação de uma operação de
corte ou junçãoρ sobre esse obstáculo reduz o número de obstáculos emπρ. Um obstáculo que
não é simples é chamado desuper obstáculo.
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A partir desse conceito de super obstáculos, Bergeron [8] adaptou o algoritmo de eliminação
de obstáculos de Hannenhalli e Pevzner de acordo com a sua teoria:

Dada uma permutação reduzida, então:

• Se a permutação possui2k obstáculos, parak ≥ 2, aplique a junção de quaisquer dois
obstáculos não consecutivos.

• Se a permutação possui2k + 1 obstáculos, parak ≥ 1, então se houver apenas um obstá-
culo simples corte-o, caso contrário aplique a junção de dois obstáculos não consecutivos
(ou dois obstáculos consecutivos casok = 1).

A partir da análise de alguns resultados da teoria de Hannenhalli e Pevzner [29], Bergeron
encontra os subsídios necessários para provar que os dois algoritmos anteriores para eliminar
obstáculos e realizar reversões orientadas descoremáximo, de fato, ordenam uma permuta-
ção qualquerπ. Primeiramente, chamaremos de umareversão seguraà reversão que não cria
componentes ruins no grafo de sobreposição de uma permutação. Hannenhalli e Pevzner [29]
haviam provado o seguinte resultado:

Proposição 148(Hannenhalli e Pevzner). Qualquer seqüência de reversões seguras é ótima na
ordenação da permutaçãoπ.

Bergeron demonstrou que reversões orientadas de máximoscoresão reversões que ordenam
π.

Proposição 149(Bergeron). Uma reversão orientada descoremáximo é uma reversão segura.

Além disso, Bergeron mostrou também que um obstáculo em sua teoria é equivalente a um
obstáculo na teoria de Hannenhalli e Pevzner [29] e Kaplanet al. [32]. Essa equivalência entre
os conceitos de obstáculos é expressa em outros termos na Proposição 150:

Proposição 150.Seπ é uma permutação reduzida, um componente não orientado do grafo de
sobreposição é minimal se e somente se o seuspané um intervalo de moldura que não contém
nenhum outro intervalo de moldura.

Para realizar a manipulação das permutações nos algoritmos, Bergeron optou por utilizar
uma representação matricial e de vetores de bits. Uma matrizrepresenta o grafo de sobreposição
da permutaçãoπ, além disso um vetor de bits é utilizado para armazenar a orientação dos
nós do grafo de sobreposição enquanto uma matriz armazena emcada uma de suas colunas a
representação binária dos valores dosscoresde cada reversão associada a um vértice do grafo
de sobreposição. Por meio de um conjunto de procedimentos demanipulação bits, é possível
realizar a inicialização das estruturas de dados e a aplicação de reversões sobre a permutação.
Uma análise dos procedimentos utilizados por Bergeron demonstram que uma das operações
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que demandam maior tempo de execução é o novo cálculo doscorede cada reversão (nó)
aplicável a permutação. O cálculo doscoreé limitado pelo número de nós vizinhos do nó
corrente e portanto o tempo de execução do cálculo de seuscoreé O(n2). Uma vez que a
distância de reversão é limitada porn, então o tempo de execução total do algoritmo éO(n3).

A teoria de Bergeron sobre o problema de ordenação por reversões de permutações com
sinais tem sido a teoria mais fácil e intuitiva para a compreensão do problema e a que fornece
um algoritmo de implementação mais simples entre todos os algoritmos projetados para esse
problema. Por outro lado, essa apresentação do formalismo clássico apresenta alguns pontos
negativos comparativamente às teorias anteriores. O algoritmo de Bergeron possui um tempo
de execução superior ao algoritmo de Kaplanet al. [32]. Além disso, enquanto os algoritmos
discutidos anteriormente poderiam ser utilizados após algumas alterações para resolver o pro-
blema de encontrar todas as seqüências de reversões que ordenam uma permutação com sinais,
o algoritmo de Bergeron seria incapaz de ser adaptado para a solução desse problema, uma vez
que a escolha de uma reversão para o próximo passo na ordenação é realizada em um conjunto
menor do que o conjunto de todas as reversões ordenantes. De maneira semalhante aos demais
trabalhos sobre o problema de ordenação por reversões com sinais, a teoria de Bergeron não
eliminou a necessidade de diagramas para justificar alguns de seus teoremas, como na demons-
tração do efeito de uma reversão com sinais no grafo de sobreposição, o que acreditamos ser
um recurso inadequado.

A.4 Hartman e Shamir (2006)

Uma simplificação da teoria de ordenação de permutações por transposições foi realizada por
Hartman e Shamir [30]. Primeiramente, os autores demonstram que qualquer algoritmo proje-
tado para resolver o problema de ordenação por transposiçãode permutações “lineares” pode
ser aplicado para a resolução do mesmo problema no caso de permutações “circulares”. No
entanto a grande contribuição do artigo é a redução dos conceitos e estruturas que devem ser
analisadas no diagrama de ciclos e o projeto de um novo algoritmo aproximado para o problema
de ordenação por transposições. Em sua teoria, os autores utilizaram estruturas de dados proje-
tadas por Kaplan e Verbin [33] que permitiram uma expressivaredução no tempo de execução
do algoritmo. A estrutura de dados desenvolvida por Kaplan eVerbin é uma combinação de
uma árvoresplaycom listas de blocos da permutação a ser ordenada.

Apresentamos a definição de transposição segundo o trabalhode Hartman e Shamir [30].
Dada uma permutaçãoπ = [π1, . . . , πn] sobre{1, 2, . . . , n} que representa um genoma,
define-se osegmentoA emπ como uma seqüência de elementos consecutivosπi, . . . , πj , onde
j ≥ i. Dois segmentosA = πi, . . . , πk e B = πj , . . . , πl sãocontíguoscasoj = k + 1 ou
i = l + 1. Uma transposiçãoτ emπ é o evento que troca dois segmentos contíguos. Em outros



A.4. Hartman e Shamir (2006) 169

termos, dada a permutação

π = [π1, . . . , πi, . . . , πj , . . . , πk, . . . , πn]

a permutaçãoτ(i, j, k) troca os segmentosπi . . . πj−1 eπj . . . πk−1 emπτ(i, j, k):

πτ(i, j, k) = [π1 π2 . . . πj . . . πk−1 πi . . . πj−1 . . . πk . . . πn].

Uma permutação circular é uma permutaçãoπ = (π1 π2 . . . πn) sobre[n] tal que se
considera os seus índices como uma seqüência circular, i.e.π(πi) = πi+1 para1 ≤ i ≤ n − 1 e
π(πn) = π1. Existemn seqüências de elementos que representam uma permutação circular de
acordo com a escolha de qual será o primeiro elemento da seqüência. Infelizmente, os autores
não deixam claro se foi adotada uma convenção a respeito de qual seria a representante canônica
de uma permutação circular. Uma convenção adequada para a representante canônica seria a de
que o primeiro elemento dessa seqüência representante sejao elemento1.

Uma transposiçãoτ(i, j, k) sobre uma permutação circularπ é o evento que troca dois
segmentos disjuntos e contíguosπi, . . . , πj−1 e πj , . . . , πk emπ. De fato, uma transposição
define uma partição dos elementos de uma permutação circularem três segmentos contíguos
dois a dois. Uma vez que a permutação é circular, os segmentossão contíguos disjuntos e é
possível ordenar três segmentos em uma ordem cíclica apenasde duas maneiras, então uma
transposição em uma permutação circular pode ser realizadapor meio da troca de quaisquer
dois segmentos da permutação.

Dada uma permutaçãoπ (linear ou circular) oproblema de ordenação por transposições
consiste em determinar uma seqüência mínima de transposiçõesτ1, . . . , τk tal que

πτ1τ2 . . . τk = ι

ondeι é a permutação identidade[1 2 . . . n] (observe que no caso de permutações circulares
a permutação a qualπ deve ser transformada é(1 2 . . . n) quenão é a identidade). O nú-
mero de transposiçõesk em uma seqüência mínima é chamado dedistância de transposiçãoda
permutaçãoπ e é denotado pordt(π).

Hartman e Shamir mostram que os problemas de ordenação de permutações circulares e li-
neares são equivalentes pois existe uma seqüência de transposições que ordena uma permutação
linearπ e sua equivalente permutação circularπc.

Proposição 151.O problema de ordenar permutações lineares por transposições é equivalente
ao problema de ordenar permutações circulares por transposições.

Nas definições que se seguem Hartman e Shamir adotaram a representação de genomas por
meio de permutações circulares. Dada a permutaçãoπ sobre[n] definaf(π) como a permutação
sobre[2n] tal que cada elementoi deπ é substituído pelos elementos2i − 1 e2i, nessa ordem,



170 Apêndice A. Revisão Bibliográfica

emf(π). Uma transposiçãoτ(i, j, k) é chamadalegal quandoi, j e k são ímpares. Uma vez
que a permutação é circular, os índices e elementos2n + 1 e1 serão considerados idênticos.

Dadas a permutação circularπ = (π1 . . . πn) e f(π) = π′ = (π′
1 . . . π′

2n), o grafo de
pontos de quebraB(π) é um diagrama que possui como conjunto de vértices os elementos
{1, 2, . . . , 2n} e π′

2i é ligado aπ′
2i+1 por uma aresta preta, chamadabi e o elemento2i é ligado

a2i + 1 por meio de uma aresta cinza, para1 ≤ i ≤ n.

O grafo de pontos de quebra distingue-se do diagrama ( ou grafo ) de ciclos devido a ser
construído sobref(π) o invés de de ser construído diretamente da permutaçãoπ como na teoria
de Bafna e Pevzner [7].

Uma vez que cada vértice possui duas arestas incidentes, o diagrama possui uma única
decomposição em ciclos. O número de ciclos deB(π) é denotado porc(π). O comprimento de
um ciclo é obtido de seu número de arestas pretas. Um ciclo é chamado dek-ciclo se possui
comprimentok. Um ciclo éímparquando o seu comprimento é ímpar, caso contrário será um
ciclo par. O número de ciclos ímpares emB(π) é denotado porcodd(π). A variação do número
de ciclos devido a aplicação de uma transposiçãoτ à permutaçãoπ é denotada como∆c(π, τ) =

c(πτ) − c(π), entquanto a variação do número de ciclos ímpares é denotadapor ∆c(π, τ) =

c(πτ) − c(π). Bafna e Pevzner [7] haviam provado anteriormente que∆c(π, τ) ∈ {−2, 0, 2} e
∆codd(π, τ) ∈ {−2, 0, 2}. Além disso, Bafna e Pevzner ofereceram o melhor limitante inferior
para a distância de transposição que conhecemos até o momento: d(π) ≥ n+1−codd(π)

2
. Embora

esses resultados tenham sido demonstrados para permutações lineares, os mesmos são válidos
para permutações circulares.

Há apenas dois tipos possíveis de configurações de3-ciclos que podem ser obtidos por meio
da aplicação de transposições legais. A Figura A.8 mostra osdois tipos de configurações de um
3-ciclo.

Figura A.8:Configurações de3-ciclos que podem ser obtidos por meio da aplicação de transposições legais. O
3-ciclo da esquerda é não orientado enquanto o da direita é orientado.

Dada uma permutaçãoπ, uma transposição legalτ atua sobreas arestas pretasbi, bj e bk

emB(π) casoτ = τ(i, j, k). Uma transposiçãoτ é umak-transposição se∆codd(π, τ) = k.
Um ciclo é chamado deciclo orientadose existe uma2-transposição que atua em três de suas
arestas pretas, caso contrário o ciclo seránão orientado. Nas duas possíveis configurações de
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um 3-ciclo emB(π), observados na Figura A.8, o ciclo da esquerda é não orientado enquanto
o da direita é orientado.

Sejaπ uma permutação circular ei1, . . . , ik uma seqüência cíclica de elementos, i.e.i1 é
o sucessor deik, então chama-se dearco um subconjunto de elementos contíguos na seqüência
anterior. O par(ij, il), tal quei 6= j, define dois arcos disjuntosij , . . . , il−1 e il, . . . , ij−1.
Por outro lado uma tripla(bi, bj , bk), ondei 6= j 6= k, define uma partição da seqüência cíclica
em três arcos disjuntos. Os pares de arestas pretas(a, b) e (c, d) se cruzamcaso as arestasa
e b pertençam a arcos distintos definidos por(c, d). Um par de arestas pretas(a, b) cruzaum
ciclo C se existe um par de arestas pretas(c, d) emC, i.e. c ed pertencem aC, tal que(a, b) e
(c, d) se cruzam. Os ciclosC eD se cruzamse houver pares de arestas pretas emC eD que se
cruzam. Duas triplas de arestas pretasse entrelaçamquando cada uma das arestas de uma das
triplas pertence a um arco distinto definido pela segunda tripla, nesse caso diz-se que as triplas
sãoentrelaçadas. Do mesmo modo, dois3-ciclosse entrelaçamou sãoentrelaçadoscaso suas
arestas se entrelaçam.

Umk-ciclo emB(π) écurtosek ≤ 3, caso contrário será um ciclolongo. O grafo de pontos
de quebra, bem como a permutação que o define, é chamadosimplesquando possui apenas
ciclos curtos. Hartman e Shamir [30], com a expectativa de simplificar a estrutura do grafo de
pontos de quebra, isto é, as relações de entrelaçamento e cruzamento entre os ciclos e arestas,
utilizaram uma transformação de permutações arbitrárias em permutações simples semelhante
às transformações equivalentes utilizadas por Hannenhalli e Pevzner [29] no diagrama de ciclos.

Dado o grafo de pontos de quebraB(π), sejab = (vb, wb) uma aresta preta eg = (vg, wg)

uma aresta cinza ambas pertencentes ao ciclo

C = (. . . , vb, wb, . . . , vg, wg, . . .),

deB(π). Um (g, b)-split deB(π) consiste na seguinte série de operações sobreB(π):

• Remoção das arestasb e g deB(π).

• Adição de dois novos vérticesv ew aB(π).

• Adição de duas novas arestas pretas(vb, v) e (w, wb).

• Adição de duas novas arestas cinzas(wg, w) e (v, vg).

O grafo resultante da aplicação de um(g, b)-split emB(π) é denotado por̂B(π). Observe
que um(g, b)-split divide o cicloC em dois novos ciclos em̂B(π). Hannenhalli e Pevzner [29]
demonstraram que existe uma permutaçãoπ̂ sobre o conjunto{1, . . . , n+1} que define o grafo
B̂(π) e portantoB̂(π) = B(π̂), nesse caso as permutaçõesπ̂ e π são chamadasequivalentes.
Sejan(π) o número de arestas pretas deπ. Um (g, b)-split é chamadoseguroquando essa
operação preserva o parâmetron(π) − codd(π), ou em outros termos, temosn(π) − codd(π) =

n(π̂) − codd(π̂).
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Proposição 152(Lin e Xue [36]). Qualquer permutação pode ser transformada em uma permu-
tação simples por meio de splits seguros.

De fato, os splits seguros preservam o limitante inferior paa a distância de transposição,
devido a garantia de quen(π) − codd(π) = n(π̂) − codd(π̂). Além disso, uma seqüência de
transposições que ordenaπ é relacionada a uma seqüência de transposições que ordenaπ̂ por
meio da seguinte Proposição 153 de Hannenhalli e Pevzner [29]:

Proposição 153(Hannenhalli e Pevzner [29]). Dada uma permutaçãoπ, sejaπ̂ uma permutação
simples equivalente aπ. Uma seqüência de transposições que ordenaπ̂ é equivalente (imita)
uma seqüência de transposições que ordenaπ com o mesmo número de operações.

A importância da Proposição 153 se deve a possibilidade de transformar uma permutação
cujo grafo de pontos de quebra é composto de ciclos longos e com estruturas complexas de
entrelaçamento e cruzamento (às vezes auto-cruzamentos) que exigiam a análise de diversos ca-
sos na teoria Bafna e Pevzner [7] em uma permutação simples envolvendo apenas ciclos curtos
com um número reduzido de relacionamentos entre os ciclos. Resta determinar as seqüências
de transposições que lidem com os ciclos curtos e obedeçam aofator de aproximação de1,5
para a distância de transposição.

Proposição 154(Christie [17]). Seπ é uma permutação que contém um2-ciclo, então existe
uma2-transposição sobreπ.

É possível eliminar todos os3-ciclos orientados deπ ao aplicar-se as2-transposições atuan-
tes em cada um desses ciclos. Tais transposições existem pela própria definição de3-ciclos ori-
entados. Por outro lado, por meio da Proposição 154 é possível eliminar todos os2-ciclos deπ.
Logo resta encontrar uma maneira de eliminar os3-ciclos não-orientados que utilize o máximo
possível de2-transposições. Uma(0, 2, 2)-seqüênciaé uma seqüência de três transposições tal
que a primeira transposição é uma0-transposição enquanto as demais são2-transposições.

Proposição 155.Dada uma permutaçãoπ que possui dois3-ciclos não orientados que se entre-
laçam, então existe uma(0, 2, 2)-seqüência de transposições sobreπ.

Proposição 156.Dada uma permutaçãoπ, sejamC e D dois 3-ciclos não orientados que se
cruzam e não são entrelaçados. Então, existe uma transposição que transformaC e D em um
1-ciclo e um5-ciclo orientado.

Dada uma permutaçãoπ, a Proposição 155 garante que existe uma(0, 2, 2)-seqüência de
transposições sobreπ caso existam ciclos entrelaçados. Isso significa que de cadaseis novos ci-
clos ímpares que poderiam ser criados em três transposições, de fato são obtidos apenas quatro
ciclos ímpares novos o que garante a razão de1,5 entre as transposições e o fator de aproxima-
ção. Por outro lado, a Proposição 156 afirma que existe uma0-transposiçãoτ que transforma
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os dois3-ciclos não orientados que se cruzam em um1-ciclo e um5-ciclo orientado. Uma vez
que o5-ciclo é orientado então existe uma2-transposição atuante sobre arestas desse ciclo. Por
meio da análise de casos, Hartman e Shamir determinaram que aaplicação da2-transposição
sobre o5-ciclo resulta em dois novos ciclos de comprimento um e um3-ciclo não orientado.

Um ciclo E é fragmentadopelos ciclosC e D se todos os pares de arestas deE cruzam
com um par de arestas emC ou com uma par de arestas emD.

Proposição 157.Considere a permutaçãoπ que contém três3-ciclos não orientadosC, D e
E, tais queE é fragmentado porC e D. Logo existe uma(0, 2, 2)-seqüência de transposições
sobreπ.

Uma par de arestas pretas é chamadoadjacentese ambas as arestas são incidentes sobre
uma mesma aresta cinza.

Proposição 158(Bafna e Bevzner [7]). Dada uma permutaçãoπ, seja(bi, bj) uma par de arestas
adjacentes em um ciclo não orientado deπ, então o par(bi, bj) cruza algum outro ciclo emπ.

A Proposição 158 destaca o fato de que em qualquer ciclo deB(π) existe um par de arestas
que se cruza com um ciclo distinto emB(π). Esse resultado garante que ao longo do processo
de ordenação não surgirão3-ciclos não orientados que não se cruzem a nenhuma aresta de
outro ciclo e portanto os3-ciclos deB(π) sempre podem ser classificados em algumas das
categorias anteriores: ciclos que se cruzam, ciclos que se entrelaçam ou ciclos fragmentados.
Além disso, a Proposição 158 oferece uma maneira de realizarescolhas sobre pares de arestas
que garantidamente existem emB(π).

Segue abaixo o algoritmo de ordenação por transposições comfator de aproximação1,5.

O algoritmoSortmostrado na Figura A.9 consiste em primeiramente transformar uma per-
mutação qualquer na entrada em uma permutação simples que mantenha o limitante inferior da
distância de transposição. O segundo passo do algoritmo é eliminar os2-ciclos ao se aplicar
2-transposições como garantido pela Proposição 154. Para osdemais3-ciclos restantes no grafo
de pontos de quebra é escolhido um par adjacente de arestas pretas e verificado se o ciclo ao
qual o par pertence é orientado ou não. Se o ciclo é orientado então existe uma2-transposição
atuante sobre o mesmo, caso contrário o ciclo poderá se entrelaçar a outro ciclo ou ser fragmen-
tado por outros dois ciclos e portanto existe uma(0, 2, 2)-seqüência aplicável a permutação.
Se forem utilizadas estruturas de dados triviais para a representação da permutação, como por
exemplo um vetor, então as operações fundamentais do algoritmo de aplicar uma transposição
e de encontrar um par de arestas que cruzem a um par dado podem ser realizadas em tempo de
execução linear no tamanho vetor. Logo, como o número de iterações da linha 2 e da linha 5
do algoritmo é limitado pelo número de ciclos do grafo de pontos de quebra, a complexidade
desse algoritmo é quadrática no número de genes (elementos do conjunto).
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Algoritmo Sort(π)

1: Transforme a permutaçãoπ em sua permutação simples equivalenteπ̂ por meio de(g, b)-
splits seguros (Proposição 152)

2: while B(π̂) contiver um2-ciclo do
3: aplique uma2-transposição (Proposição 154)
4: end while
5: while B(π̂) contiver um3-ciclO do
6: Escolha um par adjacente de arestas pretasc de um cicloC
7: if C é orientadothen
8: Aplique a2-transposição atuante sobre as arestas deC
9: else

10: Escolha um par adjacented (de um cicloD) que cruza comc ( d existe devido a
Proposição 158)

11: if os ciclosC eD são entrelaçadosthen
12: Aplique uma(0, 2, 2)-seqüência (Proposição 155 )
13: else{Existe um par adjacentec′ emC que não cruza comD}
14: Escolha um par adjacentee (de um cicloE) que cruza com o parc′ (novamente a

existência dee é garantida pela Proposição 158)
{O ciclo C é fragmentado pelos ciclosD eE}

15: Aplicar uma(0, 2, 2)-seqüência (Proposição 157)
16: end if
17: end if
18: end while
19: Transforme a seqüência de transposições que ordenaramπ̂ em uma seqüência de transposi-

ções que ordenemπ (Proposição 153)
20: return A seqüência de transposições que ordenaπ

Figura A.9: Algoritmo de Hartman e Shamir para o problema de Ordenação por Transposições. O algoritmo
consiste primeiramente em encontrar uma permutação simples equivalente à permutação da entrada. Após isso, os
2-ciclos da permutação simples são eliminados por meio de2-transposições, restando apenas3-ciclos no grafo de
pontos de quebra. Os3-ciclos orientados são eliminados por2-transposições, enquanto os3-ciclos não orientados
são eliminados por meio de uma(0, 2, 2)-seqüência.
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Proposição 159.O algoritmoSorté um algoritmo de fator de aproximação1,5 para o problema
de ordenação de permutações por transposições e seu tempo deexecução éO(n2), onden é o
número de genes.

Hartman e Shamir [30] utilizaram uma estrutura de dados alternativa a um vetor para repre-
sentar a permutação. Os autores projetaram uma nova estrutura de dados que consiste em uma
pequena modificação de uma estrutura de dados primeiramentedesenvolvida por Kaplan e Ver-
bin [33] para o problema de ordenação de uma permutação por reversões com sinais. Daremos
uma breve exposição dessa estrutura de dados desenvolvida por Kaplan e Verbin.

Uma maneira alternativa de representar um par de arestas pretas(b1, b2) é através da aresta
cinza(2i, 2i+1) que incide sobre as arestasb1 eb2. Os elementos da aresta cinza são chamados
companheiros. As operações básicas exigidas pelo algoritmoSortsão:

• Query(π, e1 , e2): Essa operação encontra um par que cruza com o par(e1, e2) emπ.

• Transp(π, e1,e2,e3): Essa operação consiste na aplicação de uma transposição sobreπ que
atue sobre os elementose1, e2 e e3.

A estrutura de dados consiste de uma lista deΘ(
√

n
log n

) blocos comΘ(
√

n log n) elementos

def(π) em cada bloco. Os elementos de cada bloco são ordenados de acordo com a ordem dos
índices de seus respectivos elementos companheiros emf(π). A cada um dos blocos é associada
uma árvoresplaycontendo os elementos do bloco. Uma árvoresplayé uma árvore binária
balanceada auto-ajustável projetada por Sleator e Tarjan [55]. Além disso, cada elemento possui
um apontador para o bloco a qual pertence.

Proposição 160.Considere a permutaçãoπ armazenada na estrutura de dados de lista de blo-
cos/árvoressplay. As operações deQueryeTransppodem ser realizadas em tempo de execução
O(

√
n log n).

Se a estrutura de dados descrita anteriormente for utilizada para implementar o algoritmo
Sortentão o seu tempo de execução torna-se subquadrático.

Proposição 161.O algoritmoSorté um algoritmo de fator de aproximação1,5 para o problema
de ordenação de permutações por transposições e seu tempo deexecução éO(n

√
n log n).

Hartman e Shamir [30] introduziram alguns conceitos provenientes da teoria de ordenação
por reversões, como a idéia de permutações simples equivalentes, na teoria de ordenação por
transposições, que mostraram-se fundamentais para uma significativa simplificação do trata-
mento do problema e ao mesmo tempo uma redução no tempo de execução do algoritmo de
aproximação. A simplificação da teoria permitiu que a análise exaustiva de diversos casos de
relacionamentos entre os ciclos fosse reduzida e a própria estrutura dos diagramas utilizados
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fosse simplificada. Por outro lado, muitos dos argumentos utilizados pelos autores ainda são
fortemente dependentes da análise de figuras e não foi apresentado nenhuma indicação sobre
o papel das−2-transposições no problema de ordenação (existiria algumaseqüência mínima
de transposições que ordenasse uma permutação e envolvesse−2-transposições?). Além disso,
uma questão importante que os autores não tratam em seu artigo é se o conjunto de seqüências
de transposições que o seu algoritmo fornece é o mesmo conjunto de seqüências do algoritmo
de Bafna e Pevzner.

A.5 Elias e Hartman (2006)

Elias e Hartman [22] apresentaram novas contribuições significativas para o problema de or-
denação de permutações por transposições. A principal contribuição de Elias e Hartman é a
proposição de um novo algoritmo aproximado com melhor fatorde aproximação (fator1,375)
do que os anteriores para realizar a ordenação por transposições. Além disso, os autores apre-
sentam uma melhoria no limitante inferior do diâmetro de transposição, contribuindo para o
desenvolvimento dessa interessante linha de pesquisa. Relembrando, Christie [17] e Walteret
al. [41] ambos conjecturaram que o valor do diâmetro seria⌊(n − 1)/2⌋ + 1, que é a distân-
cia da permutação reversa. Eriksson e colegas [23] mostraram que paran = 14 e n = 16

(quando consideradas permutações circulares) há permutações mais difíceis de ordenar que a
permutação reversa. Elias e Hartman estendem esta observação para todas as permutações de
tamanhos pares a partir de14. Finalmente, os autores apresentam o valor exato do diâmetro de
permutações simples definidas na Seção A.4.

As definições de permutação e transposição dessa seção são asmesmas da Seção A.4. Elias
e Hartman [22] tratam apenas de permutações circulares poisos resultados envolvendo estas
permutações são mais claros do que os envolvendo permutações lineares, embora os resultados
sejam equivalentes para ambos os tipos de permutações. Recordando as definições e notações da
Seção A.4, uma permutação circular é uma permutaçãoπ = (π1 π2 . . . πn) sobre{1, . . . , n}
para a qual os índices de seus elementos formam uma seqüênciacircular, ou sejaπ(πi) =

πi+1 para1 ≤ i ≤ n − 1 e π(πn) = π1. Um segmento deπ é uma seqüência de elementos
consecutivosπi, . . . , πj, ondej ≥ i. Dois segmentosA = πi, . . . , πk eB = πj , . . . , πl são
contíguos casoj = k + 1 ou i = l + 1. Uma transposiçãoτ emπ é o evento de rearranjo que
troca dois segmentos contíguos (quaisquer dois segmentos de uma partição em três segmentos
da permutação circularπ).

Dada uma permutaçãoπ (circular) o problema de ordenação por transposições consiste em
determinar uma seqüência mínima de transposiçõesτ1, . . . , τk tal que

πτ1τ2 . . . τk = (1 2 . . . n).

O número de transposiçõesk em uma seqüência mínima é chamado de distância de transposição
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da permutaçãoπ e é denotado pordt(π).

O diâmetro de transposição, denotado pordt(n) (Elias e Hartman denotam o diâmetro de
transposição porTD(n)) é a máxima distância de transposiçãodt(π) para todoπ no grupo de
permutações definido sobre{1, . . . , n}.

Elias e Hartman [22] adotam uma definição do grafo de pontos dequebra equivalente à dada
por Hartman e Shamir [30]. Além disso, são equivalentes às definições e notações referentes
ao número de ciclos do grafo de pontos de quebra, aos ciclos ímpares, à variação do número de
ciclos ímpares causada por uma transposição. Para facilitar a leitura, repetimos aqui algumas
dessas definições e notações.

Dada a permutação circularπ = (π0 . . . πn−1), o grafo de pontos de quebraB(π) é
um diagrama que possui como conjunto de vértices os elementos {l0, r0, . . . , ln−1, rn−1}. Para
0 ≤ i ≤ n−1 os vérticesri é ligado ali+1 por uma aresta cinza e o elementolπi

é ligado arπi−1

por meio de uma aresta preta chamadabi, para cadaπi. Essa definição do grafo de pontos de
quebra distingue-se da definição de Hartman e Shamir [30] apenas pela utilização dos rótulos
l e r ao invés de uma funçãof que dobra o valor de um elemento da permutação. Como se
trata de um diagrama, a maneira de desenhá-lo é relevante. É conveniente, segundo Elias e
Hartman, que o grafo seja desenhado em um círculo tal que as arestas pretas sejam dispostas
na circunferência e as arestas cinzas sejam cordas. O grafo de pontos de quebra possui uma
decomposição única em ciclos contendo arestas cinzas e pretas alternadas. Umk-ciclo possuik
arestas pretas. Uma permutaçãoπ é uma2-permutação(respectivamente, uma3-permutação)
quandoB(π) contém apenas2-ciclos (respectivamente, apenas3-ciclos).

Qualquer transposição emπ corta três arestas pretas deB(π) pela definição do grafo de
pontos de quebra. Dada uma permutaçãoπ, uma transposiçãoτ aplica-se sobreas arestas
pretasbi, bj e bk emB(π) casoτ corte essas arestas pretas. A definição de uma “transposição
que aplica-se sobre arestas pretas” distingue-se do conceito de uma “transposição que atua sobre
arestas pretas” de Hartman e Shamir [30] apenas por este exigir que a transposição seja legal e
seja definida para a permutaçãof(π). Uma transposiçãoτ é umk-movimentose∆codd(π, τ) =

k (o conceito dek-movimento é idêntico ao dek-transposição de Hartman e Shamir [30]). Um
ciclo é chamado de ciclo orientado se existe uma2-movimento que se aplica em três de suas
arestas pretas, caso contrário o ciclo será não orientado.

Recordamos alguns conceitos sobre o relacionamento entre ciclos do grafo de pontos de
quebra. Os pares de arestas pretas(a, b) e (c, d) se cruzam caso as arestasa, b, c e d apareçam
na ordema, c, b e d no grafo de pontos de quebra (essa definição é equivalente a definição de
cruzamento de arestas pretas da Seção A.4). Um par de arestaspretas(a, b) cruza um cicloC se
existe um par de arestas pretas(c, d) emC tal que(a, b) e (c, d) se cruzam. Os ciclosC eD se
cruzam se houver pares de arestas pretas um emC e outro emD que se cruzam. Duas triplas de
arestas pretas(a, b, c) e (r, s, t) se entrelaçam quando as arestas ocorrem em ordem alternada,
ou seja, na ordema, r, b, s, c, t ou r, a, s, b, t, c o que equivale a cada uma das arestas de uma
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das triplas pertencer a um arco distinto definido pela segunda tripla, caso em que diz-se que
as triplas são entrelaçadas. Do mesmo modo, dois3-ciclos se entrelaçam ou são entrelaçados
caso suas arestas se entrelaçem. Um3-ciclo C é fragmentadoquando cada par de arestas pretas
de C entrelaça com um par de arestas pretas de algum outro3-ciclo. O conceito de3-ciclo
fragmentado de Elias e Hartman distingue-se do conceito de ciclo fragmentado por dois ciclos,
pois permite que os ciclos de um componente composto apenas por dois3-ciclos entrelaçados
sejam também fragmentados.

Uma configuraçãode ciclos é um subgrafo do grafo de pontos de quebra que é induzido
por estes ciclos. Uma configuraçãoA é umasubconfiguraçãode uma configuraçãoB quando
os ciclos deA são um subconjunto dos ciclos deB. A configuraçãoA é conexaquando, para
quaisquer ciclosc1 e ck de A, existem ciclosc2, . . . , ck−1 de A tais queci se entrelaça com
ci+1 para1 ≤ i ≤ k − 1. Um componenteé uma configuração conexa maximal em um grafo
de pontos de quebra. Otamanhode configurações e componentes é o número de ciclos que
eles contêm. Uma configuração ou componente são chamadosorientados(respectivamentenão
orientados) quando todos os ciclos da configuração ou componente são orientados ( respectiva-
mente, não orientados). Uma configuração ou componente são chamados depequenosquando
possuem no máximo8 ciclos, caso contrário, são chamadosgrandes. Um portão abertoem um
2-ciclo ou3-ciclo de uma configuração é um par de arestas pretas de um mesmo ciclo que não
cruza nenhum outro ciclo da configuração. Uma configuração é chamada decompletaquando
não possui portões abertos.

Uma (x, y)-seqüênciade transposições em uma permutação simples (parax ≥ y) é uma
seqüência dex transposições tal que pelo menosy dessas transposições são2-movimentos e a
permutação resultante da aplicação das transposições é umapermutação simples. Por exemplo,
a(0, 2, 2)-seqüência da Seção A.4 corresponde a uma(3, 2)-seqüência. Umaa

b
-seqüência é uma

(x, y)-seqüência tal quex ≤ a e x
y
≤ a

b
. Uma configuração (ou componente, ou permutação)

possuiuma(x, y)-seqüência se é possível aplicar tal seqüência em seus ciclos. Uma atenção
especial é dada às configurações que possuem11

8
-seqüências.

A Proposição 162 é fundamental para a obtenção dos resultados desse artigo de Elias e
Hartman. A Proposição 162 basea-se em resultados de Christie [17] e Hartman e Shamir [30]
(ver Proposição 157).

Proposição 162.Para qualquer permutação, exceto a identidade, existe um2-movimento ou
uma(3, 2)-seqüência de transposições.

Permutações simples, ou seja, permutações cujos ciclos têmcomprimento no máximo3,
são importantes para o novo algoritmo apresentado nessa seção. Elias e Hartman [22] utilizam
a mesma estratégia de Hartman e Shamir [30] de simplificar as relações de entrelaçamento e
cruzamento entre os ciclos e arestas do grafo de pontos de quebra por meio da transformação de
permutações arbitrárias em permutações simples. A Proposição 152 da Seção A.4 afirma que
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qualquer permutação pode ser transformada de maneira segura em uma permutação simples.
Além disso, segundo a Proposição 153 de Hannenhalli e Pevzner [29], dada uma permutação
simplesπ̂ equivalente a uma permutaçãoπ, uma seqüência de transposições que ordenaπ̂ é
equivalente (imita) uma seqüência de transposições que ordenaπ com o mesmo número de
operações. O algoritmo de Elias e Hartman transforma a permutação em sua entrada em uma
permutação simples antes de iniciar a ordenação por transposições.

A.5.1 Resultados de Diâmetro de Transposição

Elias e Hartman [22] discutem o diâmetro de transposição no caso geral e para alguns subcon-
juntos do grupo de permutações. Eles demonstram que⌊n/2⌋ + 1 é um limitante inferior mais
justo para o diâmetro de transposição. Em seguida, demonstram que⌊n/2⌋ é o valor do diâme-
tro de transposição para permutações simples. Finalmente,os autores apresentam um limitante
superior para o diâmetro de transposição para3-permutações.

De maneira semelhante a definição do diâmetro de transposição, odiâmetro de transposição
de permutações simplesdenotado porTDS(n) é o máximo valor dedt(π) para qualquer per-
mutação simplesπ den elementos. Do mesmo modo são definidos o diâmetro de transposição
de2-permutações (denotado porTD2) e o diâmetro de transposição de3-permutações (deno-
tado porTD3). Elias e Hartman fazem uma observação relevante de que o termo “diâmetro de
transposição” não é o mais adequado para os conjuntos de permutações simples,2-permutações
e3-permutações, pois esses conjuntos não são grupos, embora os autores mantenham a nomen-
clatura por consistência.

A distância de transposição da permutação reversa(0 n − 1 . . . 1) é ⌊(n − 1)/2⌋ + 1.
Diversos autores [41, 17, 23] conjecturaram que o diâmetro de transposição é igual à distância
de transposição da permutação reversa (exceto paran = 14 e n = 16 na conjectura formulada
por Erksson e al. [23]). Elias e Hartman demonstram que a conjectura baseada na distância de
transposição da reversa é falsa.

Proposição 163(Elias e Hartman [22]). O diâmetro de transposiçãodt(n) do grupo de permu-
tações comn elementos obedece a desigualdadedt(n) ≥ ⌊n

2
⌋ + 1.

O limitante inferior da Proposição 163 é satisfeito pela permutação reversa paran ímpar.
Paran par, os autores demonstram que uma permutação da forma

π = (0 4 3 2 1 5 13 12 11 10 9 8 7 6 14 17 16 15 . . . 4i + 14 4i + 17 4i + 16 4i + 15)

paran ≡ 2 (mod 4) e n = 14 + 2k (ondek é par e0 ≤ i ≤ k − 1) possui distância de trans-
posição igual a⌊n/2⌋+ 1. A demonstração de que permutações do formato anterior satisfazem
o limitante inferior envolve uma análise de casos sobre as maneiras de ordenar a permutação.
Por exemplo, cada um dos intervalos[0, 5], [5, 14] e [14, 0] pode ser ordenado separadamente
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ou pode-se utilizar transposições que envolvam elementos de intervalos distintos. Ao fim da
análise de todas as maneiras de ordenar a permutação, verifica-se que a permutação satisfaz o
limitante inferior.

O diâmetro de transposição para permutações simples é dado pela Proposição 164:

Proposição 164(Elias e Hartman [22]). Dado o conjunto de permutações simples den elemen-
tos temosTDS(n) = ⌊n

2
⌋.

A demonstração da Proposição 164 consiste em mostrar que a distância de transposição
de qualquer permutaçãoπ obedece adt(π) ≥ ⌊n

2
⌋ do que decorreTDS(n) ≥ ⌊n

2
⌋. Elias

e Hartman demonstram queTDS(n) ≤ ⌊n
2
⌋ por indução emn. A demonstração do passo

indutivo envolve uma análise de diversos casos de entrelaçamento entre os ciclos deB(π) para
determinar se é possível reduzir a permutaçãoπ a uma permutação simplesπ′ por meio de no
máximom transposições tal quem + d(π′) ≤ ⌊n

2
⌋.

A obtenção de um limitante superior para o diâmetro de transposição de3-permutações
é a base para a demonstração do algoritmo1,375-aproximado. Os autores demonstram que
qualquer3-permutação com pelo menos oito ciclos tem uma11

8
-seqüência (Proposição 167).

A demonstração desse resultado é realizada em duas etapas: primeiramente demonstra-se que
todos os componentes grandes de uma3-permutação possui uma11

8
-seqüência e em seguida

demonstra-se que3-permutações com pelo menos oito ciclos e que contenham apenas compo-
nentes pequenos possuem uma(11, 8)-seqüência.

A demonstração de que todos os componentes grandes de uma3-permutação possui uma
11
8

-seqüência exige uma análise de um número extremamente grande de casos baseados em
configurações do grafo de pontos de quebra. A enumeração desses casos pode ser realizada de
maneira sistemática se analisado o relacionamento entre configurações e subconfigurações. As
configurações mais básicas são as não orientadas, conexas e formadas por apenas dois3-ciclos
não orientados. Há apenas duas configurações desse tipo: dois ciclos cruzados não orientados
ou dois ciclos entrelaçados não orientados. Qualquer configuração não orientada e conexa pode
ser contruída a partir das duas configurações básicas por meio da adição de um novo ciclo
não orientado tal que alguma de suas arestas pretas seja cruzada com algum dos ciclos na
configuração. Se é possível criar uma configuraçãoB ao adicionar um ciclo a uma configuração
A, entãoB é chamado de umaextensãodeA. Qualquer componente pode ser construído por
meio de dois tipos de extensões chamadasextensões suficientes: (1) extensões que eliminam
(fechamna terminologia de Elias e Hartman) um portão aberto e (2) extensões de configurações
completas que criam no máximo um portão aberto. Configurações que podem ser construídas
por meio de uma série de extensões suficientes a partir das configurações básicas são chamadas
configurações suficientes.

Os componentes avaliados pela demonstração são as configurações suficientes de um grafo
de pontos de quebra que contenha nove ciclos. A análise de casos para esse tipo de grafo de
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Algoritmo Análise de Casos

1: Inicie uma fila de configurações com o par de ciclos não orientados que se entrelaçam e
com o par de ciclos não orientados que se cruzam.

2: while a fila não estiver vaziado
3: Remova a primeira configuraçãoA da fila.
4: for all cada extensão suficienteB deA do
5: if B não possui uma11

8
-seqüênciathen

6: AdicioneB a fila.
7: else
8: Retorne a seqüência que ordenaB.
9: end if

10: end for
11: end while

Figura A.10: Algoritmo para a Análise de Casos da Demonstração do Diâmetro de Transposição de3-
Permutações.

pontos de quebra envolve cerca de80000 diferente maneiras de ordenar as configurações sufi-
cientes. Para avaliar cada um desses casos, Elias e Hartman [22] implementaram um programa
que se assemelha a uma busca em largura no espaço de casos a serem verificados. O programa
retorna uma seqüência de transposições que ordena um segmento de uma permutação que cor-
responde a configuração suficiente no grafo de pontos de quebra. A Proposição 165 sintetiza a
primeira etapa que lida com componentes grandes.

Proposição 165(Elias e Hartman [22]). Qualquer configuração suficiente não orientada com
nove ciclos possui uma11

8
-seqüência.

A Figura A.10 ilustra um algoritmo que realiza a verificação de cada caso da demontração
da Proposição 165.

Finalizada a demonstração para o caso de componentes grandes, é necessário avaliar os
grafos de pontos de quebra contendo apenas componentes pequenos e não orientados. Com-
ponentes pequenos de um grafo de pontos de quebra que não possuem uma11

8
-seqüência são

chamados decomponentes pequenos ruins. Elias e Hartman determinaram com ajuda de um
programa que existem apenas cinco componentes pequenos ruins. Com o auxílio de outro pro-
grama para determinar as seqüências que ordenam os componentes, os autores demonstram o
resultado enunciado na Proposição 166.

Proposição 166(Elias e Hartman [22]). Qualquer3-permutação com pelo menos oito ciclos e
que contenham apenas componentes pequenos ruins possuem uma (11, 8)-seqüência.

A Proposição 165 e a Proposição 166 permitem deduzir a Proposição 167.
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Proposição 167(Elias e Hartman [22]). Qualquer3-permutação com pelo menos oito ciclos
possui uma11

8
-seqüência.

Para3-permutações den elementos, o número de ciclos éc = n/3. Sejag(c) = 11⌊c/8⌋ +

⌊3(c mod 8)/2⌋ e define-se uma funçãof (distinta da utilizada por Hartman e Shamir [30])
como:

f(c) =

{
g(c) + 1 sec mod 8 = 1,

g(c) caso contrário.

Os autores demonstram por indução emf(c) que qualquer seqüência de transposições que
ordena uma3-permutação por meio de11

8
-seqüências até a permutação possuir menos de8 ci-

clos e por meio de(3, 2)-seqüências a partir disso utiliza no máximof(c) transposições. O
limitante superior para o diâmetro de transposição de3-permutações é enunciado na Proposi-
ção 168.

Proposição 168(Elias e Hartman [22]). TD3(n) ≤ f(n
3
).

A.5.2 Algoritmo 1,375-Aproximado

O novo algoritmo de ordenação por transposições com fator deaproximação1,375 é mostrado
na Figura A.11.

O algoritmoEliasHartmanSortmostrado na Figura A.11 consiste em primeiramente trans-
formar uma permutação qualquer na entrada em uma permutaçãosimples que mantenha o limi-
tante inferior da distância de transposição. O segundo passo do algoritmo é eliminar os2-ciclos
por meio de2-movimentos como garantido pela Proposição 154 da Seção A.4. Após a elimi-
nação de todos os2-ciclos, a permutação resultante é uma3-permutação. Todos os3-ciclos
restantes no grafo de pontos de quebra são marcados. Para cada 3-ciclo deB(π) verifica-se se
o ciclo é orientado ou não. Se o ciclo é orientado então existeuma2-movimento atuante sobre
o mesmo, caso contrário o ciclo é estendido por oito vezes. Seuma configuração grande foi en-
contrada então aplica-se uma11

8
-seqüência. Caso contrário, temos um componente pequeno. Se

for possível aplicar uma11
8

-seqüência, então a aplicamos, senão todos os ciclos do componente
pequeno são desmarcados. Após o fim do laço sobre3-ciclos marcados, o grafo contém apenas
componentes pequenos ruins. Enquanto o grafo contiver pelomenos oito ciclos, aplica-se uma
11
8

-seqüência. Quando o grafo contiver menos de8 ciclos, aplica-se uma(3, 2)-seqüência até
que todos os3-ciclos tenham sido eliminados. Finalmente, as transposições que ordenaram a
transposição simples são transformadas em transposições equivalentes na permutação original
na entrada do algoritmo.

Proposição 169(Elias e Hartman [22]). O algoritmoEliasHartmanSorté um algoritmo de fator
de aproximação1,375 para o problema de ordenação de permutações por transposições e seu
tempo de execução éO(n2), onden é o número de elementos.
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Algoritmo EliasHartmanSort(π)

1: Transforme a permutaçãoπ em sua permutação simples equivalenteπ̂ (Proposição 152)
2: while B(π̂) contiver um2-ciclo do
3: Aplique um2-movimento (Proposição 154)
4: end while
5: Marque todos os3-ciclos da3-permutação resultante
6: while B(π̂) contiver um3-ciclo marcadoC do
7: if C é orientadothen
8: Aplique um2-movimento atuante sobre as arestas deC
9: else

10: Tente estender suficientemente o cicloC oito vezes
11: if Uma configuração grande é atingidathen
12: Aplique uma11

8
-seqüência (Proposição 165)

13: else{Trata-se de um componente pequeno}
14: if É possível aplicar uma11

8
-seqüênciathen

15: Aplique-a
16: else
17: Desmarque todos os ciclos no componente
18: end if
19: end if
20: end if
21: end while

{A permutação resultante contém apenas componentes pequenos ruins}
22: while A permutação contiver pelo menos8 ciclosdo
23: Aplique uma11

8
-seqüência (Proposição 166 )

24: end while
25: while A permutação resultante contiver um3-ciclo do
26: Aplique uma(3, 2)-seqüência (Proposição 162)
27: end while
28: Transforme a seqüência de transposições que ordenaramπ̂ em uma seqüência de transposi-

ções que ordenemπ (Proposição 153)
29: return A seqüência de transposições que ordenaπ

Figura A.11: Algoritmo de Elias e Hartman para o problema de Ordenação porTransposições. O algoritmo
consiste primeiramente em encontrar uma permutação simples equivalente a permutação da entrada. Após isso,
os2-ciclos da permutação simples são eliminados por meio de2-movimentos, restando apenas3-ciclos no grafo
de pontos de quebra, que são marcados. Os3-ciclos orientados são eliminados por2-movimentos, enquanto os
3-ciclos não orientados são estendidos até ser atingido uma configuração grande ou um componente pequeno. Se
o componente ou configuração contiver uma11

8
-seqüência então essa seqüência é aplicada. Os3-ciclos restantes

são eliminados por meio de uma(3, 2)-seqüência.
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A.5.3 Relação entre Configurações e Grafos de Pontos de Quebra

Dois resultados que se referem ao relacionamento entre configurações e grafos de pontos de
quebra são demonstrados por Elias e Hartman. O primeiro resultado permite testar se uma
configuração descreve um grafo de pontos de quebra. O segundoresultado implica que uma
configuração descreve um componente se e somente se ela descreve um grafo de pontos de
quebra.

Dado um grafo de pontos de quebraB(π) o grafo de pontos de quebra complementarB̄(π)

é formado pela substituição da aresta pretabi = (lπi
, rπi−1

) pela aresta preta complementar
b̄i = (lπi

, rπi
) para cadai. O grafo de pontos de quebra complementar intuitivamente pode ser

obtido por meio de uma transformação que move todas as arestas pretas no diagrama de uma
posição em sentido horário na circunferência do diagrama. De maneira semelhante, define-se a
configuração complementar̄C de uma configuraçãoC por meio do movimento de uma posição
no sentido horário de todas as aresta pretas dos ciclos da configuração.

Proposição 170(Elias e Hartman [22]). Uma configuração é um grafo de pontos de quebra se
e somente se a configuração complementar é um grafo hamiltoniano.

A Proposição 170 permite identificar se uma configuração é um grafo de pontos de quebra.

Proposição 171(Elias e Hartman [22]). SeC é um subgrafo induzido por um componente
em um grafo de pontos de quebraB(π), então a configuração complementarC̄ é um grafo
hamiltoniano.

As Proposições 170 e 171 implicam que uma configuração é um componente se e somente
se ela descreve um grafo de pontos de quebra.

A.5.4 Discussão

Elias e Hartman [22] tiraram proveito do conceito de permutações simples para analisar os
diversos padrões de configurações desse tipo de permutação.Por meio de uma análise assistida
por computador de um número grande de casos, os autores conseguiram encontrar uma11

8
-

seqüência de transposições que ordena determinadas configurações de uma permutação simples
(mais especificamente de uma3-permutação). Esse resultado permitiu determinar um limitante
superior para o diâmetro de transposição de3-permutações e também foi utilizado para obter um
fator de aproximação de1,375 para um algoritmo de ordenação por transposições. Um estudo
mais elaborado dos diversos tipos de configuração do grafo depontos de quebra pode contribuir
para a obtenção de melhorias no fator de aproximação do problema ou sugerir semelhanças
com estruturas combinatórias de problemasNP -difíceis e permitir uma classificação segundo
a complexidade de tempo de execução do problema de ordenaçãopor transposições.
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