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Sumadrio

Estudamos o problema de comparar dois cromossomos circulares, que
evoluiram a partir de um ancestral comum por reversoes, supondo que sao
conhecidas a ordem dos genes correspondentes e suas orientacdes. A distancia
de reversao é o menor nimero de reversoes que transforma uma seqiiéncia
de numeros inteiros com sinais, que define um cromossomo, em outra, onde
uma reversao toma uma subsequéncia de elementos e reverte a sua ordem,
trocando também os seus sinais. Apresentamos o primeiro algoritmo polino-
mial para determinar esta distancia, baseado no algoritmo de Kaplan, Shamir
e Tarjan para resolver o problema da distancia de reversao de cromossomos
lineares com sinais. Esclarecemos ainda alguns pontos sobre comparacao de
cromossomos lineares, e calculamos o diAmetro de reversao para cromossomos
com sinais.

Sumadrio

We study the problem of comparing two circular chromosomes that evolved
from a common ancestor by reversals, assuming that the order and orienta-
tions of corresponding genes are known. The reversal distance is the smallest
number of reversals that transforms a sequence of signed integers, which de-
fines a chromosome, into another, where a reversal acts on a subsequence of
the elements, reverting their order and flipping their signs. We present the first
polinomial algorithm to determine this distance, based on the algorithm by
Kaplan, Shamir, and Tarjan that solves the corresponding problem for signed,
linear chromosomes. We also clarify some issues on the comparison of linear
chromosomes, and we compute the reversal diameter for signed chromosomes.
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1 Introducao

O grande volume de dados, oriundos de seqiienciamento de genes em Biologia Molec-
ular, vem suscitando um crescente interesse pelo desenvolvimento de algoritmos para
comparacgao de genomas de espécies relacionadas, em termos de mutacoes ocorrendo
em porcoes grandes dos seus cromossomos. Existem diversos tipos de eventos de
mutagao que podem ocorrer em genomas de organismos, dentre os quais, citamos
reversao, que substitui uma sequéncia de genes de uma regiao arbitrdria do cro-
mossomo pela sua seqiiéncia complementar reversa. Isto tem o efeito de reverter a
ordem dos genes nesta regiao, e de mudar a orientacao de cada gene. Neste artigo
estudamos a comparacao de dois genomas constituidos por um tnico cromossomo
circular, com base na ordem e orientagao dos seus genes comuns, e em termos do
evento de reversao.

Um cromossomo circular pode ser visto como um arranjo circular de blocos de
genes, sendo que cada um dos blocos tem uma orientagao. A Figura 1 mostra
exemplos de cromossomos circulares de duas espécies de plantas, onde cada nimero
representa um bloco contendo um ou mais genes, e as setas indicam as orientagoes
relativas dos blocos de genes de uma espécie em relacao a outra.
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Figura 1: Exemplos de cromossomos circulares de duas espécies de plantas. (a)
As setas indicam as orientagoes relativas dos blocos de genes de uma espécie em
relagao a outra. (b) Os exemplos mostram diferentes representacoes para o mesmo
cromossomo. (c¢) Os exemplos mostram o mesmo cromossomo, considerando duas
formas possiveis de observar os blocos de genes de um cromossomo circular. Estas
duas formas sao consideradas equivalentes, e estes cromossomos sao obtidos um a
partir do outro por reflexao em relagao ao eixo da figura.

Uma reversao no cromossomo circular é obtida determinando-se dois pontos de
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Figura 2: Este exemplo mostra as duas formas possiveis de ocorrer uma reversao
em um cromossomo circular, dados os pontos onde ocorreram as quebras.

quebra no cromossomo, e invertendo-se uma das regioes que estes pontos delimitam
(ver Figura 2).

De forma genérica, o problema da distancia de reversao para cromossomos circu-
lares com sinais é modelado da seguinte forma. Dados dois cromossomos circulares
A e B, queremos encontrar a menor série de reversoes necessarias para transformar
A em B. O nimero minimo de reversoes é chamado de distancia de reversao. A
Figura 3 mostra um exemplo de transformacao de um cromossomo circular em outro.

Uma variante deste problema surge quando nao sao conhecidas as orientacoes
dos genes nos cromossomos. Neste caso, surge a versao sem sinal do problema, onde
as reversoes apenas invertem a ordem dos genes. Existem ainda outras versoes do
mesmo problema, considerando cromossomos lineares, e também outros eventos de
mutacao, além de reversao. A seguir, citamos apenas os trabalhos mais diretamente
relacionados a este, pois a literatura é extremamente vasta.

Kececioglu e Sankoff [5] estudaram o problema da distancia de reversao de per-
mutacoes lineares sem sinais, e desenvolveram o primeiro algoritmo de aproximagao
para o problema. Bafna e Pevzner [1] posteriormente introduziram uma estrutura
chamada de grafo de pontos-de-quebra de uma permutacao inicial em relagao a uma
permutacao alvo, e consideraram um novo parametro, baseado numa decomposicao
de ciclos alternantes de maxima cardinalidade. Hannenhalli e Pevzner [3] apresen-
tam outros dois parametros no grafo de pontos-de-quebra: o nimero de obstaculos
e o indicador de fortalezas, que, juntamente com o numero de ciclos alternantes,
permitiram provar um teorema da dualidade. Com base neste teorema, eles apre-
sentaram o primeiro algoritmo polinomial para o problema da distancia de reversao
de permutagoes lineares com sinais, com complexidade de tempo O(n?). Berman e
Hannenhalli [2] introduziram novas estruturas de dados neste algoritmo, e baixaram
a sua complexidade para O(n?a(n)). Finalmente, Kaplan, Shamir e Tarjan [4],
baseados na teoria de Hannenhalli e Pevzner, e utilizando parte do algoritmo de
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Figura 3: Este exemplo mostra uma série de reversoes que transforma B. oleracea
(repolho) em B. campestris (nabo).

Berman e Hannenhalli, mostraram um novo algoritmo com complexidade O(n?).
Chamaremos este tltimo de algoritmo KST.

Watterson e co-autores [9], num trabalho pioneiro, mostraram um algoritmo
bastante simples para encontrar a distancia de reversao de permutacoes circulares
sem sinais. Kececioglu e Sankoff [6] apresentam um algoritmo exato branch-and-
bound para o problema da distancia de reversao para permutacoes circulares com
sinais. Este algoritmo determinou limites extremamente precisos para a distancia de
reversao, em varios experimentos. Os autores relatam porém que nao encontraram
motivos para que estes limites fossem tao proximos.

Neste artigo mostramos um algoritmo polinomial para o problema da distancia
de reversao de cromossomos circulares com sinais. Para tanto, apresentamos uma
formalizagao para cromossomos circulares e para reversoes atuando neles. O algo-
ritmo é baseado na teoria para o problema linear dada por Hannenhalli e Pevzner [3].
Além disso, elucidamos algumas questoes envolvendo cromossomos lineares e calcu-
lamos o diametro de reversao para ambos os casos, linear e circular.

Na Secao 2, formalizamos um cromossomo circular por meio de uma classe de
equivaléncia, e definimos reversoes atuando em cromossomos circulares por meio de
reversoes atuando em cromossomos lineares. A Secao 3 traz um algoritmo polinomial
para resolver o problema da distancia de reversao de cromossomos circulares, que
basicamente utiliza o algoritmo KST, tendo como entrada duas seqiiéncias especiais
que representam os cromossomos circulares. Na Secao 4 apresentamos resultados
relativos a distancias de reversao de cromossomos lineares e circulares. Na Secao 5
apresentamos o calculo do diametro de reversao. Finalmente, a ultima secao traz as
conclusoes do trabalho e direcoes futuras.



2 Formalizacao do problema

Iniciamos esta secao com um breve resumo dos principais resultados conhecidos sobre
cromossomos lineares com sinais, devidos principalmente a Bafna e Pevzner [1] e
Hannenhalli e Pevzner [3]. Um cromossomo linear com sinais ¢é representado por uma
permutacao com sinais. Uma permutagao com sinais ¢ uma permutag¢ao comum, mas
na qual cada elemento tem sinal positivo (4) ou negativo (—) indicando a orienta¢ao
relativa do bloco. Neste caso, uma reversio o do intervalo [i, j] é denotada por

Q(Z,]) T = (7'('1 e Wi—lﬁjﬁj—l .. -ﬁi—l—lﬁiﬂ-j—l—l e 7Tn)

onde 7, indica inversao do sinal de 7.

O problema da distancia de reversao para cromossomos lineares é modelado como
se segue. Dadas duas permutacgoes m e o representando dois cromossomos lineares
com sinais, o problema da distancia de reversao entre 7 e ¢ é encontrar uma
série de reversoes 0, 09,...,0; tal que g, - 0 1 -...- 0201 -7 = 0 et é minimo.
Chamamos ¢ de distancia de reversao entre 7 e o, denotado também por d(7, o).

Os trabalhos de Bafna e Pevzner [1] e de Hannenhalli e Pevzner [3] baseiam-
se numa estrutura chamada de grafo de pontos-de-quebra. Este grafo é construido
a partir de m e o como segue. Cada inteiro com sinal é representado por uma
seta, sendo esta da esquerda para a direita quando o sinal é +, e da direita para a
esquerda caso contrario. Os pontos iniciais e finais destas setas sao os vértices do
grafo. Adicionam-se ainda dois pontos de referéncia, um a esquerda da seqiiéncia e
um a sua direita. A seguir, arestas ditas de realidade sao colocadas entre extremos
de setas adjacentes em 7, e arestas ditas de desejo sao incluidas entre extremos de
setas adjacentes em o. Propriedades importantes deste grafo sao:

1. O grafo resultante é composto de uma colegao de ciclos pares. Quando 7 = o,
o numero destes ciclos atinge seu valor maximo, que é n + 1. Para qualquer
outro par de permutagoes, ha menos de n + 1 ciclos.

2. Qualquer aresta realidade pertencente a um ciclo de tamanho maior do que 2
representa um ponto de quebra na permutacao, isto ¢, um ponto no qual alguma
reversao tera que passar para transformar 7 em o. Quando dois vértices
pertencem a um ciclo de tamanho 2, ou seja, sao ligados por duas arestas
paralelas, sendo uma de realidade e a outra de desejo, dizemos que ndao hd
uma quebra nesta posicao.

A partir deste grafo sao calculados trés parametros que determinam a distancia entre
7 e 0: o numero de ciclos ¢(m,0), o nimero de obstaculos h(m, o) e o indicador de
fortalezas f(m, o), este ultimo podendo ser igual a zero ou um apenas. A distancia
é dada entao pela formula:

dimr,0) =n+1—c¢(m,0)+ h(m, o)+ f(m,0).

Remetemos o leitor aos artigos relevantes [3, 2, 4] ou ao texto introdutério de
Meidanis e Setubal [7] para uma explicacao mais detalhada sobre estes parametros.
Procuraremos esclarecer outras propriedades fundamentais desta construcao a me-
dida que forem necessarias neste texto.
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Figura 4: No cromossomo circular podemos considerar qualquer um dos blocos
de genes como sendo o primeiro. Portanto, todas estas seqiiéncias sao consideradas
equivalentes, e representam o cromossomo circular de B. oleracea mostrado na Figura

1 (a).
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Figura 5: No cromossomo circular duas seqiiéncias onde uma é obtida a partir da
outra por reflexao sao consideradas equivalentes. O cromossomo circular represen-
tado é B. oleracea mostrada na Figura 1 (a).

Mostramos agora uma representacao de um cromossomo circular por uma classe
de equivaléncia, e definimos como reversao atuara no cromossomo circular.

Dado um ponto inicial e uma dire¢io (horaria ou anti-horéria), podemos repre-
sentar o cromossomo circular por uma sequéncia da forma seguinte. Um bloco de
genes do cromossomo sera modelado por um inteiro com sinal. O sinal “4” indica
a seta com sentido hordrio da Figura 1, e o sinal “—” indica a seta com sentido
anti-hordrio. Assim, 7 = (mmy...7m,) denotard um cromossomo circular, com n
blocos de genes. Por exemplo, o cromossomo de B. oleracea da Figura 1 pode ser
representado pela seqiiéncia (+1 —5 +4 —3 +2).

Como podemos escolher qualquer um dos blocos como sendo o primeiro, temos
diversas seqiiéncias representando o mesmo cromossomo (ver Figura 4), e todas estas
sequiéncias sao consideradas equivalentes. Além disso, duas seqiiéncias onde uma é
obtida a partir da outra por reflexdo sao consideradas equivalentes (ver Figura 5).
Por convencao, os blocos sao lidos no sentido horério.

Definiremos a seguir as operagoes de rotacao e reflexdo, que formalizarao as
duas caracteristicas descritas acima, e a classe de equivaléncia que representard um
cromossomo circular.

Seja S, o conjunto de todas as possiveis seqiiéncias de inteiros distintos com
sinais, onde cada seqiiéncia tem tamanho n. Os inteiros devem estar no intervalo
[1..n]. Sejam = (mmy ... 7T,) uma seqiiéncia de S,,. Definimos dois tipos de operacoes
atuando em 7 da seguinte forma:



e Rotagoes. Denotaremos pela letra r a rotacao bésica que desloca os elementos
de uma permutagao de uma posi¢ao para a esquerda, como segue:

rem = (Toms ... Tm).

As operacoes da forma 7’ sao chamadas de rotagoes.

e Reflexoes. Denotaremos por s a reflexao basica que inverte a ordem dos ele-
mentos de uma permutacao e também o sinal de todos eles. Assim,

s = (TpTpt-. -TaT1).

De modo geral, as operagoes da forma sr’ sao chamadas de reflexdes. Cada
reflexdao é igual a sua propria inversa.

A seguinte relagao vale:
1

rs=sr . (1)

Definiremos agora uma relacao de equivaléncia entre duas seqiiéncias 7 e -:
T ~ 7 se e somente se existem 4, j € Z tais que v = r's’ - .

A relacgao acima é de equivaléncia. A verificagdo deste fato é simples. A
Equagao (1) é 1til nesta verificagao.

A partir desta relacao de equivaléncia, definiremos a classe de equivaléncia da
seqiiéncia 7, denotada por [r], que representa um cromossomo circular com sinais,
como

(7] = {7 € Sulm ~ 7}

Esta formalizagao é interessante sob o ponto de vista bioldgico, pois nao fixa
o primeiro elemento da seqiiéncia, e portanto qualquer bloco de genes pode ser o
primeiro, bastando aplicar uma rotagao. Além disso, duas seqiiéncias onde uma é
obtida a partir da outra por reflexao podem ser produzidas por aplicacao do operador
s.

Formalizaremos agora como uma reversao atuara numa classe A que representa
um cromossomo circular. Nao sera permitida uma escolha aleatéria da seqiiéncia
em A na qual a reversao atuara. Definiremos uma representante canonica de A,
denotada por can(A), com as caracteristicas de ter o bloco 1 fixado como sendo o
primeiro, e ter a orientacao +. Por exemplo:

A= { (+1-544-342)(-b+4—-3+2+1) (+4-3+2+1-5)
(-3+2+1-5+4)(+24+41-544-3)(-2+3—-4+5—-1)
(+3—-4+5-1-2)(—4+5-1—-2+3)(+b—1—-2+3—4)
(-1—2+3—4+5) }

can(A) = (+1-5+4-3+2)

Note que toda classe de equivaléncia possui uma unica representante canonica.
Em termos do formalismo, uma reversao sera aplicada apenas na representante
canonica.

Definiremos agora reversao atuando num cromossomo circular utilizando o for-
malismo ja disponivel de reversao atuando num cromossomo linear. Inicialmente
apresentaremos um exemplo intuitivo e em seguida a formalizacgao.



A Figura 6 mostra um exemplo para as duas possiveis formas de ocorrer uma
reversao em um cromossomo circular, dados os dois pontos onde ocorreram as que-
bras. Podemos observar que as seqiiéncias resultantes pertencem a mesma classe de
equivaléncia.

Figura 6: Este exemplo mostra que os dois cromossomos circulares resultantes de
reversao sao representados por duas seqiiéncias que pertencem a mesma classe de
equivaléncia. Observe que a seta, antes de ocorrer a reversao, aponta para o primeiro
bloco da representante canonica da classe de equivaléncia que representa este cro-
mossomo circular. O trecho do cromossomo que sofre a reversao pode envolver ou
nao a seta. (a) Neste caso, a reversao leva uma representante canénica em outra. (b)
Neste caso, a reversao leva uma representante canonica em uma seqiiéncia que nao
é representante canonica. Podemos aplicar reflexao e rotacao numa das seqiiéncias
para obter a outra.

Teorema 2.1 Para qualquer reversao circular P, existem inteiros © e j com 2 <
1 < j <n tais que
P A =[o(i,j) - can(4)].

Demonstracao: A prova baseia-se na Figura 6. H& dois casos, conforme a regiao
a ser revertida contenha ou nao o simbolo +1. Em ambos os casos, é facil ver pela
figura que obtem-se uma reversao o(i,j) com 2 <i < j <n.

l

Nas condigbes do Teorema 2.1 denotamos P por o0°(i, 7).

Podemos agora enunciar o problema da encontrar o menor nimero de reversoes
atuando em cromossomos circulares com orientacoes relativas conhecidas.

Dadas duas classes de equivaléncia A e B, que representam dois cromossomos
circulares com orientacoes relativas conhecidas, o problema da distancia de re-
versao de cromossomos circulares com sinais é encontrar uma série de re-
versoes Py, Py, ..., P, de tal forma que P,-P,_1-...-Py- Pi- A = B e u seja minimo.
Chamamos u de distancia de reversao entre A e B, denotado por d°(A, B).



3 Algoritmo MWD

A distancia de reversao do cromossomo circular com sinais sera calculada utilizando
o algoritmo KST [4].

Temos imediatamente, pelas definicoes de r e s e de P e () da Figura 6, um
algoritmo exaustivo para calcular um limite superior para d°(A, B), que consiste em
obter o minimo entre d(7, o), para todos 7 € A, 0 € B, utilizando o algoritmo KST.
Temos 4n? possiveis entradas para o algoritmo KST, pois temos 2n seqiiéncias em
Ae2n em B. Assim, a complexidade do algoritmo exaustivo é de O(n?).

Mas existe um meio de chamar o algoritmo KST uma tnica vez, fornecendo como
entrada duas seqiiéncias que levam a uma distancia de reversao minima, conforme
descrito em seguida. O resultado principal nesta direcao é o Teorema 3.1. Antes,
porém, necessitamos de um resultado preliminar.

Lema 3.1 Sem =41 e2 <i<j<n entao [o(i,]) - 7| = 0°(i,j) - [7].

Esta prova é imediata das definicoes de reversao circular e de representante
canonica.

O seguinte teorema resolve o problema da distancia de reversao para cromosso-
mos circulares com sinal.

Teorema 3.1 Dados dois cromossomos circulares representados pelas classes A e
B temos que d°(A, B) = d(can(A), can(B)).

Demonstragdo:  Primeiro vamos mostrar que d(A4, B) < d(can(A), can(B)).
Sejam 7w = can(A) e 0 = can(B). Um resultado que decorre da teoria de Hannenhalli
e Pevzner afirma que é sempre possivel obter uma seqiiéncia minima de reversoes
tal que nenhuma destas reversoes acrescenta pontos de quebra onde nao existiam.
As reversoes usadas por esta seqiiéncia minima especial para m, o fornecem uma
seqiiéncia de reversoes para o caso circular da seguinte forma.

De acordo com a definicao, a primeira reversao sera aplicada numa representante
canonica da classe de equivaléncia que modela a seqiiéncia inicial 7, resultando numa
representante canonica de uma outra classe de equivaléncia. E assim sucessivamente,
as reversoes sempre produzirao representantes canonicas, pois nunca vao atuar em
m = +1, pois isto criaria um ponto de quebra onde nao havia. Estas reversoes por-
tanto sempre atuam no intervalo [2, n] das permutagoes que representam as classes
de equivaléncia.

[sto nos leva a uma série de reversoes oy,...,0; tal que o, - 941 -...- 01 -7 =0,
onde cada g é igual a uma reversao da forma (7, ), com 2 < i < j < n. Assim,

[Qt'Qtfl""'Q2'Ql'7r]:[U]:B
Pelo Lema 3.1,
0 - 0f_1 ... 0501 [r]=DB
0 0j_1-...-05-0{-A=DB

Assim, d°(A, B) < t onde t = d(can(A), can(B)).
Em seguida, mostraremos que d°(A, B) > d(can(A),can(B)). Para resolver o
problema da distancia de reversao do cromossomo circular com sinais, utilizamos



reversoes no intervalo [2, n], que atuam sempre na seqiiéncia representante canonica.
Em termos do cromossomo linear, no inicio, m; = +1 estd na posicao correta, e
portanto nao precisa ser modificado. Portanto elas fornecem uma série de reversoes
para o caso linear também. O

O algoritmo MWD consiste em chamar o algoritmo KST fornecendo como en-
trada as representantes canonicas de A e B. O algoritmo MWD estd correto pelo
Teorema 3.1, e sua complexidade ¢ O(n?) (da complexidade do algoritmo KST),
onde n é o numero de blocos de genes dos cromossomos circulares.

4 Qutros resultados

Nesta secao reunimos alguns resultados importantes a respeito de distancias de
reversoes de permutagoes com sinais. Em primeiro lugar, damos uma férmula para
a distancia de reversao de cromossomos circulares.

Em seguida, observamos que ha menos reversoes no caso circular do que no
caso linear de mesmo tamanho. Os resultados subseqiientes ajudam a explicar uma
pratica muito freqiiente em artigos onde se estuda como calcular distancia de re-
versao de cromossomos lineares, que passamos a descrever. Dado um cromossomo
linear, ha essencialmente duas maneiras de escrevé-lo como uma permutacao, sendo
uma a reflexdo da outra. Isto é devido ao fato de que moléculas de DNA livres
nao possuem uma extremidade distuingiiivel em geral, de modo que a leitura pode
ser feita comecando de qualquer uma das pontas. Assim sendo, ao comparar dois
cromossomos, devemos na realidade considerar ambas as possibilidades para cada
um deles e tomar o minimo como sendo a distancia. Contudo, em artigos, é co-
mum a pratica de tomar permutacoes com um extremo comum, se possivel. Nossos
resultados justificam isso mostrando que, neste caso, os representantes escolhidos
conduzem ao minimo.

Por fim, provamos um resultado ligando distancias lineares e circulares.

Teorema 4.1 Dadas duas classes A e B que representam dois cromossomos circu-
lares com sinais, temos que

d°(A, B) = d(can(A), can(B)) =
(n+ 1) — ¢(can(A), can(B)) + h(can(A), can(B)) + f(can(A), can(B))

Este teorema decorre imediatamente do Teorema 3.1 e da distancia de reversao
de cromossomos lineares proposta por Hannenhalli e Pevzner [3].

Temos como motivagao para os proximos dois teoremas, o fato de que a distancia
real de reversao para cromossomos lineares 7 e o é dada por

min{d(w,0),d(s-m,0),d(r,s-0),d(s-m,s-0)} (2)

Entao, considerando o Teorema 4.2, e se tivermos representantes com as carac-
teristicas do Teorema 4.3, temos que os resultados encontrados nos artigos calculando
apenas d(m, o) é realmente o minimo entre os quatro.

Enunciamos agora o teorema que reduz para duas as possibilidades para calcular
a menor distancia de reversdao, formulada na Equacdo (2). Sua demonstragao é
simples e sera omitida.



Teorema 4.2 Dadas duas permutacoes ™ e o quaisquer, entao
d(r,o0)=d(s-m,s-0) e d(s-m,0)=d(m,s-0)

O teorema seguinte justifica a pratica de escolher, para o cédlculo da distancia,
permutacoes que comegam ou terminam com a mesma seqiiéncia de genes e com a
mesma orientacao.

Teorema 4.3 Se dadas duas seqiiéncias ™ e o tal que T = 0y ou T, = 0, entdao
d(m,0) < d(m,s-0)

Gostariamos agora de saber qual é a relagao entre d(m, o) e d°([7],[0]) para 7 e
o quaisquer. Temos o seguinte resultado.

Teorema 4.4 Dadas duas permutacoes ™ e o quaiSquer,
d(r,0) > d*([r], [0])

A prova deste teorema encontra-se na versao estendida deste trabalho.

O teorema seguinte nos permite verificar que as representantes canonicas das
classes que representam os cromossomos circulares, dadas como entrada para o al-
goritmo MWD, fornecem u = d°(A, B) minimo, dentre todas as permutagoes que
pertencem as duas classes, dadas como entrada para o algoritmo exaustivo.

Teorema 4.5 Dadas duas permutacoes m e o quaisquer, e as duas classes corre-
spondentes A= [r] e B=|o], 7 € A eo € B, temos que
d(can(A), can(B)) = min {d(7,0)}

TEA
oceB

Este teorema decorre dos Teoremas 3.1 e 4.4.

5 O diametro de reversao de cromossomos com
sinais

O diametro de reversao circular, denotado por D¢(n), do conjunto das classes
de equivaléncia em S,, com respeito a distancia de reversao circular, é o maximo
nimero de reversoes necessarias para transformar uma classe de equivaléncia em
outra. Analogamente, o didmetro de reversao linear, denotado por D(n), do
conjunto S, de permutacoes de n elementos, com respeito a distancia de reversao
linear, é o maximo numero de reversoes necessarias para transformar uma per-
mutacao de n elementos em outra. Mostramos agora que o diametro de reversao
de cromossomos circulares e lineares com sinais é respectivamente n e n+ 1 (exceto
em alguns poucos casos). Isto vem a corrigir uma afirmacao feita por Kececioglu e
Sankoff de que n —2 < D(n) <n—1 [6].



Teorema 5.1 O diametro de reversao para cromossomos circulares e lineares com
sitnais € respectivamente

¢l — c ) n—=1 sen=1,n=2oun=4
Di(n) = /Ilréa% {d(A, B)} = n caso contrdrio
Best

n sen=1oun=3
D(n) = E%%ZX ld(m,0)} = n+1 caso contrdrio
Demonstragao: Para o caso do cromossomo circular, é possivel exibir duas classes
de equivaléncia, [m,] e [0,], para as quais d([7,], [0,]) é n. Isto é feito constru-
indo permutacoes que geram, no grafo de pontos-de-quebra, obstaculos com nimero
impar de arestas realidade, ou combinacoes de obstdculos com 3 e 5 arestas reali-
dade. A construcao s6 nao funciona nos casos excepcionais destacados no enunci-
ado. Com isto temos que D¢(n) > n. Usando o Teorema de Kececioglu e Sankoff
[6] (n —1 < D¢(n) < n) temos o resultado do teorema.

Neste mesmo trabalho, Kececioglu e Sankoff dao limites para o diametro linear
que sao incorretos, e que corrigimos a seguir. Para o caso do cromossomo linear, de
forma andloga ao circular, temos duas seqiiéncias, m, e o,, para as quais d(m,,oy,)
é n + 1, para cada n, exceto os destacados no enunciado. Temos que provar ainda
que D(n) < n+ 2, para obter o resultado desejado. Pela férmula de Hannenhalli e
Pevzner [3] temos que: d(my,, tn) = (n+1) —c(mp, tn) +h(mn, )+ f (T, ty). Primeiro,
temos que h(m,,t,) < ¢(mp, tn), pela definicdo de h(m,,t,). Assim, se h(m,,t,) =
(T, tn) (méximo possivel), d(m,, t,) < (n+ 1) + 1, ou seja, d(m,,,t,) < n+2. Mas
para f(mn, tn) = 1, h(mp, tn) < c(7p, tn), € portanto, d(mp, t,) < n + 2.

(|

6 Conclusoes

Neste texto procuramos sistematizar um pouco mais a teoria sobre problemas de
distancia de reversao para cromossomos com sinal. Para tanto, contribuimos nos
aspectos descritos em seguida. Para o problema da distancia de reversao de cro-
mossomos circulares com sinais, propusemos um algoritmo polinomial, baseado no
algoritmo polinomial de Kaplan, Shamir e Tarjan [4]. Esta solugdo inclui as difer-
entes possibilidades de visualizar um cromossomo circular com sinais, obtidas uma
a partir da outra por rotagoes e reflexdes. Determinamos o diametro de reversao
para permutacoes lineares (D(n) = n + 1) e circulares (D(n) = n), com sinais,
corrigindo uma afirmagao do artigo de Kececioglu e Sankoff [6] sobre o diametro
linear D(n). Finalmente, justificamos a prética, comum nos artigos, de calcular
s6 d(m,0), fixando a priori uma das pontas das moléculas de DNA. Provamos que
quando m; = 0y ou 7, = 0, é suficiente calcular d(m, o).

A partir destes estudos, surgiram algumas questoes que passamos a comentar.
Primeiro, em que condigoes temos d(m, o) < d(m,s - o0)? Neste trabalho, demos
condigbes suficientes para que isto ocorra (Teorema 4.3). Contudo, um exemplo
apresentado por Palmer e co-autores [8] ndo seguia este padrao, mas também levava
a uma distancia minima. Por fim, chamamos de representantes otimas de duas
classes, que representam dois cromossomos circulares, duas permutacoes, uma de



cada classe, que levam a uma distancia de reversao minima. A questao neste caso é
como caracterizar este conjunto das representantes 6timas.
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