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Exercicio 34.2-1

Enunciado

Considere a linguagem GRAPH-ISOMORPHISM = {(G, u, v, k): G; e G5 séo
grafos isomérfos}. Prove que GRAPH-ISOMORPHISM € NP, descrevendo
um algoritmo de tempo polinomial para verificar a linguagem.

Resolucao

Antes de apresentar a resolucao deste exercicio, discutiremos, a seguir, a
defini¢ao de grafos isomorfos.

Definicao de grafos isomérficos

Para que dois grafos G; = (V3, E1) e Go = (V4, Es) sejam ditos isomorfos
(escreve-se 1 = (Gy), é intuitivo acreditar que satisfazer as condigoes apre-
sentadas a seguir seja suficiente.

1. G e Gy devem ter o mesmo nimero de vértices, ou seja, |Vi| = |V

2. G e Gy devem possuir o mesmo nimero de arestas, ou seja, |Ey| = |Es|.

3. G1 e Gy devem possuir mesmo nimero de vértices com grau! n, para

qualquer n entre 0 e o niimero de vértices que o grafo contém.

Porém, perceba que apenas estas trés condigoes nao sao suficientes para se
afirmar que G e GG sao isomorfos entre si. Por exemplo, os grafos apresen-
tados na Figura 1 respeitam as trés condigoes mas nao sao isomorfos.
Sendo assim, é preciso definir bem o que é necessario para que dois grafos
sejam ditos isomorfos entre si. Segundo [2] e [1], a defini¢ao de isomorfismo
entre um grafo simples?> G e um grafo também simples H é uma bijecao

f:V(G) — V(H) de tal forma que (u,v) € E(G) se e somente (f(u), f(v)) €

1O grau de um vértice v em um grafo G também pode ser visto como a quantidade de
arestas incidentes em v
2Grafo que nao contém loops ou arestas multiplas



Figura 1: Dois grafos com mesmo niimero de vértices e arestas, e até mesmos
graus, mas que nao sao isomorfos entre si

E(H). Tratando-se de grafos nao-simples®, o isomorfismo entre G e H é
definido como uma bijegao f que mapeia V(G) para V(H) e E(G) para
E(H) de tal forma que cada aresta de G com extremidades em u e v é
mapeada para uma aresta com extremidades em f(u) e f(v). (Observagao:
Depois de longo debate em sala, o instrutor Pedro Feijao definiu que a parte
de grafos nao-simples seria retirada do escopo do problema.)

Em suma, a funcao que mapeia os vértices do grafo G; para o grafo G,
deve ser bijetora para que se possa afirmar que os grafos sao isomorfos entre
si. A definicao do conceito de grafos isomorfos é fundamental para a resolugao
deste exercicio que é apresentada a seguir.

Resolugao

Sabendo que para afirmar que dois grafos sao isomorfos entre si é preciso
verificar se a funcao que mapeia os vértices dos dois grafos é bijetora. O al-
goritmo de verificacdo proposto, definido abaixo, possui trés argumentos: (i)
o grafo G1 = (Vi, Ey); (ii) o grafo Gy = (V4, E»); (iil) a funcao f que mapeia
os vértices de G para os vértices de Gy. O argumento (iii) é o certificado
que o algoritmo deve utilizar para provar que G; e G5 sao isomorfos entre si.
Sendo assim, o objetivo do algoritmo ¢ verificar, em tempo polinomial, se esta
fungao (certificado) é ou nao bijetora, e se conserva adjacéncias, implicando
no isomorfismo ou nao de G e Gs.

Para tal, é proposto o seguinte desenho* de algoritmo para verificar o
certificado.

3Grafos que podem possuir loops e arestas multiplas
4Nao se trata de pseudocédigo, e sim de um esboco do algoritmo



Algoritmo 1 GRAPH-ISOMORPHISM(G; =

funcdo de mapeamento f )
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. if [V1| # |V3| then

return ’'Nao sao isomorfos’
end if
{Construir g inversa de f, se f for bijetora}
for todo v € V; do
g(v) <« NIL
end for
for todo v € V; do
if g(f(v)) = NIL then
9(f(v)) — v
else
return ’'Nao sao isomorfos’
end if
end for
{Testar arestas de G e de Gy}
for todo e = (u,v) € E; do
if (f(u), f(v)) & F» then
return 'Nao sao isomorfos’
end if
end for
for todo e = (u,v) € Ey do
if (g(u),g(v)) € F; then
return 'Nao sao isomorfos’
end if
end for
return ’Sao isomorfos’

Em suma, a ideia do algoritmo é checar se os grafos tem o mesmo niimero

de vértices, a seguir construir a inversa de f e finalmente testar a condicao de
isomorfismo conforme a defini¢ao, verificando se existe uma aresta (u,v) € E;
se e somente se também existe uma aresta (f(u), f(v)) € E,. Pode-se dizer
entdo que a complexidade do algoritmo é O(|V4| + |Va| + | E1| + | E2|).

Conclusao

Sabendo-se que todas as verificagoes podem ser feitas em tempo polinomial,
conclui-se que GRAPH-ISOMORPHISM pode ser verificada em tempo poli-
nomial e, portanto, pertence a classe NP.
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