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Exercicio 3.3 - Ordenacgao por taxas de cresci-
mento assintoéticas

Enunciado

Ordene as fungoes a seguir por ordem de crescimento; ou seja, encontre um
arranjo gi, ga, - - ., gso das fungoes que satisfazem a g1 = Q(g2), g2 = Q(g3),
oy g2 = (g30). Particione sua lista em classes de equivaléncia tais que
f(n) e g(n) estejam na mesma classe de e somente se f(n) = 6(g(n)).

lg (1g" n) 2l n (v2)en n? n! (Ign)!

(3)" n3 lg?n lg (n!) 22" nt/len

Inlnn lg"n n.2" nlelsn Inn 1

2len (Ign)&" e 4len (n+1)! Vign

lg* (Ign) ov2Ign n 2" nlgn 22"t
Resolucao

Ordenamos as fungoes de forma nao crescente abusando da seguinte notacao:
quando dizemos que f(n) > g(n) estamos dizendo que f(n) € Q(g(n)), por
analogia, quando dizemos que f(n) = g(n), estamos dizendo que f(n) €

0(g(n)).



Note que quando afirmamos que f(n) € Q(g(n)) ndo podemos dizer que

f(n) & 0(g(n)) ou f(n) & w(g(n)).

22" > 2% > (n+1)! > nl > e" > n2n >
on > (" > pkkr = (Ign)®"> (Ign)! > #* >
glen = n? > lg(n!) = nlgn > 2er = n >
(\/§)lg" > ov2len > ]g?p > Inn > lgn > Inlnn >
2lg™n > lg*n > lg*(Ign) > lg(lg*n)> nl/lE" = 1

Iremos provar as principais desigualdades acima, cabe ao leitor interes-
sado a prova do restante (Dical: Para mostrar que f(n) > g(n) aplicar
logaritmo dos dois lados. Dica2: Note que lg f(n) = lgg(n) NAO implica

que f(n) = g(n))
1. (Ign)e™ vs. (Ign)!
Utilizando a aproximacao de Stirling, sabemos que

a! = o(a®)
logo, para a = lgn temos que

(Ign)! = o((lgn)*")
pela simetria de transposicao sabemos que:
(Ign)! = o((Ign)®"™) se e somente se (Ign)'®" = w((lgn)!)

portanto
(Ign)®" = w((lgn)!)
(Ign)=" > (Ign)!



(Ilgn)! vs. n?

Aplicando logaritmo a ambos os termos temos
lg ((1gn)!) e g (n?)
pela aproximacao de Stirling sabemos que lg(a!) = 6(alga) logo, quando a =

lgn temos que lg((lgn)!) = O(lgn.lglgn) e podemos substituir o primeiro
termo por uma fungao assintoticamente equivalente.

lgn.lglgn e lg (n?)
lgn.lglgn e 3lgn

Logo, como lglgn > 3 para qualquer n > ng, para algum ny suficientemente
grande, concluimos que

lgn.lglgn > 3lgn

ou seja
(gn)! > (n?)

3. lg* (Ign) vs. lg(lg"n)

Prova 1

Para n > ng, ng suficientemente grande, podemos sem perda de generalidade
substituir n por 2%, de forma que

g" (Ign) e lg (Ig" n)
(lg (2") e lg (1g* (2"))
g" (klg«£2)) e lg((Ig" k) +1)
lg* k e lg ((lg" k) +1)
Assim é facil ver que
lg"k > lg ((Ig" k) +1)
Logo
lg" (Ign) > lg (1g"n)



Prova 2
E fécil perceber que

lg” (lgn) = lg" (n)~1 = 6(Ig" (n))
E como O(lg" (n)) > 1g (Ig" n) temos que

lg” (Ign) = 6(1g" (n)) = 1g (18" n)

ou seja
lg” (Ign) = 1g (1" n)



