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Enunciado: Dé uma sequéncia de m operagoes MAKE-SET, UNION
e FIND-SET, n das quais saio MAKE-SET, que rode em tempo Q(mlgn)
quando usarmos apenas a heuristica Union by Rank.

A sequeéncia de operagoes pode ser a seguinte:

Algorithm 1 EXIGE-M-LG-N(n, k)

for i — 1 ton do
MAKE-SET(z;)

end for

step < 1

while step <n — 1 do
for i — 1 to n — step by 2 * step do

UNION(z;, %, step)

end for
step «— 2 x step

end while

: for i — 1 to k do

FIND-SET(z1gn))

: end for
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Esta rotina faz n MAKE-SETs, n — 1 UNIONs e k£ FIND-SETSs, sendo
o total de operagoes
m=n+n—1+k,

donde
k=m—2n+1. (1)

Os custos dessas operacoes estao descritos na Tabela 1, totalizando
ney + (n— 1)co + keglgn (2)
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Nimero | Operacao | custo/operacao custo
n MAKE-SET c1 ney
n—1 UNION o (n—1)co
k FIND-SET c3lgn keslgn

Tabela 1: Numero de operagoes com respectivos pesos individuais e totais.
Note que as operagoes de UNION sao realizadas com raizes de arvores, e as
operacgoes de FIND-SET com uma folha de profundidade 1gn.

operagcoes.

Substituindo (1) em (2) para obter o custo em fun¢ao de m e n (f(m,n))
temos:

f(m,n) =cin+ can — ca + csmlgn — 2¢csnlgn + cslgn (3)

Como, para uma dada func¢ao g(m, n), denota-se £2(g(m,n)) o conjunto
de funcoes

Q(g(m,n)) = {h(m,n) : existem constantes positivas ¢, ng e mq
tal que 0 < cg(m,n) < h(m,n)
para todo n > ng e m > my

Entao f(m,n) = Q(mlgn) se existirem constantes positivas ¢, mg e ng
tais que

0<ecmlgn <cin—+cn—co+ cgmlgn — 2c3nlgn + cslgn, (4)

para todo n > ng e m > my

Porém, isto nao sera possivel, j4 que para m < n nem teremos os n
MAKE-SETs exigidos, e para n < m < 2n nao temos certeza se as operagoes
acima darao o tempo minimo requerido.

Em todo caso, é possivel garantir a desigualdade se m > 3n, como
veremos a seguir.

A desigualdade 0 < emlgn é verdadeira param > 0, n > 1e ¢ > 0.
Tomando ¢ = ¢3/3, temos que garantir que

c
é’mlgn <cn+ con — co + csmlgn — 2csnlgn + c3lgn,
0 que equivale a

263
0<c¢n+cn—c+ ?mlgn— 2csnlgn + c3lgn.



Mas quando m > 3n o segundo membro da desiguladade acima acaba
ficando s6 com termos positivos ou nulos, desde que n > 1.

Entao, a sequéncia m de operagoes descrita no Algoritmo 1 satisfaz ao
enunciado quando m > 3n en > 1.



