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Enunciado da questao: O didmetro de uma drvore T' = (V, E) é dado
por:

maz §(u,v) Yu,v €V

ou seja, o diAmetro é o maior caminho dentre todos os caminhos mais curtos
na drvore T'. Apresente um algoritmo eficiente para computar o diaAmetro de
uma arvore e analise o seu tempo de execucao.

Solugao Proposta: A idéia da solucao é bem simples. Primeiro, escolha um
vértice qualquer u € V' e utilize-o como origem numa BFS (busca em largura).
Esta busca retornara a distancia de cada v € V para u. No préximo passo,
escolha o vértice v € V' que possui a maior distancia para u como origem de uma
segunda BFS. A maior distancia encontrada na segunda BFS serd o didmetro
da drvore T. (A idéia do algoritmo é que com a primeira BFS encontre-se um
dos vértices do diametro da arvore, e com a segunda, encontre-se o segundo, e
consequentemente, o didmetro da arvore).

Anadlise simplificada da solugao: O algoritmo é dominado pelas duas
buscas em largura realizadas. Logo, a complexidade assintotica do algoritmo é
0V +E).

Prova de corretude do algoritmo:

Lema 1: As extremidades do didmetro de um grafo estao localizadas em
suas folhas.

prova do Lema 1 : Caso a extremidade estivesse em algum md inter-
medidrio, este poderia ser trocado por um vértice num nivel abairo na drvore,
aumentando assim o didmetro da drvore. (contrariando o fato da extremidade
estar num nd intermedidrio)

Prova por contradicao:

Por contradgao, suponha que o vértice v foi escolhido pela primeira BFS
(realizada a partir de um vértice qualquer a € V) e ndo é uma extremidade do
diametro de G (a drvore analisada).

Entao existe algum v’ que é extremidade de G e nao foi escolhido na BFS.

Pelo fato de v ter sido escolhido na primeira BFS, podemos deduzir que:

d(a,v) > d(a,v’), (1)

onde d(z,y) é a distancia entre z e y em G.
Para chegarmos a contradigao dividiremos (1) em duas partes:

d(a,v) > d(a,v") (2)
d(a,v) = d(a,v) (3)



Para mostrar que tanto (2) como (3) levam a contradigao, levaremos em
consideracao o Lema 1. Ele nos garante que as extremidades do grafo estao
em suas folhas.

Na Figura 1, é possivel ver a configuragao da arvore que analisaremos:
(Sendo x uma extremidade da drvore (uma folha) e w o primeiro ancestral
comum entre v e v')
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Figura 1. Estrutura genérica da arvore

A partir desta estrutura genérica, podemos utilizar a seguinte equagao para
chegarmos a contradi¢ao para (2).
Como d(a,v) > d(a,v’) entdao d(w,v) > d(w,v’), portanto, partindo de (2):

diam = d(xz,v") = d(z,w)+ d(w,v")
< d(z,w) + d(w,v)
< d(z,v)
Por isto chegamos a uma contradigdo a partir de (2), pois o didmetro uti-
lizando v seria maior que o de v’ e v’ seria uma possivel extremidade de G.
A partir desta mesma estrutura genérica, podemos utilizar a seguinte equacao
para chegarmos a contradi¢do para (3).
Como d(a,v) = d(a,v") entdo d(w,v) = d(w,v’), portanto, partindo de (3):

diam = d(z,v") = d(z,w)+ d(w,v")
= d(z,w)+ d(w,v)
= d(z,v)

Por isto chegamos a uma contradigdo a partir de (3), pois v também é uma
extremidade do didmetro de G.

Utilizando (2) e (3) chegamos a uma contradigao para (1), provando que o
v escolhido é, de fato, uma extremidade de G, garantindo assim, a corretude do
algoritmo, ja que a segunda busca resultard certamente em outra extremidade
de G.



