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Questao 5.3.1. — Enunciado: Compute the cromatic polynomials of the graphs below:
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Primeiro grafo (G1). Duas formas de computar o polinbmio cromético foram utilizadas:

Ordenacao Simplicial e o Teorema da Recorréncia Cromaética.

12 forma - Usando ordenacéo simplicial, temos:

®"

Com isso, obtivemos:

X (GLk) = k(k — 1)(k — 1)(k — 2)= k(k - 1)*(k - 2)

22 forma — Usando o Teorema da Recorréncia Cromatica, que diz que: Se G é um grafo
simples e a € E(G), entdo X(Gk) = X(G —a) — X(G.a);

Para aplicar tal teorema primeiramente escolheremos uma aresta & a ser utilizada,

como trata figura abaixo.



Como X(G1,k) = X(G1 - a; k) — X(G1. a; k), teremos de calcular X(G1 — a; k) e

X(G1 . a; k).

Abaixo temos o grafo G1 - a (gerado através da delecdo da aresta & de G1).

De acordo com a proposicédo 5.3.3 do livro: Se G é uma arvore com n veértices,
entdo X (G; k) = k(k — 1)™*.

Como G1 - a é uma arvore temos: X(G1 — a; k) = k(k — 1)*.

Agora precisamos computar X(G1 . a; k). Abaixo temos o grafo G1 . a (gerado

atraveés da contragdo da aresta & de G1).

Como G1.a também é uma arvore temos X(G1 . a; k) = k(k — 1)*.
Com isso finalmente concluimos que :

X(G1K) = k(k — 1)*~ k(k — 1)% = k[(k — 1)*— (k — 1)?] = K[k — 1][(k — 1)— 1] = k(k - 1)*(k - 2)

, 0 que nos leva ao mesmo resultado obtido usando a primeira forma de resolucao.

Segundo grafo (G2) — Para computar o polinbmio cromatico de G2 foi utilizado

primeiramente o Teorema da Recorréncia Cromatica.



Utilizamos no Teorema a aresta destacada abaixo.
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Utilizando essa aresta, geramos os dois grafos abaixo.
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G2 -a G2.a

Segundo o Teorema da Recorréncia Cromatica, temos:
X(G2.k) = X(G2-a; k)— X(G2 . a; k)
Para calcular X (G2 — a;k), utilizaremos Ordenacédo Simplicial, o que nos da:
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Com isso temos:

X (G2 — a; k) = k(k — 1)(k — 1)(k — 1)(k — 2) = k(k - 1)*(k - 2)

Para calcular X (G2 . a; k), utilizaremos o principio da adi¢do de aresta para gerar

um grafo onde o céalculo do polinbmio cromatico é mais facil de ser realizado.



Para o grafo G2 . a, adicionaremos a aresta b destacada abaixo, gerando o grafo

G2 . a + b, que chamaremos aqui de G3.

G3

Usando Recorréncia Cromatica, sabemos que:

X(G3.k) = X(G3—-Db;k) — X(G3 . b;k),0quenoslevaa:
X(G3 - b; k) = X(G3. k) + X(G3 . b;k) .

Sabendo que G; é um K4, podemos facilmente calcular seu polinbmio

cromatico, por se tratar de um grafo simples completo.

X(G3K) = k(k - 1)(k - 2)( k - 3)

Para calcular X (G3 . b; k), procederemos da mesma forma, pois a contragédo da

aresta b gera um grafo completo de 3 vértices, que vemos abaixo

G3.b

Sabendo que G3 . b é um K; ,entdo X (G3 . b;k) = k(k - 1) (k - 2)



Até agora temos:

X(G3. k) = k(k - 1)(k - 2)(k - 3)

X(G3 4 b; k) = k(k - 1)(k - 2)
Com isso temos:

X(G3 - b; k) = k(k - 1)(k - 2)(K - 3) + k(k - 1)(k - 2) = k(K - 1)(k - 2)[(k - 3) + 1] = k(k - 1)( k -
2

Como Gs - b =G2 . a, temos: X(G2 . a k) = k(k - 1)( k - 2)°. Sabemos

também que X(G2 — a;k) = k(k - 1)*(k — 2), agora é s6 calcular X(G2.k).

X(G2.K) = k(k — 1)*(k — 2) — k(k — 1)( k — 2)?
X(G2:k) = k(k = 1)(k — 2)[(k — 1)* - (k - 2)]
X(G2.K) = k(k? — 3k + 2) [(K* — 2K + 1) — k + 2]
X (G2 k) = (K — 3k? + 2K)(K? — 3k + 3)

X(Gz k) = (k* — 3k* + 3k® — 3k* + 9k® — 9k* + 2k® — 6k® + 6K)
Resposta: X(G2:k) = k°® - 6k* +14k® — 15k’ + 6k
Questdo 5.3.1. — Enunciado: Prove que k* - 4k® + 3k? ndo é um polindmio cromatico.
Sabendo que no célculo de X(G; k), o maior grau de k € igual a n(G) e o segundo
coeficiente é igual —e(G). Entédo precisaremos de um grafo com 4 (quatro) vértices e 4

(quatro) arestas. Os Unicos grafos simples com tais caracteristicas sao o grafo pata e o
grafo Ca.




Grafo Pata Grafo C4
O grafos pata e C, possuem polinbmios cromaticos respectivamente iguais a

k(k - 1)’(k — 2) e k(k - 1)(k?* -3k + 3), e ambos possuem um termo linear diferente de

zero, 0 que nao acontece na expressao informada.

Quando utilizamos k=2, o resultado da expressao € igual a — 4. Como o resultado é

um numero negativo, isso o invalida como polinbmio cromatico.



