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3.1.8: Prove or disprove: Every tree has at most one perfect matching.

Primeira prova: Escolha a menor sub-arvore que possua mais de um
perfect matchings. Como ela possui perfect matching, entao os nés folhas da
sub-arvore sao saturados, assim uma aresta do matching estéd ligada a ele, e essa
aresta é a mesma nos dois matchings. Eliminando os dois vértices da aresta,
temos como resultado uma floresta, em que uma das arvores possui mais de um
perfect matching. Porém isso contradiz a hipétese de que escolhemos a menor
sub-arvore. Portanto uma arvore possui no maximo um perfect matching.

Segunda prova: Seja M e M’ os perfect matchings da arvore. Pelos
matchings serem perfeitos, a diferenca simétrica entre os dois matchings (M A
M) resulta em vértices de grau 0 (os matchings possuem a aresta em relagio a
esse vértice em comum) e 2 (como todos os vértices sao saturados, o vértice em
questao possui uma aresta de M e outra aresta de M’). Como nao é possivel
ter um vértice de grau 1 na diferenca simétrica, se algum vértice possui grau
2, entao ela possui ciclo. Entretanto, uma arvore nao possui ciclo, sendo assim,
todos os vértices possuem grau 0 na diferenca simétrica, entao M e M’ sao
iguais. Portanto uma arvore possui no maximo um perfect matching.



