Algoritmos: ... adianta executd-los?

Problemas intrataveis

Queremos examinar ainda uma outra dimensdo relativa a nocdo basica de algoritmo.
Suponha que temos um problema a ser resolvido, P, e que ja encontramos um algoritmo, A,
para resolver P. Suponha que ja codificamos e compilamos um programa para o algoritmo
A, resultando num cédigo objeto R.

Entdo, dada uma instancia valida de dados de entrada, E, podemos executar R sobre E e
obter a resposta esperada. Correto? Bem, nem sempre. Na prética, o algoritmo A, e o seu
codigo objeto R, podem ser muito ineficientes, em termos de tempo de execucdo ou uso de
memoria. Assim, embora correto, o cddigo R pode levar dias, ou anos, para produzir a
resposta correta. Ou pode precisar de milhares de giga bytes de memodria quandoexecuta
sobre instincias grandes. Se este for o caso, embora correto, o algoritmo A € imprestavel.

Qual a alternativa?

Sempre poderemos criar outro algoritmo, B, que também resolve corretamente o problema
original, P, e que seja eficiente no uso de tempo e de memdria.

Surpresa: nem sempre isso € possivel! Existem problemas para os quais ndo existem
algoritmos eficientes. Significa dizer que ha (grandes) instancias desses problemas que nao
poderdo ser resolvidas por programas reais, executando em computadores reais. Problemas
deste tipo sdo ditos intratdveis.

O que € pior: ja foi mostrado que muitos problemas de grande interesse pratico sao
intratdveis. Porém, note que embora nao consigamos resolver certas “grandes” instancias
desses problemas, para instancias de tamanho razoavel o algoritmo pode muito bem obter a
resposta em tempo adequado, e com uso de memoria tolerdvel. Também ndo estamos
dizendo que todas as grandes instancias sdo dificeis de resolver. Apenas que algumas delas
sdo intratdveis.

Exemplo de problema intratavel

Como um exemplo prético, considere o seguinte problema. Temos um mapa rodovidrio,
como o mostrado abaixo:

/
/

onde linhas de tipos diferentes indicam cores diferentes. Temos dois jogadores, J1 e J2.
Para cada um deles, estio marcadas no mapa algumas posicdes iniciais e finais, como
mostrado na figura a seguir.
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onde I1 e 12 assinalam as posicoes iniciais de J1 e J2, respectivamente, e F1 e F2 indicam
as posigoes finais desses mesmos jogadores. Os jogadores se movem alternadamente, e o
objetivo de cada jodador € alcangcar uma das respectivas posicoes finais, partindo de uma de
suas respectivas posicoes iniciais, e sujeito as seguintes regras:

1. Cada jogador executa um movimento por vez.
2. Jl inicia e, na seqiiéncia, ambos se alternam.

3. Num dnico movimento, um jogador pode percorrer qualquer caminho, desde que os
trechos individuais sejam da mesma cor e o caminho nao passe por intersec¢oes ja
ocupadas (pelo outro jogador, ou por si proprio).

4. Um movimento deve sempre partir de uma posi¢ao ocupada pelo jogador e ndo
pode terminar em uma posi¢ao ja ocupada por algum deles.

5. Vence o jogador que primeiro atingir uma posi¢ao final.

No caso indicado pelo mapa anterior, ndo € dificil determinar que J1 sempre ganha. Isto é,
J1 tem uma estratégia de jogo que sempre o leva a ganhar, ndo importa quao bons sejam os
movimentos de J2. Entdo J1 diz que tem uma estratégia vencedora.

O problema que queremos resolver € o seguinte: dado o mapa, junto com as posi¢oes
iniciais e finais, determine se J1 tem uma estratégia vencedora. Ou seja, queremos um
algoritmo que, tomando como entrada o mapa e as posi¢des, determine se J1 pode sempre
ganhar.

z

De fato, esse algoritmo € até bem simples. Observe que podemos explorar, de forma
sistematica, todas as possiveis seqiiéncias de movimentos, comecando com J1. Isto porque
existe apenas um numero finito de possibilidades, j4 que o mapa é finito. Com um pouco
mais de detalhes, podemos associar um dentre trés rétulos a cada interse¢cdo do mapa: 1, se
estd ocupada por J1; 2 se estd ocupada por J2; ou O se estd livre. Como o nimero de
intersecgoes € finito, o nimero de possiveis rotulacdes é também finito. E um movimento
nada mais é que passar de uma configuragdo de rétulos para outra.

Portanto, o algoritmo que explora todas as possibilidades determinaria se J1 sempre
consegue ganhar. H4 um porém: o nimero de diferentes configuracdes € gigantesco, € o
algoritmo teria que explorar elas todas, ou boa parte delas. Corre o risco de ser um
algoritmo imprestavel. De fato, esse € o caso, pode-se provar.
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Para ser um pouco mais preciso, vamos considerar algumas maneiras de se medir o uso de
recursos por algoritmos.

Medidas de complexidade

Precisamos de um parametro numérico, N, que mede o “tamanho” dos dados de entrada.
Em geral, podemos usar o nimero de bits necessarios para se representar os dados de
entrada.

No caso do exemplo anterior, usaremos o nimero de interseccdes como 0 parametro que
designa o tamanho dos dados de entrada. Portanto, o tamanho da particular instancia
mostrada no exemplo anterior € 10. Poderiamos também utilizar como medida de
complexidade o nimero de ligacdes. Nesse caso do mapa, ndo € muito importante qual
dessas opcodes adotemos.

Isto posto, precisamos de uma func¢do f(N) que indique o nimero de passos bdsicos que o
algoritmo deve executar ao tratar uma instdncia de tamanho N. Por passos bdsicos
poderiamos entender as instrugdes bdasicas na linguagem de programacdo na qual o
algoritmo foi codificado.

Aqui hd uma sutileza que vale a pena mencionar. Para um mesmo valor de N, o problema
pode ter mais de uma instancia vélida. No caso do exemplo, certamente hd mais de um
mapa com 10 interseccdes. Entdo, se numa instincia de tamanho N o algoritmo executa M1
passos, € em outra de mesmo tamanho ele executa em M2 passos, quanto valeria f(N)?
Resolvemos esse problema dizendo que f(N) indica o nimero de passos do algoritmo numa
situagdo de pior caso, dentre todas as instancias de entrada de tamanho N do problema. Ou
seja, o algoritmo nunca vai executar mais de f(N) instrucdes quando iniciado em uma
instancia qualquer de tamanho N.

E no caso do exemplo, qual seria a fungdo f(N)? Agora é que vem a surpresa: f(N) = 2AN
(aqui o simbolo ” indica potenciacdo). Entao, para o caso do exemplo, f(10) = 2210 = 1024.
O algoritmo precisaria de cerca de 1024 passos para terminar em algumas instancias de
tamanho 10.

Mas onde estd a surpresa? Vejamos. Suponha que o algoritmo estd executando num
computador que € capaz de executar um milhdo de instru¢des bdsicas por segundo.
Tomando f(N)=27N, a tabela abaixo indica quanto tempo o algoritmo precisaria para
resolver o problema para varios tamanhos de instancias, considerando sempre o pior caso
para cada valor de N:

n 10 20 50 60 100
f(n)=2"n |1 ms 1s 35.7 3.000 + de 4 trilhdes
anos anos de séculos

Entdo, para mapas com até 20 cidades, o tempo de resposta € bem razodvel: no mdximo um
segundo. Porém para mapas com 50 intersec¢des, um aumento ndo muito grande sobre as
20 anteriores, o algoritmo necessitaria de mais de 35 anos para terminar. Totalmente
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impraticadvel. Mapas com 100 intersecdes poderiam chegar ao absurdo indicado na ultima
coluna da tabela. Com certeza este algoritmo é impraticavel.

Bem, mas esse computador nao é muito rapido. Consideremos, entdo, um computador /0
mil vezes mais rdpido. Os novos tempos de execucdo estdo indicados na tabela abaixo:

n 50 60 100
f(n)=2"n 1,29 3 anos | + 40 bilhces de
dias séculos

Entdo, para mapas com até 50 cidades, o tempo e resposta pode ser agora considerado
como razodavel, digamos (?!). Porém, alguns mapas com 100 intersec¢des — e casos reais
podem ter ainda muito mais — continuam simplesmente fora do alcance.

Em geral, dizemos que um algoritmo eficiente é aquele cuja funcdo de medida de
complexidade é um polindmio. Tal como f(N) = N, ou f(N) = N”2. Algoritmos cuja fungao
de medida de complexidade é exponencial, ou pior, sdo ineficientes. Portanto, o algoritmo
simplério, que testa todas as possibilidades, ¢ um algoritmo ineficiente para resolver o
problema do mapa rodoviario.

Na tabela abaixo podemos observar a diferenca enorme entre algoritmos eficientes e
ineficientes, em relacdo ao tamanho da instdncia que conseguem resolver:

N 10 20 50 100 200
f(N)
NA2 0,1 ms 0,4ms 2,5ms 10ms 40s
NAS 0,1s 3,2s 5,2m 2,8h 3,7dias
2AN 1ms 1s 35,7anos 400 trilhoes de | num. de
séculos séculos tem
45 digitos
NAN 2,8s 3,3 trilhGes num. de num. de nuam. de
de anos séculos tem | séculos tem séculos tem
70 digitos 185 digitos 445 digitos

4/3/2009 08:02




Algoritmos: ... adianta executd-los?

A pior surpresa vem agora: nenhum outro algoritmo que corretamente resolve o problema
do mapa rodovidrio é mais eficiente que o algoritmo simplério que testa todas as
possibilidades! Esse problema simplesmente ndo admite algoritmo eficiente!

Um exemplo pratico importante

O problema anterior € sabidamente intratdvel. Existem muitos outros problemas
interessantes e de importancia pratica que sao dessa mesma natureza. Dado um problema P,
como saber se é do tipo tratdvel ou ndo? Ou seja, como saber se existe um algoritmo
eficiente para resolvé-lo? Note que s6 estamos buscando determinar se algum algoritmo
existe. Nao queremos, a priori, descobrir um tal algoritmo, se existir.

Ao colocar essa questdo, deparamo-nos com um dos grandes pontos de desconhecimento
em ciéncias da computacdo: simplesmente ainda ndo sabemos se muitos problemas de
grande interesse pratico sdo tratdveis ou ndo! Esta € uma das maiores questdes em aberto
em ciéncias da computagao.

A situagdo € ainda mais curiosa. Vamos chamar de NP essa classe de problemas, para os
quais nido sabemos se sdo tratdveis ou ndo — a nomenclatura € histérica. Sabemos que
existem alguns problemas centrais na classe NP que s@o muito especiais, no sentido de que,
se descobrirmos um algoritmo eficiente para resolver qualquer um deles, entdo poderemos
obter algoritmos eficientes para resolver todos os problemas da classe NP! Eis entdo a
grande questdo: serd que algum desses problemas especiais em NP tem um algoritmo
eficiente para resolvé-lo? Bastaria concentrar os esfor¢cos de pesquisa em tentar obter
algoritmos eficientes para um desses problemas especiais da classe NP. No entanto, mesmo
ap6s anos de pesquisa, envolvendo as mentes mais brilhantes em cié€ncias da computagao,
ainda ndo conseguimos uma resposta definitiva para essa questao.

Vamos ilustrar com um dos principais problemas em NP, de grande interesse pratico. Trata-

se do “problema do caixeiro viajante”. Como entrada, recebemos um mapa de cidades
conectadas por rodovias, como na figura abaixo:
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Assumimos que as rodovias sdo todas bidirecionais. Os nimeros que aparecem perto de
cada rodovia, na figura, indicam o custo de se trafegar pela rodovia, entre as duas cidades
correspondentes. O custo € o mesmo ao se trafegar em qualquer das duas direcdoes. Também
estdo assinaladas na figura uma posicao inicial, I, e uma posi¢do final, F. O segundo dado
de entrada é um ndmero inteiro positivo, K (ndo assinalado na figura). O problema ¢é
determinar se existe um percurso no mapa, partindo da posi¢do inicial e terminando na
posicao final, e que satisfaca as duas condicdes a seguir:

1. O percurso deve passar por cada cidade exatamente uma vez, ndo importando em
que ordem visite as cidades.

2. O custo total do percurso deve ser, no mdximo, K. O custo do percurso é obtido
somando-se os custos dos trechos individuais entre cidades por onde o caminho
passa.

Nao ¢ dificil aceitar que uma grande gama de situagdes pode ser modelada como uma
instancia do problema do caixeiro viajante. Por exemplo, no lugar de cidades poderiamos
ter torres de telecomunicagdes, as rodovias seriam os enlaces possiveis entre duas torres,
com os custos de se utilizar cada enlace. O problema seria determinar se poderiamos
realizar um broadcast para todas as cidades, sem exceder um certo custo maximo.

Queremos um algoritmo eficiente para resolver este problema. No caso da figura anterior,
se K fosse 29, o caminho desejado existiria, como pode ser visto abaixo:
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O custo do percurso indicado € 28. Portanto, abaixo do valor dado, K, que € 29. Nesse caso,
o algoritmo teria que responder positivamente. Note que ndo estamos exigindo que o
algoritmo determine um caminho possivel, se ele existir. Estamos pedindo, tdo somente,
uma resposta positiva ou negativa, indicando a existéncia ou ndo de um caminho que
satisfaca as condi¢des do problema. Ja se o valor de K fosse 25, a resposta teria que ser
negativa, pois ndo existe caminho com custo total tao baixo.

E ficil ver que podemos criar um algoritmo para resolver este problema. Basta iniciar uma
busca sistemadtica e exaustiva na cidade marcada como I. A cada nova itera¢do, tentamos
todas as possibilidades de ir para cidades préximas, e que ainda ndo foram visitadas e de
forma a manter o custo total corrente sempre menor ou igual a K. Se encontrarmos a cidade
final ap6s um percurso por todas as demais cidades, responderiamos “sim”, caso contrario
responderiamos “nao”. Certamente, esse algoritmo resolve o problema. Porém seu custo,
em termos de instrugdes bdsicas, seria muito alto. Pelo menos tio alto quanto 2*M, onde M
¢ o nimero de rodovias — embora ndo demonstremos esse fato nessas notas introdutdrias.
O algoritmo, portanto, seria ineficiente e imprestdvel na pratica, onde mapas grandes sao
comuns.

E, até hoje, ninguém conseguiu desenvolver um algoritmo garantidamente eficiente para
resolver este problema. Pior, ndo sabemos se um tal algoritmo existe ou ndo. Suspeita-se
que ndo existe. Mas, se existir, a situa¢do seria ainda mais curiosa: conseguiriamos obter
algoritmos eficientes para uma vasta gama de problemas de grande interesse prético para os
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quais ainda ndo se conhece nenhum tal algoritmo! Se esse for o caso, hd realmente algo
importante em ciéncias da computagdo que ainda desconhecemos por completo.

Enquanto isso ...

Nao significa dizer que problemas como o do caixeiro viajante, e outros problemas em NP,
nio estejam sendo resolvidos todos os dias. Em alguns casos o nimero de cidades e
rodovias pode ser pequeno o suficiente para que um algoritmo simples possa ser utilizado.
Outras possibilidades seriam:

1.

Uso de heuristicas. Podemos desenvolver algoritmos heuristicos para determinar um
caminho de “custo barato” da cidade I até a cidade F, e passando por todas as
demais cidades exatamente uma vez. Uma heuristica € um processo de tentativas e
tomadas de decisdo que, esperamos, leve a uma boa resposta. Mas ndo temos
garantias de que a resposta serd a melhor possivel. No entanto, muitas vezes,
heuristicas sofisticadas e eficientes podem se constituir em alternativas atraentes
para resolver esse tipo de problemas.

Algoritmos evolutivos, cuja estratégia se espelha no processo de evolugdo natural, é
uma classe de heuristicas que produz bons resultados.

Uso de algoritmo aproximativos. Um algoritmo aproximativo obteria,
garantidamente, o custo do melhor caminho com um erro fixo. Por exemplo, o
algoritmo poderia garantir que obtém o custo de um caminho com uma diferenca de
5%, no maximo, em relacdo ao caminho 6timo. Portanto, algoritmos aproximativos
eficientes, em vdrios casos, poderiam ser uma boa alternativa para atacar problemas
desse tipo.

Finalmente, ha outras tecnologias interessantes, hoje em desenvolvimento. Entre
elas, estdo computacdo quantica e computacdo molecular. Se desenvolvidas e
produzirem bons resultados, podem desencadear uma revolucdo em ciéncias da
computagdo. Até 14, temos muito trabalho interessante pela frente.
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