MC-202
Backtracking

Lehilton Pedrosa

Universidade Estadual de Campinas

Segundo semestre de 2022



Um problema

Como dispor oito damas em um tabuleiro de xadrez, sem posicoes
de ameaca?
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Testando (quase) todas as solucdes

® (Cada coluna dever ter exatamente uma dama

® Representamos uma disposicdo com um vetor
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Enumerando

Enumerando disposicGes de tamanho 3:
1. fixamos a primeira posicdo
2. listamos todas os sufixos de tamanho 2

3. repetimos para as outras possibilidades
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Enumerando em geral

Como imprimir todas as disposicées com prefixo dado?

0 m—1

Vamos escrever uma funcdo que receba um vetor:
1. com valores fixos até uma posicao m — 1

2. com posicoes abertas de m até n — 1
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Programando

Como imprimir todas disposicdes (recursivamente)

1 void enumerar (int vetor[], int m, int n) {
// se todas posigdes estdo fixas, s6 hd uma combinagio
if (n == m) {

imprimir_vetor (vetor, n);

return ;
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Programando

Como imprimir todas disposicdes (recursivamente)

1 void enumerar (int vetor[], int m, int n) {

© 0N oGO WwN
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// se todas posigdes estdo fixas, s6 hd uma combinagio
if (n == m) {
imprimir_vetor (vetor, n);

return ;
}
// sendo, estendemos o prefixo em uma posig&o
for (int i = 1; i <= n; i++) {
vetor[m] = i
enumerar (vetor, m + 1, n);
}
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Encontrando uma solucao

Como verificar se existe uma disposicdo valida das damas?
® disposicao_valida recebe um vetor preenchido

— devolve 1 se nenhuma dama ataca outra
— devolve 0 caso contrario

® existe_solucao recebe um vetor parcialmente preenchido
com m posicdes fixas
— devolve 1 se existe alguma disposicdo valida que mantém a
posicdo das m primeiras damas
— devolve 0 caso contrario

Exercicio: implemente disposicao_valida
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Enumerando e testando

Existe solucdo com as primeiras damas ja dispostas?

1 int existe_solucao(int vetor[], int m, int n) {
2 if (n == m) {

3 if (disposicao_valida(vetor, n)) {

4 imprimir_vetor (vetor, n);

5 return 1;

6 } else {

7 return O;

8
9
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Enumerando e testando

Existe solucdo com as primeiras damas ja dispostas?

1 int existe_solucao(int vetor[], int m, int n) {
2 if (n == m) {

3 if (disposicao_valida(vetor, n)) {

4 imprimir_vetor (vetor, n);

5 return 1;

6 } else {

7 return O;

8 }

9 }

10

11 for (int i = 1; i <= n; i++) {

12 vetor[m] = i;

13 if (existe_solucao(vetor, m + 1, n))
14 return 1;

15 }
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Enumerando e testando

Existe solucdo com as primeiras damas ja dispostas?

1 int existe_solucao(int vetor[], int m, int n) {
2 if (n == m) {

3 if (disposicao_valida(vetor, n)) {

4 imprimir_vetor (vetor, n);

5 return 1;

6 } else {

7 return O;

8 }

9 }

10

11 for (int i = 1; i <= n; i++) {

12 vetor[m] = i;

13 if (existe_solucao(vetor, m + 1, n))
14 return 1;

15 }

16

17 return O;

18 }
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Melhorando um pouco

W

1 7 8

® alguns prefixos ndo s3o viaveis

® n3o precisamos testar disposicoes com esses prefixos
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Suponha que
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® prefixo_viavel recebe um vetor parcialmente preenchido
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Prefixo viavel

Suponha que

® prefixo_viavel recebe um vetor parcialmente preenchido
— devolve 1 se nenhuma dama do prefixo ataca outra
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Prefixo viavel

Suponha que
® prefixo_viavel recebe um vetor parcialmente preenchido

— devolve 1 se nenhuma dama do prefixo ataca outra
— devolve 0 caso contrario

10



Ilgnorando prefixos inviaveis

Se um prefixo é invidvel, ndo continuamos a recurs3o!

1 int existe_solucao(int vetor[], int m, int n) {
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Ilgnorando prefixos inviaveis

Se um prefixo é invidvel, ndo continuamos a recurs3o!

1 int existe_solucao(int vetor[], int m, int n) {
2 if (!prefixo_viavel(vetor, m))

3 return O;

4
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Ilgnorando prefixos inviaveis

Se um prefixo é invidvel, ndo continuamos a recurs3o!

int existe_solucao(int vetor[], int m, int n) {
if (!prefixo_viavel(vetor, m))
return O;

if (n == m)

1
2
3
4
5
6 return 1;
7

11



Ilgnorando prefixos inviaveis

Se um prefixo é invidvel, ndo continuamos a recurs3o!

1 int existe_solucao(int vetor[], int m, int n) {
2 if (!prefixo_viavel(vetor, m))

3 return O;

4

5 if (n == m)

6 return 1;

7

8 for (int i = 1; i <= n; i++) {

9 vetor[m] = i;

10 if (existe_solucao(vetor, m + 1, n))
11 return 1;

12 }

g
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Ilgnorando prefixos inviaveis

Se um prefixo é invidvel, ndo continuamos a recurs3o!

1 int existe_solucao(int vetor[], int m, int n) {
2 if (!prefixo_viavel(vetor, m))

3 return O;

4

5 if (n == m)

6 return 1;

7

8 for (int i = 1; i <= n; i++) {

9 vetor[m] = i;

10 if (existe_solucao(vetor, m + 1, n))
11 return 1;

12 }

13

14 return O;

15 X

11



Testando prefixo

1 int prefixo_viavel(int vetor[], int m) {
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Testando prefixo

1 int prefixo_viavel(int vetor[], int m) {
2 // para cada coluna do prefixo
3 for (int i = 0; i < m - 1; i++) {
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Testando prefixo

1 int prefixo_viavel(int vetor[], int m) {
// para cada coluna do prefixo
for (int i = 0; i < m - 1; i++) {

// se estd na mesma linha
if (vetor[i] == vetor[m-1])
return O;
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Testando prefixo

1 int prefixo_viavel(int vetor[], int m) {

2 // para cada coluna do prefixo

3 for (int i = 0; i < m - 1; i++) {

4

5 // se estd na mesma linha

6 if (vetor[i] == vetor[m-1])

7 return O;

8

9 // se esta na mesma diagonal

10 if ((m - 1) - i == abs(vetor[m-1] - vetor[i]))
11 return O;
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1 int prefixo_viavel(int vetor[], int m) {

2 // para cada coluna do prefixo
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6 if (vetor[i] == vetor[m-1])

7 return O;

8
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Testando prefixo

1 int prefixo_viavel(int vetor[], int m) {

2 // para cada coluna do prefixo

3 for (int i = 0; i < m - 1; i++) {
4

5 // se estd na mesma linha

6 if (vetor[i] == vetor[m-1])

7 return O;

8

9 // se esta na mesma diagonal

10 if ((m - 1) - i == abs(vetor[m-1] - vetor[i]))
11 return O;

12 }

13

14 return 1;

15 }

Pergunta: por que sb precisamos comparar o Gltimo elemento do
prefixo com os anteriores?
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Modificando a estratégia
Como diminuir as disposicoes testadas?
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Modificando a estratégia
Como diminuir as disposicoes testadas?

® cada coluna s6 deve ter uma dama: v

® cada linha sé deve ter uma dama: X
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Modificando a estratégia
Como diminuir as disposicoes testadas?

® cada coluna s6 deve ter uma dama: v
® cada linha sé deve ter uma dama: X

Observacdo: uma disposicdo deve ser uma permutacio
13
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Permutacdes

Vamos escreve uma funcdo permutacoes que:
® Recebe um vetor com n nimeros distintos:

— m primeiras posicoes devem ser mantidas
— posicoes de m até n — 1 devem ser permutadas

® Imprime todas permutacSes que esse prefixo:

-1,2,3,4,5,6,7,8
-123 45,628, 7
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Permutacdes

Vamos escreve uma funcdo permutacoes que:
® Recebe um vetor com n nimeros distintos:

— m primeiras posicoes devem ser mantidas
— posicoes de m até n — 1 devem ser permutadas

® Imprime todas permutacSes que esse prefixo:
6,7, 8
, 6,8, 7
7,6,8

=
NN N
W w W

4,
,4,
4

o-lu-l_m

' ' ’ i 1
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Permutacdes

Vamos escreve uma funcdo permutacoes que:

® Recebe um vetor com n nimeros distintos:

— m primeiras posicoes devem ser mantidas
— posicoes de m até n — 1 devem ser permutadas

® Imprime todas permutacSes que esse prefixo:

-1,23,4,56,7,8

' ' ' ’ 1 1 1

' ' ' ’ i 1 1

— =
NN N
w w w
Bl e
o oo
~N ~N O
o O 0o
S 0~

' ' ’ 1 1
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Permutacdes

Vamos escreve uma funcdo permutacoes que:
® Recebe um vetor com n nimeros distintos:

— m primeiras posicoes devem ser mantidas
— posicoes de m até n — 1 devem ser permutadas

® Imprime todas permutacSes que esse prefixo:
-1,23,45,6,78

===
NN NN
CONCONCONCS
ENE NS
$n & Ea O
® N ~N O
o 0 O ©
~ o o~
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Permutacdes

Vamos escreve uma funcdo permutacoes que:
® Recebe um vetor com n nimeros distintos:

— m primeiras posicoes devem ser mantidas
— posicoes de m até n — 1 devem ser permutadas

® Imprime todas permutacSes que esse prefixo:
-1,23,45,6,78

|
==
NN NN
CONCNCONCONCD
NN

® N~
~N O 0 O ©
o~ O~

GEGEO NGNS
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Gerando permutacdes
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Para cada indice ¢ ainda n3o fixado:
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Gerando permutacdes

Para cada indice ¢ ainda n3o fixado:
1. trocamos a posicao i com a posicao m
2. listamos as permutacdes recursivamente fixando m
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Gerando permutacdes

Para cada indice ¢ ainda n3o fixado:
1. trocamos a posicao i com a posicao m
2. listamos as permutacdes recursivamente fixando m
3. voltamos as posicoes originais

®123456,738
© 12345687
© 123457638
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Gerando permutacdes

Para cada indice ¢ ainda n3o fixado:
1. trocamos a posicao i com a posicao m
2. listamos as permutacdes recursivamente fixando m
3. voltamos as posicoes originais

®123456,738
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Gerando permutacdes

Para cada indice ¢ ainda n3o fixado:
1. trocamos a posicao i com a posicao m
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Gerando permutacdes

Para cada indice ¢ ainda n3o fixado:
1. trocamos a posicao i com a posicao m
2. listamos as permutacdes recursivamente fixando m
3. voltamos as posicoes originais

®123456,738
© 12345687
© 123457638
1,234,578, 6
1,234,586, 7
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Gerando permutacdes

Para cada indice 7 ainda n3o fixado:

1.
2.
8

trocamos a posicao ¢ com a posicao m
listamos as permutacdes recursivamente fixando m
voltamos as posicoes originais
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1,2,3,45,68, 7
1,2,3,45,7,6, 8
1,234,578, 6
1,234,586, 7
1,2,3,4,5/8,7,6
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Gerando permutacdes

Para cada indice ¢ ainda n3o fixado:
1. trocamos a posicao i com a posicao m
2.

3.

(o]

listamos as permutacdes recursivamente fixando m
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Permutando vetores de tamanho n:
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1 void permutacoes(int vetor[], int m, int n) {
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Programando

Permutando vetores de tamanho n:

1 void permutacoes(int vetor[], int m, int n) {
// se todo vetor estiver fixo, s6 ha uma permutacgéo
if (n == m) {

imprimir_vetor (vetor, n);

return ;
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Programando

Permutando vetores de tamanho n:

1 void permutacoes(int vetor[], int m, int n) {

© 0w N oA W N

T
> W N = o
“

// se todo vetor estiver fixo, s6 ha uma permutacgéo
if (n == m) {

imprimir_vetor (vetor, n);

return

}

>

// sen8o, entdo fixa posigio m com cada valor livre
for (int i = m; i < n; i++) {

troca(&vetor[m], &vetor[il);

permutar (vetor, m + 1, n);

troca(&vetor[m], &vetor[i]);

}
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Programando

Permutando vetores de tamanho n:

1 void permutacoes(int vetor[], int m, int n) {

2 // se todo vetor estiver fixo, s6 ha uma permutacgéo
3 if (n == m) {

4 imprimir_vetor (vetor, n);

5 return ;

6 )

7

8 // sen8o, entdo fixa posigio m com cada valor livre
9 for (int i = m; i < n; i++) {

10 troca(&vetor[m], &vetor[il);

11 permutar (vetor, m + 1, n);

12 troca(&vetor[m], &vetor[i]);

13}

14 }

Exercicio: resolver o problema das damas usando permutacao
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Backtracking

Backtracking ou retrocesso é um algoritmo genérico, com as
seguintes propriedades

® as solucbes sao construidas incrementalmente

® uma solucdo parcial é descartada t3o logo ela se mostre
inviavel

espaco de busca

solucBes ndo descartadas
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Eficiéncia do Backtracking

® Mais rapido que forca Bruta pois eliminamos vérios
candidatos de uma sé vez

® |Implementacdo simples, mas pode ser lento para problemas
com muitas solucdes parciais

Como fazer um algoritmo de Backtracking rapido?
® O algoritmo para verificar solucdo parcial deve ser:

— Bom: evita explorar muitas solucdes parciais
— Rapido: processa cada solucdo rapidamente

18
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Aplicacbes para Backtracking

Para aplicar Backtracking é necessario que o problema tenha um
conceito de solucdo parcial

® Problemas de satisfacdo de restricGes

— Encontrar uma solucdo que satisfaca as restricdes
— Como o Sudoku, por exemplo

® Problemas de Otimizacdo Combinatéria

— Conseguimos enumerar as solucdes do problema
— Queremos encontrar a de valor minimo

® Programacido Légica (Prolog, por exemplo)
— Prova automatica de teoremas
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Exercicio

Crie um algoritmo que, dado n e C', imprime todas as sequéncias
de nlmeros inteiros positivos z1,xa, ..., x, tal que

Ty + T2+t =C

a) Modifique o seu algoritmo para considerar apenas sequéncias
sem repeticoes

b) Modifique o seu algoritmo para imprimir apenas sequéncias
comzy S w2 < - STy
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