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Pergunta: Qu3o parecido um grafo G é de uma arvore?

Possibilidades:

= Quantas circulos eu preciso quebrar para torna-lo aciclico?

= Quantos vértices eu preciso remover?

Alternativa: como decompor o grafo em ndés de uma arvore?
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Ferramenta Algoritmica

Motivacdo: varios problemas sdo mais faceis em arvores
Ideia:

= Tentamos obter uma decomposicdo “pequena” do grafo
(a) Se conseguirmos, entdo usamos um algoritmo parecido com o
de arvore
(b) Se n3o conseguirmos, entdo descobrimos uma estrutura forte
sobre o grafo

e.g.: instancias sim de Cobertura por vértices e Conjuntos de

retroalimentacao tém descomposicoes pequenas



Conjunto independente maximo

Problema do Cobertura Independente Maximo com pesos
Dado um grafo G e uma funcdo com pesos nas arestas

w: V(G) — R, queremos encontrar um conjunto independente

ZW(V).

I C V(G) que maximize
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Programacao Dinamica

Ideia: o problema é muito facil em arvore T
Programacdo Dindmica:
= Enraize T em um vértice r € V(G) qualquer

= Seja T, a subarvore com raiz v

= Consideramos recursivamente cada subproblema para T, de
maneira bottom-up

Tabela: seja v um vértice com N(v) = {vi,...,vg}:

= BV =31, Alvi
= AV = max{B[V], m(v) + 3 L, B[v]}
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Engrossando a arvore

Vamos considerar o problema restrito a subgrafos de uma grade
kx N-:

Defina:

= Xj os vértices que estdo na coluna j

= G =G[X, X, ..., X]
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Programacao Dinamica na Grade

= Para cada j, enumeramos um conjunto que Y C Xj que ndo
estd na solucao

= Consideramos o subproblema em G;



Calculando caso base

Caso: [1,VY]

= Basta enumerar a solucdo SC X;\ Y
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Calculando caso geral

Caso: ([}, Y], com j>2

= Enumeramos a parte da solu¢do S C X;\ Y na coluna j

» Isso induz um subproblema em G;_;
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Entendendo: separadores

Fato crucial
= Xj_1 separa X; do grafo G;_»
Generalizando

= grades de altura k sdo apenas caminhas mais “gordos”

= bastar obter uma sequéncia de separadores

10
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Definicao (Decomposicio em Caminho)

Uma decomposicdo em caminho de um grafo é uma sequéncia
P = (X1, X2,...,X;) de bags (sacos), onde X; C V(G) para cada
i€{l,2,...,r}, tal que vale:
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Decomposicao em caminho

Definicao (Decomposicio em Caminho)

Uma decomposicdo em caminho de um grafo é uma sequéncia
P = (X1, X2,...,X;) de bags (sacos), onde X; C V(G) para cada
i€{l,2,...,r}, tal que vale:

(P1) Uz Xi = V(G);
(P2) Para cada uv € E(G), existe £ € {1,2,...,r} tal que X;

contém u e v;

(P3) Para cada u € V(G), se u € XiN X com i < k, entdo u € X;
para cada jem i < j< k.

Largura de caminho: a largura de caminho é o tamanho da maior
bag menos 1.

11
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Algumas definicoes

= Separacdo: dizemos que (A, B) é uma separacdo se
AU B = V(G) e ndo ha arestas entre A\ Be B\ A

= Separador: o separador de uma separacdo é AN B, com ordem
|AN B

» Borda: a borda §(A) de um conjunto A é o conjunto de
vértices de A com vizinhos em N(A)

12
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Decomposicao em caminho e separadores

Lema

Seja (X1,...,X;) uma decomposicio em caminhos de um grafo
G. Entdo para cada j€{1,...,r— 1}, vale

0 (uzl)(’) S X0 X1

Equivalentemente, (UJ,.-:1 Xjs Uizji1 X)) € uma separacdo de G.

13



Decomposicao em caminho padrao

Decomposicao boa

Dizemos que uma decomposicdo em caminhos (X1, Xo,...,X;) é
boa se:
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Decomposicao em caminho padrao

Decomposicao boa

Dizemos que uma decomposicdo em caminhos (X1, Xo,...,X;) é
boa se:
n X]. = Xf ey @ e

= paracadai€ {1,2,...,r—1}:
1. ou existe um vértice v € X; tal que X1 = X;U {v},
2. ou existe um vértice w € X; tal que X1 = X\ {w}

= No caso 1, dizemos que introduzimos o vértice v

= No caso 2, dizemos que esquecemos o vértice w

14



Decomposicdao em arvore

Definicio (Decomposicdo em Arvore)

Uma decomposicdo em arvore de um grafo G é um par

T = (T,{Xt}+ € (T)) onde T é uma arvore em que cada né t é
atribuido a um conjunto de vértices X; C V(G), chamado de bag,
tal que vale:
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T = (T,{Xt}+ € (T)) onde T é uma arvore em que cada né t é
atribuido a um conjunto de vértices X; C V(G), chamado de bag,
tal que vale:

(T1) Uiz Xi = U(G);
(T2) Para cada uv € E(G), existe £ € {1,2,...,r} tal que X,

contém u e v;

(T3) Para cada u€ V(G), o conjunto T, ={t€ UT):ue X}
induz uma subarvore conexa de T.
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Decomposicdao em arvore

Definicio (Decomposicdo em Arvore)

Uma decomposicdo em arvore de um grafo G é um par

T = (T,{Xt}+ € (T)) onde T é uma arvore em que cada né t é
atribuido a um conjunto de vértices X; C V(G), chamado de bag,
tal que vale:

(T1) Uiz Xi = U(G);
(T2) Para cada uv € E(G), existe £ € {1,2,...,r} tal que X,
contém u e v;

(T3) Para cada u€ V(G), o conjunto T, ={t€ UT):ue X}
induz uma subarvore conexa de T.

Largura de arvore: a largura de arvore (ou largura arbérea) é o
tamanho da maior bag menos 1.

15



Decomposicdao em arvore e separadores

Lema

Seja T = (T,{Xt}+ € (T)) uma decomposicdo em arvore de um
grafo G e seja ab uma aresta de T. A floresta T — ab obtida de T

deletando-se a aresta ab consiste de duas componentes conexas
T, (com a) e Ty (com b).

16



Decomposicdao em arvore e separadores

Lema

Seja T = (T,{Xt}+ € (T)) uma decomposicdo em arvore de um
grafo G e seja ab uma aresta de T. A floresta T — ab obtida de T
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T, (com a) e Ty (com b).
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grafo G e seja ab uma aresta de T. A floresta T — ab obtida de T
deletando-se a aresta ab consiste de duas componentes conexas
T, (com a) e Ty (com b).
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Decomposicdao em arvore e separadores

Lema

Seja T = (T,{Xt}+ € (T)) uma decomposicdo em arvore de um
grafo G e seja ab uma aresta de T. A floresta T — ab obtida de T
deletando-se a aresta ab consiste de duas componentes conexas
T, (com a) e Ty (com b).

Seja A = Usey(1,) Xt € B = Uey(1,)Xt- Entdo

5(A),8(B) C X, N Xp.

Equivalentemente, (A, B) é uma separacdo de G.

16
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Xe =Xy, = Xp,.

Dada uma decomposicao em arvore com largura k:

= encontramos uma decomposicdo boa com O(k|V(G)|) nés;
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Decomposicdao em arvore padrao

Decomposicao boa
Dizemos que uma decomposicdo em arvore associada com um r é
boa se:
» X, =0 e X; =0 para toda folha t
= cada né interno de T é de um dos tipos:
1. Introducdo: um né t com exatamente um filho ¢, tal que
Xe = Xy U{v} para algum v € X;;
2. Esquecimento: um né t com exatamente um filho ¢, tal que
Xe = Xy \ {w} para algum w € Xi11;
3. Juncdo: um né t com exatamente dois filhos t; e 5, tais que
Xe =Xy, = Xp,.

Dada uma decomposicao em arvore com largura k:

= encontramos uma decomposicdo boa com O(k|V(G)|) nés;

= o tempo de execucdo é O(k? - max{|V(T)|,|(G)|}). 17
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Programacao dinamica: comparando

Estender a programacao dindmica da arvore:

= Na arvore: uma aresta (u, v) divide o grafo em dois:
= seja T, a subarvore enraizada em v
= ndo existe aresta de V(T,) a antecessor de v, ou
— abordade V; év
= uma decisdo na subarvore T, sé depende de v
= enumeramos o destino de v
= criamos um subproblema
= Na decomposicao: uma né t divide o grafo em dois:
= seja T; a subarvore enraizada em t (na decomposicdo)
= seja V; todos os vértices das bags de V[Ty]: Vi = U, X,
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Tempo de execucao

Teorema

Seja G um grafo com n vértices e pesos nos vértices. Dados G e
uma decomposicdo em arvore de G com largura no maximo k,
entdo o Problema do Conjunto Independente de Peso Maximo
pode ser resolvido em tempo 2K - kK1 - n, i.e., em tempo linear

para k fixo.
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E(G) tal que:
= uve X
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Decomposicao boa estendida
Uma decomposicdo em arvore boa que além dos tipos
tradicionais, pode ter nés de introducdo de aresta e:

= para cada uv € E(G), existe um dnico né que introduz uv

Uma subéarvore T; da decomposicdo induz um subgrafo:

Gy = (Vi, E; = {e: e é introduzida em um né de T;})
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Problema de Steiner

Arvore de Steiner minima: Dados grafo G, conjunto de terminais
K C V(G) , queremos encontrar uma arvore de Steiner H cujo
nimero |E(H)| seja minimo.
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Tempo de execucao

Teorema

Dado um grafo G, terminais K C V(G) e uma decomposicdo em
arvore de G com largura k, entdo podemos encontrar uma Arvore

de Steiner Minima que conecta K com tempo de execucdo
KOK) . .

31



Diversos problemas

Diversos problemas admitem FPT quando a largura de arvore é

pequena.

Os algoritmos de programacdo dindmica podem ser usados para

obter:

= Algoritmos exponenciais simples:
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Diversos problemas admitem FPT quando a largura de arvore é

pequena.

Os algoritmos de programacdo dindmica podem ser usados para
obter:

= Algoritmos exponenciais simples:
= Cobertura por vértice, conjunto independente maximo,
Conjunto dominante, Corte maximo, Transversal de Ciclo
Impar, g-Coloracio.
= Algoritmos super-exponenciais (com dependéncia linear):

= Arvore de Steiner, Conjunto de retroalimentacio de vértices,
Caminho Hamiltoniano, Nimero croméatico, Empacotamento
de ciclos, Cobertura por Vértices conexa, Conjunto dominante
conexo, conjunto de retroalimentacido conexo.
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Teorema de Courcelle




Formulas MSO,

Exemplo de férmula MSO;, (Monadic Second Order):

conn(X) =Vycy[(Fuevu € YA Jexv ¢ Y)
= (JeeE Juex Fvex inc(u, e) Ainc(v,e) Aue YAVEY)]
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Formulas MSO,

Exemplo de férmula MSO;, (Monadic Second Order):

conn(X) =Vycy[(Fuevu € YA Jexv ¢ Y)
= (JeeE Juex Fvex inc(u, e) Ainc(v,e) Aue YAVEY)]

Em portugués: Para todo subconjunto e vértices Y, se X contém
tantto um vértice de Y como um vértice fora de Y, endo exite uma
aresta e cujos extremos u, v ambos pertencem a X, mas um deles
estd em Y e o outro esta fora de Y.
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Férmula:
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Um “programa”

Férmula:

= uma sequéncia de simbolos, variaveis e predicados.

= pode ser interpretada como um “programa” para verificar uma
propriedade: o subgrafo induzido por X é conexo?
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Variaveis: podem representar

= Vértices e arestas de um grafo

= conjuntos de vértices ou de arestas (varidveis monadicas)

parametros: os parametros ou variaveis livres sdo as variaveis que
sdo externas a férmula, e.g.: X

predicados: os predicados s3o afirmacdes sobre determinado

nimero de variadveis, e.g.: inc

observacdo: se n3o permitirmos conjuntos de arestas, obteremos uma férmula

MSO;,
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Partes: simbolos

Operadores légicos:

= operadores tradicionais: A,V,—,=

= representam testes e condicOes

Quantificadores:

= universal:
= simbolo V
= testa uma condicio sobre uma variavel em todas avaliaces do
dominio, i.e.: falso se em alguma for falsa
= existencial:
= simbolo 3
= testa uma condicdo sobre uma variavel em alguma avaliacdes
do dominio, i.e.: verdadeiro se em alguma for verdadeira
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= semantica: significado dado a uma férmula e elementos

= depende do contexto

= assinatura: conjunto X de variaveis livres

= x € X contém um tipo associado (“pardmetro formal™)

= xC é o elemento correspondente em G (“parametro real”)

estrutura: par (G, ~°) que representa um contexto

= Y¢ contém todas avaliacdes de ¥
= se ¢ é verdadeira com Y G escrevemos

(6X%) ¢

i.e., (G, L modela ¢. 37



Formula atomica

Uma férmula MSQ, é definida recursivamente.

Base: Uma férmula atomica é:
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Formula atomica

Uma férmula MSQ, é definida recursivamente.

Base: Uma férmula atomica é:

» u € X, para cada u, X € ¥, que representam vértice (aresta) e
conjunto de vértices (arestas)

= inc(u, e), para cada u, e € ¥, que representam vértice e aresta

= x=y, paracada x,y € &
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Compondo férmulas

Uma férmula MSQO, é definida recursivamente.

Operacoes: dadas féormulas ¢1, ¢, também s3o férmulas:
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G é 3-colorivel:

41



Teorema de Courcelle

Teorema

Seja ¢ uma férmula MSQO, com assinatura - e G um grafo com
uma avaliacio ¥.©. Suponha que seja dada uma decomposicio
em arvore de G com largura t. Entdo existe um algoritmo que
verifica se ¢ é satisfeita para G em tempo f(||||, t) - n, para
alguma funcdo f computavel.
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Teorema de Courcelle em problemas de otimizacao

O teorema anterior ndo fornece um FPT para o problema de Cobertura
por Vértices no pardmetro t diretamente!
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Teorema de Courcelle em problemas de otimizacao

O teorema anterior ndo fornece um FPT para o problema de Cobertura
por Vértices no pardmetro t diretamente!

= Seja ax1, X2, ..., Xp) = a9 + a1x1 + ... + 3pXp

= Considere ¢ que contenha variaveis livres sobre conjuntos
(monéadicas) Xi, ..., X, de vértices ou arestas.

= Considere o problema: minimizar a(|Xi|, ..., [ Xp|) tal que ¢ vale
para G

Teorema

Existe um algoritmo que resolve o problema acima em tempo
f(l|#l], t) - n, para alguma funcio f computavel.
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Buscas em grafos

Graph searching
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Buscas em grafos
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Graph searching
= Um detetive (buscador) segue um programa, que é sequéncia de
dois movimentos:

= posicionar: um detetive livre posiciona-se em um determinado
vértice
= remover: um detetive posicionado se retira e fica livre

= O fugitivo estd em um vértice e se move:

= por arestas em velocidade ilimitada
= nao pode se chocar com um detetive posicionado

Detetives ganha: o fugitivo é encontrado

Fugitivo ganha: consegue fugir indefinidamente

Ndmero de busca: menor nimero de detetives necessarios 44



Contaminacao

Se o grafo ndo tem vértices isolado, podemos imaginar que todos
todas as arestas pelas quais o fugitivo pode andar estao
contaminadas com gas que flui pelas arestas;
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Contaminacao

Se o grafo ndo tem vértices isolado, podemos imaginar que todos
todas as arestas pelas quais o fugitivo pode andar estao
contaminadas com gas que flui pelas arestas;

= uma aresta é descontaminada se dois vértices forem ocupados
pelos buscadores

= uma aresta pode ser recontaminada se houver um caminho
livre de uma aresta contaminada

Teorema

Para todo grafo G, se k buscadores podem limpar G, entdo k
buscadores podem limpar G de tal maneira que nenhuma aresta
volte a se recontaminar.
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Grafo de intervalos

Definicdo (Grafo de intervalos)

Um grafo G é de intervalo se:
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Grafo de intervalos

Definicdo (Grafo de intervalos)

Um grafo G é de intervalo se:

= para cada v € V, existe intervalo real I, = [l,, r,]

» paracada u,ve V,u+# v, temo que uve Esss I,N 1, # (.

= 0s intervalos associados sdo a representacdo de G

= a representacdo é candnica se {l,: ve V} ={1,2,...,n}
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Largura de intervalos

Lembrando: G é supergrafo de G, ou G C G, se:
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- E(G) C E(G).

Definicao
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Lembrando: G é supergrafo de G, ou G C G, se:

» V(G)C V(G), e
- E(G) C E(G).

Definicao

A largura de intervalo de um grafo G é definida como:
largura-intervalo(G) = min{w(G): GC G A G é de intervalo}

isso é, menor valor nimero de clique de um supergrafo G’ de G que é

de intervalo.
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Equivaléncias de largura de caminho

Teorema

Para todo grafo G e k > 0, sdo equivalentes:
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Equivaléncias de largura de caminho

Teorema

Para todo grafo G e k > 0, sdo equivalentes:

(i) O ndmero de busca de G é no maximo k+ 1;
(i) A largura de intervalo de G é no maximo k+ 1;

(iii) A largura de caminho de G é no maximo k.
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Grafos cordais

Um grafo G é cordal se ndo contém um ciclo induzido de tamanho
maior que 3.
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Grafos cordais

Um grafo G é cordal se ndo contém um ciclo induzido de tamanho
maior que 3.

= todo ciclo com tamanho 4 ou mais tem uma corda.
Definicao

A largura cordal de um grafo G é definida como:

largura-cordal(G) = min{w(G) : GC G A G é cordal}
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Grafos cordais

Um grafo G é cordal se ndo contém um ciclo induzido de tamanho

maior que 3.
= todo ciclo com tamanho 4 ou mais tem uma corda.

Definicao
A largura cordal de um grafo G é definida como:

7

largura-cordal(G) = min{w(G) : GC G A G é cordal}

isso é, menor valor niimero de clique de um supergrafo G’ de G que é

cordal.
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Outra busca em grafos

Graph searching 2

Considere a seguinte busca:
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Outra busca em grafos

Graph searching 2

Considere a seguinte busca:

= Um conjunto de policiais em um conjuntos de vértices
= Existe um ladr3o cuja posicdo é conhecida em um vértice

= Em um movimento, acontece o seguinte:

= um subconjunto de policiais pode tomar um helicéptero e

declara seus destinos

= enquanto isso o ladrdo pode mover-se sem passar por policiais,
conhecendo a localizacao de todos policiais

= 0os policiais posicionam-se nos destinos declarados

Nimero de busca: menor nimero de policiais necessarios para capturar
ladrao.
50



Dizemos que conjuntos A, B C V(G) tocam se:
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Dizemos que conjuntos A, B C V(G) tocam se:

= ANB#1, ou
= existeue Aeve Beuve E(G).

Definicdo (Bramble)
Uma bramble (espinheiro) B é uma familia de conjuntos de vértices tais
que:

= conjuntos tocam-se dois a dois;

= cada conjunto induz uma componente conexa.

= CC V(G) cobre uma B se cada conjunto intersepta C

= a ordem de B é o menor nimero de vértices que cobrem B
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Equivaléncias de largura de arvore

Teorema
Para todo k > 0 e grafo G:

= 3 largura de arvore de G é pelo menos k sss

= G contém uma bramble de ordem pelo menos k + 1.

Teorema

Para todo grafo G e k > 0, sdo equivalentes:
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= 3 largura de arvore de G é pelo menos k sss

= G contém uma bramble de ordem pelo menos k + 1.

Teorema

Para todo grafo G e k > 0, sdo equivalentes:

(i) A largura de arvore de G é no maximo k.
(i) A largura cordal de G é no maximo k + 1.

(iii) k+ 1 policiais podem capturar um ladrdo visivel em G.
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Equivaléncias de largura de arvore

Teorema
Para todo k > 0 e grafo G:

= 3 largura de arvore de G é pelo menos k sss

= G contém uma bramble de ordem pelo menos k + 1.

Teorema

Para todo grafo G e k > 0, sdo equivalentes:

(i) A largura de arvore de G é no maximo k.
(ii

)

) A largura cordal de G é no maximo k+ 1.

(iii) k+ 1 policiais podem capturar um ladrdo visivel em G.
)

(iv) Ndo existe bramble com ordem maior que k+ 1 em G.
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Obtendo uma decomposicao em
arvore




Relembrando:

= Separacdo: (A, B) é uma separacdo de AU B = V(G) se ndo ha
arestas entre A\ Be B\ A
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Relembrando:
= Separacdo: (A, B) é uma separacdo de AU B = V(G) se ndo ha
arestas entre A\ Be B\ A

= Separador:

= dizemos que C C V(G) separa X e Y se todo caminho X—Y
passa por vértice de C

= se Csepara X e Y, entdo podemos encontrar uma separacdo
(A, B) que separa X e Y com C como separador

Teorema (Teorema de Menger)

= Seja p(X,Y) o tamanho do menor separador de X e Y

= Entdo (X, Y) é igual ao maior niimero de caminhos disjuntos nos
vértices entre X e Y.
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Obtendo uma decomposicao

Existe um algoritmo FPT para obter uma decomposicao em arvore:
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Existe um algoritmo FPT para obter uma decomposicao em arvore:
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Obtendo uma decomposicao

Existe um algoritmo FPT para obter uma decomposicao em arvore:
Teorema (Boadlander)

Existe algoritmo que, dado um grafo G com n vértices e um
inteiro k, executa em tempo KOU) . e:

= ou constroi uma decomposicdo em arvore de largura k;
= ou conclui que a largura de arvore de G é maior que k.

Observacdes:

= 0 algoritmo é linear em n;

= mas ndo é de exponencial simples em k;
= o fator com k pode ser dominante

Alternativa: obter decomposicGes “quase” étimas
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Obtendo uma decomposicao aproximada

Como obter uma decomposicdo “pequena” de G?
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Obtendo uma decomposicao aproximada

Como obter uma decomposicdo “pequena” de G?

Ideia:

1. Suponha que HC G é tal que 6(H) C S
2. Quebramos H em Hi, H» com algum separador S oS
3. Obtemos:

= V(H,) N § separa H; do resto do grafo G

= V(H,) N S separa H, do resto do grafo G
4. Gostariamos:

= |V(H1) N8| e |V(H:) N S| sejam “pequenos”

= i.e., com tamanho menor que ck para c constante
5. Novos obijetivos:

= dividir Sentre H; e H>

= encontrar $ ndo muito grande
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Separadores balanceados

= sejaw: V(G) = Ry e w(X) =), cxw(u) para X C V(G)
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Separadores balanceados
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Separadores balanceados

= sejaw: V(G) = Ry e w(X) =), cxw(u) para X C V(G)
= X C V(G) é um a-separador balanceado em G se:

= G — X contém componentes conexas Dy, ..., D,
= para cada i, w(D) < o - w(V(G)).

Lema

Seja G com largura de arvore k e w: V(G) — R,. Entdo existe um
3-separador balanceado X com |X| < k+ 1.
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Separacoes balanceadas

Uma separacio (A, B) é um a-balanceada se:

= WA\ B)<a-w(V(G))e
= B\ A) < a- w(VG)).
Lema

Seja G com largura de arvore k e w: V(G) — R.. Entdo existe uma

2_separacdo balanceada (A, B) com ordem no maximo k+ 1.

Corolario

Seja G com largura de arvore k e S C V(G). Ent3o existe uma particio
Sa, S de S tal que:
= k+2<[S4],[58] <2k+2e

u /LG(SA, 55) < k+1.
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Aproximacao constante para largura de arvore

Teorema
Existe algoritmo que, dado um grafo G com n vértices e um
inteiro k, executa em tempo O(8%k? - n?) e:

= ou constroi uma decomposicdo em arvore de largura k;

58



Aproximacao constante para largura de arvore

Teorema

Existe algoritmo que, dado um grafo G com n vértices e um
inteiro k, executa em tempo O(8%k? - n?) e:

= ou constroi uma decomposicdo em arvore de largura k;

= ou conclui que a largura de arvore de G é maior que k.
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INVARIANTES: (i) |S| <3k+4eW\S#0;
(i) G[W] e G[S] sdo conexos;
(iii) S= Ng(W\ S)
decompose(W, S):
1. Construa um conjunto S com as propriedades:

(a) ScScw
(b) |8] < 4k +5;
(c) cada componente de G[W\ $] tem até 3k + 4 vizinho em S

2. Sejam Dy, ..., D, componentes de G[W\ 9]
2.1 Para cada i, T; + decompose(Ng[D;] , Ng(D))

1
2.2 Crie uma né r com conjunto X, =S
2.3 Devolva Tw,s com raiz r e filhos 7T;, para cada i
59
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Preliminares

Seja r> 0 e v um vértice de G.

= denotamos por G| o subgrafo induzido por vértices com
distancia até rde v
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Preliminares

Seja r> 0 e v um vértice de G.

= denotamos por G| o subgrafo induzido por vértices com
distancia até rde v

Teorema
Seja G um grafo planar e v € V(G). Entdo
= tw(G) <3r+1

= uma decomposicdo em drvore com largura 3r+ 1 pode ser
encontrada em tempo polinomial.
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Fatiamento do grafo

Consideramos uma fatia de um grafo planar G a partir de um
vértice v.

61



Fatiamento do grafo

Consideramos uma fatia de um grafo planar G a partir de um
vértice v.

Sejai>0ej>1:

61



Fatiamento do grafo

Consideramos uma fatia de um grafo planar G a partir de um
vértice v.

Sejai>0ej>1:

= [;sdo os vértices u tais que d(v,u) =i

61



Fatiamento do grafo

Consideramos uma fatia de um grafo planar G a partir de um
vértice v.

Sejai>0ej>1:

= [;sdo os vértices u tais que d(v,u) =i

" G,'7,'+j_1 = G[L; ULy U---U Li+j—1]-

61



Fatiamento do grafo

Consideramos uma fatia de um grafo planar G a partir de um

vértice v.
Sejai>0ej>1:

= [;sdo os vértices u tais que d(v,u) =i

" G,'7,'+j_1 = G[L; ULy U---U Li+j—1]-

Gii+j—1 € uma fatia com j camadas a partir de i

61



Fatiamento do grafo

Consideramos uma fatia de um grafo planar G a partir de um

vértice v.
Sejai>0ej>1:

= [;sdo os vértices u tais que d(v,u) =i

* Giiyjo1=G[LiULit1U---ULijj1].
Gii+j—1 € uma fatia com j camadas a partir de i

Corolario
Para cadai>0ej>1:

61



Fatiamento do grafo

Consideramos uma fatia de um grafo planar G a partir de um

vértice v.
Sejai>0ej>1:

= [;sdo os vértices u tais que d(v,u) =i

= G,'7,'+j_1 = G[L; ULy U---U L;+j_1].
Gii+j—1 € uma fatia com j camadas a partir de i

Corolario
Para cadai>0ej>1:

= twW(Giipj1) <3+ 1

61



Fatiamento do grafo

Consideramos uma fatia de um grafo planar G a partir de um

vértice v.
Sejai>0ej>1:

= [;sdo os vértices u tais que d(v,u) =i

* Giiyjo1=G[LiULit1U---ULijj1].
Gii+j—1 € uma fatia com j camadas a partir de i

Corolario
Para cadai>0ej>1:

= twW(Giipj1) <3+ 1

= uma tal decomposicdo pode ser obtida em tempo polinomial.

61



Método Shifting

Suponha que temos um problema de encontrar um subconjunto de
até k vértices.

Ideia:

62



Método Shifting

Suponha que temos um problema de encontrar um subconjunto de
até k vértices.

Ideia:

1. Primeiro cortamos uma fatia com g camadas, 0 < g < k

62



Método Shifting

Suponha que temos um problema de encontrar um subconjunto de
até k vértices.

Ideia:

1. Primeiro cortamos uma fatia com g camadas, 0 < g < k
2. Fatiamos o resto de G fazendo:

62



Método Shifting

Suponha que temos um problema de encontrar um subconjunto de
até k vértices.

Ideia:

1. Primeiro cortamos uma fatia com g camadas, 0 < g < k
2. Fatiamos o resto de G fazendo:
2.1 removemos uma camada;

62



Método Shifting

Suponha que temos um problema de encontrar um subconjunto de
até k vértices.

Ideia:

1. Primeiro cortamos uma fatia com g camadas, 0 < g < k
2. Fatiamos o resto de G fazendo:

2.1 removemos uma camada;

2.2 cortamos uma fatia com k camadas.

62



Método Shifting

Suponha que temos um problema de encontrar um subconjunto de
até k vértices.

Ideia:

1. Primeiro cortamos uma fatia com g camadas, 0 < g < k
2. Fatiamos o resto de G fazendo:

2.1 removemos uma camada;

2.2 cortamos uma fatia com k camadas.

3. Repetimos o mesmo procedimento para cada ¢ =0, ..., k

62



Método Shifting

Suponha que temos um problema de encontrar um subconjunto de
até k vértices.

Ideia:

1. Primeiro cortamos uma fatia com g camadas, 0 < g < k
2. Fatiamos o resto de G fazendo:

2.1 removemos uma camada;

2.2 cortamos uma fatia com k camadas.

3. Repetimos o mesmo procedimento para cada ¢ =0,..., k (i.e.,
deslocamos as camadas)

62



Método Shifting

Suponha que temos um problema de encontrar um subconjunto de
até k vértices.

Ideia:

1. Primeiro cortamos uma fatia com g camadas, 0 < g < k
2. Fatiamos o resto de G fazendo:

2.1 removemos uma camada;

2.2 cortamos uma fatia com k camadas.

3. Repetimos o mesmo procedimento para cada ¢ =0,..., k (i.e.,
deslocamos as camadas)

Pontos-chaves:

= em algum deslocamento, nenhum dos k vértices da solucdo foi
removido;

62



Método Shifting

Suponha que temos um problema de encontrar um subconjunto de
até k vértices.

Ideia:

1. Primeiro cortamos uma fatia com g camadas, 0 < g < k

2. Fatiamos o resto de G fazendo:
2.1 removemos uma camada;
2.2 cortamos uma fatia com k camadas.

3. Repetimos o mesmo procedimento para cada ¢ =0,..., k (i.e.,
deslocamos as camadas)

Pontos-chaves:

= em algum deslocamento, nenhum dos k vértices da solucdo foi
removido;
= o grafo resultante de cada deslocamento tem largura de arvore
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Shifting lemma

Lema

Seja G planar e k > 0. Ent3o o conjunto de vértices de G pode
ser particionado em k+ 1 subconjuntos (possivelmente vazios)
tais que a remocao de qualquer um deles induz um grafo com
largura de arvore no maximo 3k+ 1. Ainda, a particio bem como
uma tal decomposicdo pode ser obtida em tempo polinomial.
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Problema do isomorfismo de subgrafo

Relembrando: No problema do isomorfismo, dado um grafo H com
tamanho fixo k e um grafo G, existe um subgrafo de G isomorfo a

H?
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tamanho fixo k e um grafo G, existe um subgrafo de G isomorfo a
H?

Primeiro-passo: encontrar um algoritmo FPT para o caso
particular do problema com largura de arvore fixa.

Lema

Existe um algoritmo que, dado um grafo G e um grafo H, decide
se existe um subgrafo de G isomorfo a H. O tempo de execucdo é
fIV(H)|, tW(G)) - |V(G)|°W), onde f é uma funcio computavel
que depende de |V(H)|.
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Obtendo um FPT com parametro k em grafos planares

Teorema
Existe um algoritmo que, dado um grafo planar G e um grafo H,
decide se existe um subgrafo de G isomorfo a H.
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Obtendo um FPT com parametro k em grafos planares

Teorema

Existe um algoritmo que, dado um grafo planar G e um grafo H,
decide se existe um subgrafo de G isomorfo a H. O tempo de
execucdo é f{|V(H)|) - |V(G)|°D), onde f é uma funcio
computavel que depende de |V(H)|.
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Bisseccao minima

Problema da Bisseccao Minima

Dado um grafo G com n vértices e um inteiro k.
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Bisseccdao minima

Problema da Bisseccao Minima

Dado um grafo G com n vértices e um inteiro k.

Pergunta: Existe uma particdo de V(G) em A e B tal que :

= [n/2] <A, [Bl < [n/2] e

= 0 nimero de arestas entre A e B é no maximo k?

Consideraremos uma vers3o mais geral:

= Pode haver arestas miltiplas;
= Cada vértice v tem um peso inteiro w(v) > 0;

= Ae Bsio tais que |[wW(V(G))/2] < s(A),(B) < [w(VG))/2]
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Um lema de shifting com contracao de arestas

Lema

Seja G planar e k > 0. Entdo o conjunto de arestas de G pode
ser particionado em k + 1 subconjuntos tais que a contracdo de
qualquer um deles induz um grafo com largura de arvore no
maximo ck, para alguma constante ¢ > 0. Ainda, a particdo bem
como uma tal decomposicdo pode ser obtida em tempo

polinomial.
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Um lema de shifting com contracao de arestas

Lema

Seja G planar e k > 0. Entdo o conjunto de arestas de G pode
ser particionado em k + 1 subconjuntos tais que a contracdo de
qualquer um deles induz um grafo com largura de arvore no
maximo ck, para alguma constante ¢ > 0. Ainda, a particdo bem
como uma tal decomposicdo pode ser obtida em tempo
polinomial.

Combinamos com um algoritmo para largura de arvore fixa.

Lema

O Problema da Bisseccdo Minimia pode ser resolvido em tempo
2t. W. n®N) em multigrafo com n vértices com largura de drvore
t e cujo maior peso de um vértice é W.
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FPT para Bisseccao Minima planar

Teorema

Bisseccdo Minima em grafos planares pode ser resolvida em
tempo 29K . W. n®®) onde W é o maior peso de um vértice.

68



	Decomposição em Árvore
	Programação Dinâmica com largura de árvore definidas
	Teorema de Courcelle
	Caracterizações Alternativas
	Obtendo uma decomposição em árvore
	Shifting

