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Problemas de minimizacao de vértices

Observacao 1

Em muitos problemas, queremos:

= remover alguns vértices

= satisfazer alguma propriedade global

Objetivo: minimizar a quantidade de vértices

Observacao 2

Em alguns problemas:

= obter uma solucdo n3do 6tima é mais facil

= uma solucdo aproximada indica a estrutura da solucao 6tima

Objetivo: converter a solucdo ndo 6tima em 6tima
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llustrando

2-aproximacao para cobertura por vértices

1. Resolva o PL(G) e obtenha x
3. Devolva Z

Fato: o algoritmo acima devolve uma solucdo com no maximo
20PT vértices

Como é uma solucdo étima?
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Comprimindo a solucao

COMPRIMIR-COBERTURA (G, k, Z):

1. Se |Z] > k, devolva n3o
2. Paracada Xz C Z com |Xz| < k:
21 A Z\ Zx

2.2 Se G[A] tem arestas, tente préximo
2.3 Se [N(A)| + |Zx| < k, devolva N(A) U Zx

3. Devolva nao

Tempo de execucio: 2/Z|n®1) = 4kp©(1)



Subproblema importante

Problema

Dados k > 0, um grafo G, uma cobertura por vértices Z e um
subconjunto Xz C Z, o grafo G — Xz contém uma cobertura por
vértices de tamanho k — | Xz| que ndo contém vértices de Z— Xz?



Subproblema importante

Problema

Dados k > 0, um grafo G, uma cobertura por vértices Z e um
subconjunto Xz C Z, o grafo G — Xz contém uma cobertura por
vértices de tamanho k — | Xz| que ndo contém vértices de Z— Xz?

Ou reescrevendo:



Subproblema importante

Problema

Dados k > 0, um grafo G, uma cobertura por vértices Z e um
subconjunto Xz C Z, o grafo G — Xz contém uma cobertura por
vértices de tamanho k — | Xz| que ndo contém vértices de Z— Xz?

Ou reescrevendo:

Problema da Cobertura por vértices Disjunto

Dados k> 0, um grafo G e um conjunto W, existe uma cobertura
por vértices de G disjunta de W com no méaximo k vértices?
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Dificuldades

A estratégia tem algumas Dificuldades:

1. O tempo de execucdo depende fortemente da aproximacdo
obtida

2. Como obter uma solucdo aproximada melhor?

= nenhuma aproximacdo polinomial melhor que 1.3606 para
Cobertura

Ideia para melhorar:

= obter uma solucdo de custo k+ 1

= construir solucdo iterativamente
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Compressao iterativa

Cobertura-Ilterativa(G, k):

1. Ordene arbitrariamente V= {v1,...,v,}
2. Defina V;={1,...,it e Gi=G[Vj], paral <i<n
3. Paracadai=1,... k
= Xi Vi
4. Paracadai=k+1,..., m
= X+ Xi_1 U{v}
= Comprima X} e obtenha X;

= Se a compress3o falhar, devolva ndo

5. Devolva X,

O algoritmo mantém a invariante:

= X; é cobertura por vértice de G;
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Framework: Problema de Solucado Disjunta

(*)-Disjunto
Considere uma instancia (G, k) de (), uma solucido Z C V(G)
com [Z| < k+1leXzC Z

= encontre uma solugdo X com |X| < k— | Xz| para G — X tal
que X e W:= Z\ Xz sejam disjuntos;

= dé um certificado de que ndo uma tal solucio.

= Se (*)-Disjunto tem algoritmo com tempo g(k)n®Y, entdo
Compressdo-(*) tem algoritmo com tempo

k
3 (47 a0
1
i=0

= Se g(k) = a, ent3o o tempo total é (1 + a)*n*.



Conjunto de retroalimentacdao em
torneios




Conjunto de retroalimentacao em torneios

Problema de vértices de retroalimentacao em torneios
(FVST)

Dado um torneio T, existe um conjunto de vértices de
retroalimentacdo de tamanho no maximo k?

10



Aplicando framework: usando compressao

Lema
Se existe um algoritmo para Compressdo do Conjunto de
retroalimentacdo em torneios em tempo f(k)nS, ent3o existe

algoritmo para Conjunto de retroalimentacdo em torneios em
tempo flk)nt.

11



Aplicando framework: usando compressao disjunta

Conjunto de retroalimentacao em torneios disjunto

Dados T, W C V(T) um conjunto de retroalimentacdo de T e

k > 0, existe um conjunto de retroalimentacao X C A, com
tamanho até k, onde A:= V(T)\ W?

Lema

Se existe um algoritmo para Conjunto de retroalimentacdo em
torneios disjunto em tempo g(k)n€, entdo existe algoritmo para
Compressdo de Conjunto de retroalimentacdo em torneios em

tempo 3o (“T1) g(k — 1)n®).

12



Conjunto de retroalimentacao em torneios disjunto

Lema

Seja T um torneio. Entdo

13



Conjunto de retroalimentacao em torneios disjunto

Lema

Seja T um torneio. Entdo

1. T é ciclico sss T tem um tridangulo;

13



Conjunto de retroalimentacao em torneios disjunto

Lema

Seja T um torneio. Entdo

1. T é ciclico sss T tem um tridangulo;

2. Existe uma tnica ordenacdo topoldgica de T.

13



Conjunto de retroalimentacao em torneios disjunto

Lema

Seja T um torneio. Entdo

1. T é ciclico sss T tem um tridangulo;

2. Existe uma tnica ordenacdo topoldgica de T.

Observacdo: dizemos que um torneio T é transitivo se para todo
u,v,w, (u,w),(w,v) € E(T), entdo (u,v) € E(T).

13



Conjunto de retroalimentacao em torneios disjunto

Lema

Seja T um torneio. Entdo

1. T é ciclico sss T tem um tridangulo;

2. Existe uma tnica ordenacdo topoldgica de T.

Observacdo: dizemos que um torneio T é transitivo se para todo
u,v,w, (u,w),(w,v) € E(T), entdo (u,v) € E(T).

Reducdao FVST.1: Se T contém um tridangulo direcionado x, y, z, e

somente z € A, entdo devolva (T —z, W, k— 1)
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Ordenacoes

Definimos as seguintes ordenacdes:

» 0= (wp,...,wy) é aordenagdo de W, onde g = |W|

= p={(ur...,up) é aordenacdo de A, onde p = |A|

Seja v € A, a posicdo natural de v.em o é p[v] definido por

(vyvwj)) € E(T) < i> p[v]

Definimos m como uma outra ordenacdo de A fazendo seguinte:

= ordene os vértices v de A por p[v];

= se houver empate, ordene como em p.

14



Reduzindo para subsequéncia comum maxima

Observacdes:

1. Se T — X é transitivo para X C A, entdo uma ordenacdo
topoldgica de T[A\ X] respeita 7
2. Qualquer ordenacdo T[A\ X] deve respeitar p.
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Reduzindo para subsequéncia comum maxima

Observacdes:
1. Se T — X é transitivo para X C A, entdo uma ordenacdo
topoldgica de T[A\ X] respeita 7
2. Qualquer ordenacdo T[A\ X] deve respeitar p.
De outra forma: Quantos vértices de A conseguimos adicionar a o
sem criar ciclos?

Lema

O torneio T(WU B) é aciclico sss m|g = p|s.

15



Combinando tudo

Lema
Subsequéncia comum maxima pode ser resolvida em tempo
polinomial.
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Lema

Conjunto de retroalimentacdo em torneios disjunto é polinomial.

Teorema

Conjunto de retroalimentacdo em torneios pode ser resolvido em
tempo 2kpO@)
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Conjunto de vértices de retroalimentacao
Dado G e k > 0, existe um conjunto de vértices X C V(G) tal
que | X|] < k?

Framework de compressdo iterativa: podemos nos concentrar na
versao disjunta.

Conjunto de vértices de retroalimentacao disjunto

Dado Ge k>0e WC V(G), um conjunto de retroalimentacéo

de de tamanho k+ 1, existe um conjunto de vértices
X C V(G)\ Wtal que |X]| < k?

17
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Reducoes

Seja H= G- W
Reducao FVS.1: Remova vértices com grau zero ou um em G.

Reducdo FVS.2: Se existe um vértice v € V(H) talq eu GIWU {v}] é
ciclico, ent3o:

= inclua v na solucdo,
= remova vde He

= diminua o paradmetro k.

Devolva a instancia (G — v, W, k—1).

18



Mais uma reducao

Reducdo FVS.3: Seja um vértice v com grau 2 em G, tal que
N(v) = {u, w}.
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Mais uma reducao

Reducdo FVS.3: Seja um vértice v com grau 2 em G, tal que
N(v) = {u,w}. Se u € V(H) ou we V(H), entdo:

= remova v

= adicione uma aresta conectando u a v.

Atencdo: o grafo pode passar a ser um multigrafo.
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Resolvendo a versao disjunta

Lema

Conjunto de vértices de retroalimentacdodisjunto pode ser
resolvido em tempo 4kn®(1),
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Resolvendo a versao disjunta

Lema

Conjunto de vértices de retroalimentacdodisjunto pode ser
resolvido em tempo 4kn®(1),

Utilizando o framework de compress3o iterativa:

Teorema
Conjunto de vértices de retroalimentacdo pode ser resolvido em
tempo 4kn©1)
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