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Programacao Dinamica



Programacao Dinamica: Conceitos Basicos

» Tipicamente o paradigma de programacao dinamica
aplica-se a problemas de otimizagao.
» Podemos utilizar programacao dindmica em problemas
onde ha:
» Subestrutura Otima: As solucgoes étimas do problema
incluem solugdes 6timas de subproblemas.
> Sobreposicdo de Subproblemas: O calculo da solugao
através de recursao implica no recalculo de subproblemas.



Programacao Dinamica: Conceitos Basicos (Cont.)

» A técnica de programacao dinamica visa evitar o
recalculo desnecessario das solucdes dos subproblemas.

» Para isso, solucdes de subproblemas sdo armazenadas
em tabelas.

» Logo, para que o algoritmo de programacao dinamica seja
eficiente, é preciso que o nimero total de subproblemas
que devem ser resolvidos seja pequeno (polinomial no
tamanho da entrada).



Multiplicacao de Cadeias de Matrizes

Problema: Multiplicacao de Matrizes

Calcular o nimero minimo de operacoes de multiplicacao
(escalar) necessarios para computar a matriz M dada por:

M:M]_XMZ}(...M,'...XM,—,

onde M; é uma matriz de b;_; linhas e b; colunas, para todo
ie{l,...,n}.

» Matrizes sao multiplicadas aos pares sempre. Entao, é
preciso encontrar uma parentizacdo (agrupamento) étimo
para a cadeia de matrizes.

» Para calcular a matriz M” dada por M; x M, ; sao
necessarias b;_; * b; * b; ;1 multiplicagbes entre os
elementos de M; e M; ;.



Multiplicacao de Cadeias de Matrizes (Cont.)

» Exemplo: Qual é o minimo de multiplicacoes escalares
necessarias para computar M = My x M> x M3 x M4 com
={200, 2,30, 20, 5}?

> As possibilidades de parentizagcao sao:

My x (M2 x (M3 x My))
My x ((M> x M3) x M4§

M = ( 5.300 multiplicacdes
M= (

M = ((My x M) x (M3 x My

M= (

M =(

3.400 multiplicagoes
4.500 multiplicacoes
29.200 multiplicacoes
152.000 multiplicacoes

(My x (M x M3)) x My
(M1 x M2) x M3) x My

)
)
)
)
)

Ll

» A ordem das multiplicacdes faz muita diferencal



Multiplicacao de Cadeias de Matrizes (Cont.)

» Poderiamos calcular o nimero de multiplica¢des para
todas as possiveis parentizacoes.

» O numero de possiveis parentizacoes é dado pela
recorréncia:

1, n=1
P(”):{ Yo LP(K)-P(n—K) n>1,

» Mas P(n) € Q(4”/n%), a estratégia de forca bruta é
impraticavel!



Multiplicacao de Cadeias de Matrizes (Cont.)

» Inicialmente, para todo (i,j) tal que 1 <i <j < n, vamos
definir as seguintes matrizes:

Mi,j:MiXMi+1><...><Mj.

» Agora, dada uma parentizacdo 6tima, existem dois pares
de parénteses que identificam o ultimo par de matrizes
que serao multiplicadas.

Ou seja, existe k tal que M = My, x My 1 .

» Como a parentizagao de M é 6tima, as parentizagdes no
calculode M; , e My, 1 , devem ser 6timas também, caso
contrério, seria possivel obter uma parentizacao de M
ainda melhor!

» Eis a subestrututra 6tima do problema: a parentizagao
6tima de M inclui a parentizagao 6tima de M; , e My ;1 .



Multiplicacao de Cadeias de Matrizes (Cont.)

» De forma geral, se m[i,j] € nimero minimo de
multiplicacoes que deve ser efetuado para computar
M; x M1 x...x M;, entdo mli,j] é dado por:

mli,j] = iznljgj{m[i,k] + mlk +1,j]+ bj_1 * by * by}.

» Podemos entao projetar um algoritmo recursivo (indutivo)
para resolver o problema.



Multiplicacao de Matrizes - Algoritmo Recursivo

MiNiMO-MuLTIPLICACOES-RECURSIVO(b, i, j)

> Entrada: Vetor b com as dimensoes das matrizes e os indices i e j
que delimitam o inicio e término da subcadeia.

> Saida: O nimero minimo de multiplicagées escalares necessario
para computar a multiplicacao da subcadeia. Esse valor é registrado
em uma tabela (m[i,j]), bem como o indice da divisao em subcadeias
otimas (s[i, j]).

se i = j entdo devolva O
m[i,j] =00
para k :=i até j—1 faca
g := MiNIMO-MuLTIPLICACOES-RECURSIVO(b, i, k )+
MINIMO—MULTIPLICACOES—RECURSIVO(b, k + 1,j)+
b[i — 1] * b[k] * b[j]
se m[i,j] > q entdo
mli,jl :=q;sli,j] ==k
devolva m[i,j]
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Efetuando a Multiplicacao Otima

» E muito facil efetuar a multiplicacdo da cadeia de
matrizes com o nimero minimo de multiplicacoes
escalares usando a tabela s, que registra os indices
6timos de divisdo em subcadeias.

MuLTtipLicaA-MATRIZES(M, S, i, j)

> Entrada: Cadeia de matrizes M, a tabela s e os indices i e j
que delimitam a subcadeia a ser multiplicada.

> Saida: A matriz resultante da multiplicacdo da subcadeia
entre i e j, efetuando o minimo de multiplicacoes escalares.

1 sei<jentao

2 X := MuLTtipLica-MATRIZES(M, s, i, s[i, j])

3 Y := MuLTipLicA-MATRIZES(M, s, s[i, j] + 1,))

4 devolva Multiplica(X, Y, b[i — 1], b[s[i,j]], b[j])
5 sendo devolva M;



Algoritmo Recursivo - Complexidade

» O ndmero minimo de operacoes feita pelo algoritmo
recursivo é dada pela recorréncia:

1, n=1
T 2{ L+ Xl +T(n-k)+1] n>1,

> Portanto, T(n)>2Y 7~} T(i)+n, paran > 1.

» E possivel provar (por substituicao) que T(n) > 2""1, ou
seja, o algoritmo recursivo tem complexidade (2(2"),
ainda impraticavel!



Algoritmo Recursivo - Complexidade

» Aineficiéncia do algoritmo recursivo deve-se a
sobreposicdo de subproblemas: o calculo do mesmo m{i, ]
pode ser requerido em varios subproblemas.

» Por exemplo, para n =4, m[1,2], m[2,3] e m[3,4] sdo
computados duas vezes.

» O namero total de m([i,j]’s calculados é O(n?) apenas!

» Portanto, podemos obter um algoritmo mais eficiente se
evitarmos recalculos de subproblemas.



Um subproblema pode aparecer varias vezes
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Divisao e Conquista com Recursado simples:

P4 resolvido 2 vezes (uma por P; e uma por P5);

P resolvido 3 vezes (uma por P3 e duas por Py);

Pg resolvido 4 vezes (uma por Ps, duas por P4 e uma por Ps);
Pg resolvido 3 vezes (uma por P3 e duas por Py);



Memorizacao x Programacao Dinamica

» Existem duas técnicas para evitar o recalculo de
subproblemas:

> Memorizagdo: Consiste em manter a estrutura recursiva
do algoritmo, registrando em uma tabela o valor étimo
para subproblemas ja computados e verificando, antes de
cada chamada recursiva, se o subproblema a ser resolvido
ja foi computado.

» Programacao Dinamica: Consiste em preencher uma
tabela que registra o valor 6timo para cada subproblema
de forma apropriada, isto é, a computacgao do valor 6timo
de cada subproblema depende somente de subproblemas
ja previamente computados. Elimina completamente a
recursao.



Algoritmo de Memorizacao

MiNIMO-MuLTIPLICACOES-MEMORIZADO(b, 1)

1 parai:=1aténfaga

2 paraj:=1 até n faca

3 mli,j] := oo

4 devolva Memorizacao(b, 1, n)

MEMORIZACAO(D, i, f)
1 se mli,j] < o entdo devolva mli,j]
2 sei=jentdom[i,j]:=0
3 sendo
4 para k ;=i até j—1 faca
5 g := Memorizacao(b, i, k)+
MeMoRrizacao(b, k + 1,j) + b[i — 1]+ b[k] = bj]
6 se m[i,j] > g entdo m[i,j] ;== q; s[i,j] .=k
7 devolva mli,j]



Algoritmo de Programacao Dinamica

» O uso de programacao dindmica é preferivel pois elimina
completamente o uso de recursao.

» O algoritmo de programacao dinamica para o problema
da multiplicacao de matrizes torna-se trivial se
computarmos, para valores crescentes de u, o valor 6timo
de todas as subcadeias de tamanho u.



Algoritmo de Programacao Dinamica

MiNiMO-MuLTIPLICACOES(D)
> Entrada: Vetor b com as dimensodes das matrizes.
> Saida: As tabelas m e s preenchidas.
1 parai=1aténfagamli,i]:=0
> calcula o minimo de todas sub-cadeias de tamanho u+1
2 parau=1atén-1faca
3 parai=1até n—u faga
4 ji=i+u;mli,j] =
5 para k =i até j—1 faca
6 q:=mli,k]+ m[k +1,j] + b[i — 1] * b[k] = b[j]
7 se g <mli,j] entdo
8 mli,jl :==q; s[i,j] ==k
9 devolva (m,s)



Algoritmo de Programacao Dinamica - Exemplo
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Algoritmo de Programacao Dinamica - Exemplo

1 2 3 4 1 2 3 4
10 1| _

2 0 2 _

3 0 3 _

4 0 4 _




Algoritmo de Programacao Dinamica - Exemplo

1 2 3 4 1 2 3 4
1| o |12000 Ly _ ]
2 0 | 1200 2 _ 2
3 0 | 3000 3 _ 3
4 0 4 _
m S

{ 200, 2, 30,20, 5 }



Algoritmo de Programacao Dinamica - Exemplo

1 2 3 4 1 2 3 4
1 0 1 _ 1 1
2 2 _ 2
3 3000 3 _ 3
4 0 4 _
m s

{ 200, 2, 30,20, 5 }

\ b0*b1#b3=200%2+20=8000 \




Algoritmo de Programacao Dinamica - Exemplo

1 2 3 4 1 2 3 4
1 0 | 12000| 9200 1 _ 1 1
2 0 2 _ 2 3
3 0 | 3000 3 _ 3
4 4 _
m S

{ 200, 2, 30,20, 5 }

\ b1#b2*b4=2*30%5=300 \




Algoritmo de Programacao Dinamica - Exemplo

1 2 3 4 1 2 3 4
1 0 | 12000 3400 1 _ 1 1 1
2 0 | 1200 | 1400 2 _| 2 3
3 0 | 3400 3 _ 3
4 4 _
m S
‘ b0*b1*b4=200%2*5=2000 ‘ { 200, 2, 30, 20,5 }

\ b0*b2*b4=200*30*5=30000‘




Algoritmo de Programacao Dinamica - Exemplo

1 2 3 4 1 2 3 4
1 0 | 12000| 9200 | 3400 1 _ 1 1 1
2 0 | 1200 | 1400 2 _ 3
3 0 | 3000 3 _ 3
4 0 4 _
m s



Algoritmo de Programacao Dinamica - Complexidade

» A complexidade de tempo do algoritmo é dada por:

T(n)

n-1 n-ui4u-1



Algoritmo de Programacao Dinamica - Complexidade

» Como
n-1
Znu =n3/2-n?/2
u=1
e
n-1
u?=n3/3-n%/2+4n/6.
u=1
Entao,

T(n)=(n3/6-n/6)O(1).

» A complexidade de tempo do algoritmo é ©(n?>).

» A complexidade de espaco é @(nz), ja que é necessario
armazenar a matriz com os valores 6timos dos
subproblemas.



O Problema Binario da Mochila

O Problema da Mochila

Dada uma mochila de capacidade W (inteiro) e um conjunto de
n itens com tamanho w; (inteiro) e valor ¢; associado a cada
item i, queremos determinar quais itens devem ser colocados
na mochila de modo a maximizar o valor total transportado,
respeitando sua capacidade.

» Podemos fazer as seguintes suposicoes:
s Y iLawi> W
» O<w; <W,paratodoi=1,...,n.



O Problema Binario da Mochila

» Podemos formular o problema da mochila com
Programacao Linear Inteira:
» Criamos uma variavel x; para cada item: x; = 1 se oitem i
estiver na solugao 6tima e x; = O caso contrario.
» A modelagem do problema é simples:

n

mach,-x,- (1)

i=1

ZW,’X,’ < w (2)
i=1
x; €1{0,1} (3)

» (1) é a funcgdo objetivo e (2-3) o conjunto de restricoes.



O Problema Binario da Mochila

Como podemos projetar um algoritmo para resolver o
problema?

Existem 2" possiveis subconjuntos de itens: um algoritmo
de forga bruta é impraticavel!

Eum problema de otimizagdo. Sera que tem subestrutura
6tima?

Se o item n estiver na solucdo 6tima, o valor desta
solugao sera c, mais o valor da melhor solu¢cao do
problema da mochila com capacidade W — w,,
considerando-se s6 os n — 1 primeiros itens.

Se o item n nao estiver na solucao 6tima, o valor 6timo
sera dado pelo valor da melhor solucdo do problema da
mochila com capacidade W considerando-se sé os n—1
primeiros itens.



O Problema Binario da Mochila

» Seja z|[k, d] o valor 6timo do problema da mochila
considerando-se uma capacidade d para a mochila que
contém um subconjunto dos k primeiros itens da instancia

original.
» A férmula de recorréncia para computar z[k, d] para todo
valor de d e k é:

z[0,d] =0
z[k,0] =0
[k, d] = z[k -1,d], se w, >d
2o dl= max{z[k —1,d],z[k —=1,d - wy] + ¢}, sew,<d



O Problema Binario da Mochila - Complexidade

Recursao

» A complexidade do algoritmo recursivo para este
problema no pior caso é dada pela recorréncia:

1, k=0oud=0
T(k'd)—{ T(k-=1,d)+T(k-1,d-w,)+1 k>0ed>0.

» Portanto, no pior caso, o algoritmo recursivo tem
complexidade Q(2"). E impraticavel!

» Mas ha sobreposicdo de subproblemas: o recalculo de
subproblemas pode ser evitado!



Mochila - Sobreposicao de Subproblemas

» Considere vetor de tamanhos w = {2,1,6,5} e capacidade
da mochila W = 7. A arvore de recursao seria:

z[4, 7]
7[3,7] 73, 2]
/ \ |
22, 7] 22, 1] 72, 2]
Z[1, 7] Z[1, 6] 71, 1] Z[1, 0] 7[1, 2]
| |
0.7 20,5 20,6 20,4  z[0, 1] z[0, 0] Z[0, 2] [0, O]

» O subproblema z[1, 1] é computado duas vezes.



Mochila - Programacao Dinamica

» O numero total maximo de subproblemas a serem
computados é nW.

> Isso porque tanto o tamanho dos itens quanto a
capacidade da mochila sao inteiros!

» Podemos entao usar programacao dinamica para evitar o
recalculo de subproblemas.

» Como o calculo de z[k, d] depende de z[k —1,d] e
z[k —1,d — wy], preenchemos a tabela linha a linha.



d-wl[k] d

z[k,d]=max {- ) z[k=1,d—w[k]] + c[k]




O Problema Binario da Mochila - Algoritmo

MocHiILA(c, w, W, n)
> Entrada: Vetores c e w com valor e tamanho de cada item,
capacidade W da mochila e nUmero de itens n.
> Saida: O valor maximo do total de itens colocados na mo-
chila.
para d := 0 até W faga z[0,d] :=0
para k := 1 até n faga z[k,0] := 0
para k :=1 até n faga
para d:=1 até W faca
z[k,d] :=z[k - 1,d]
se w, <decg+zlk—1,d—wg]>z[k,d] entdo
zlk,d] == cx +z[k - 1,d — wy]
devolva (z[n, W])

00N U NWN



Mochila - Exemplo

» Exemplo: ¢ ={10,7,25,24},w=1{2,1,6,5le W =7.

1 0
2 0
3 0




Mochila - Exemplo

» Exemplo: ¢ ={10,7,25,24},w=1{2,1,6,5le W =7.




Mochila - Exemplo

» Exemplo: ¢ ={10,7,25,24},w=1{2,1,6,5le W =7.




Mochila - Exemplo

» Exemplo: ¢ ={10,7,25,24},w=1{2,1,6,5le W =7.

L 1 o] ol10 |10 |10 |10 | 10 | 10




Mochila - Exemplo

» Exemplo: ¢ ={10,7,25,24},w=1{2,1,6,5le W =7.

L 1 o] ol10 |10 |10 |10 | 10 | 10

2 0 7010 17 |17 |17 | 17 | 17




Mochila - Exemplo

» Exemplo: ¢ ={10,7,25,24},w=1{2,1,6,5le W =7.

L 1 o] ol10 |10 |10 |10 | 10 | 10

2 0 7010 17 |17 |17 | 17 | 17




Mochila - Complexidade

» Claramente, a complexidade do algoritmo de
programacao dinamica para o problema da mochila é
o(nw).

» Eum algoritmo pseudo-polinomial: sua complexidade
depende do valor de W, parte da entrada do problema.

» O algoritmo nao devolve o subconjunto de valor total
maximo, apenas o valor maximo.

» E facil recuperar o subconjunto a partir da tabela z
preenchida.



Mochila - Recuperacao da Solucao

MocHILA-SoLucAo(z, n, W)
> Entrada: Tabela z preenchida, capacidade W da mochila e
ndmero de itens n.
> Saida: O vetor x que indica os itens colocados na mochila.
parai:=1 até n faga x[i] :==0
MocHiLA-SoLucao-Aux(x, z, n, W)
devolva (x)

MocHiLA-SoLucao-Aux(x, z, k, d)
se k = 0 entao
se z[k,d] = z[k — 1, d] entdo
x[k] := 0; MocHILA-SoLucAo-Aux(x, z, k — 1, d)
senao
x[k] := 1; MocHILA-SoLucao-Aux(x, z, k —1,d — wy)



Mochila - Exemplo

» Exemplo: ¢ ={10,7,25,24}, w=1{2,1,6,5}e W =7.

1 0 0|10 |10 |10 | 10 | 10 | 10

2 0 7010 |17 |17 |17 |17 | 17




Mochila - Exemplo

» Exemplo: ¢ ={10,7,25,24}, w=1{2,1,6,5}e W =7.

1 0 0|10 |10 |10 | 10 | 10 | 10

2 0 7010 |17 |17 |17 |17 | 17




Mochila - Exemplo

» Exemplo: ¢ ={10,7,25,24}, w=1{2,1,6,5}e W =7.

1 0 0|10 |10 |10 | 10 | 10 | 10

2 0 7010 |17 |17 |17 |17 | 17




Mochila - Exemplo

» Exemplo: ¢ ={10,7,25,24}, w=1{2,1,6,5}e W =7.

1 0 0|10 |10 |10 | 10 | 10 | 10

2 0 7010 |17 |17 |17 |17 | 17




Mochila - Exemplo

» Exemplo: ¢ ={10,7,25,24}, w=1{2,1,6,5}e W =7.

1 0 0|10 |10 |10 | 10 | 10 | 10

2 0 7010 |17 |17 |17 | 17 | 17

30 0| 711017 | 17|17 25| 32

40 o 711017 17| 24| 31| 34

x[11=x[4]1=1, x[2]1=x[3]=0



Mochila - Complexidade

» O algoritmo de recuperacao da solucao tem
complexidade O(n).

» Portanto, a complexidade de tempo e de espaco do
algoritmo de programacao dinamica para o problema da
mochila é O(nW).

» E possivel economizar meméoria, registrando duas linhas:
a que esta sendo preenchida e a anterior. Mas isso
inviabiliza a recuperacao da solucao.



Problema da Arvore de Busca Otima

Problema da Arvore de Busca

Dados elementos (e; < e> <...< e,), onde cada item ¢; é
consultado f(e;) vezes, construir uma arvore de busca binaria,
tal que o total de nés consultados é minimo.

Aplicagoes: Construgao de dicionarios estaticos,
processadores de texto, verificadores de ortografia.
Exemplo: Considere quatro chaves: A<B<C<D

e frequéncias f(A) =45, f(B) =25, f(C) =18 e f(D) =12.

®
& ®
®

90+75+18+24=207
Total de nés acessados nesta arvore = 207
Podemos construir todas as arvores e escolher a melhor?



Listando as arvores

Nao! Nimero de arvores de busca pode ser muito grandel!!

® ®
® ®
@
® © © (8

45+450+54+48=197 45+50+72+36=203 45+75+36+36=192 45+75+72+24=216 45+100+54+24=223

o
(B) ONgg © © ©
b©®

135+50+18+24=227 90+75+18+24=207 180+75+36+12=303

90+25+36+36=187 90+25+54+24=193

e R
s /@
"o

135+100436+12=283 135+50+54+12=251 90+75+72+12=249 90+100+54+12=256

Exercicio: Calcule o nimero de arvores distintas com n nos.



Propriedades da arvore de busca 6tima

Definicao Se T é uma arvore binaria de busca e v é um vértice,
denotamos por T(v) a subarvore enraizada em v contendo
todos os vértices abaixo de v.

No exemplo anterior temos A < B < C <D.
Pergunta: Em uma arvore de busca T, podemos ter T(B) nesta

forma ?
(B)
®n DO

Nao: Pois C deveria estar em T(B).
Conclusédo: Se T é uma arvore de busca, e v € um vérticede T,
entdo T(v) contém apenas elementos consecutivos.



Propriedades da arvore de busca 6tima (Cont.)

Seja T uma arvore de busca, e; um vérticede T e

T(e;)={ei,...,ej_1,€5,€11,..., ). Entdo
» no ramo esquerdo deve haver os elementos g, ..., €1
» noramo direito deve haver os elementos €; 1, ..., €.
» Sub-arvores de {e;,...,e;_1} e {ej 1,..., e} devem ser
o6timas.

» Frequéncia de acessos a raiz em uma arvore de busca é a
soma das frequéncias dos elementos na arvore

» Qualquer elemento de {g;,..., e} é candidato a ser raiz



Definicao recursiva da solucao 6tima

Idéia: Gerar arvores de busca a partir de arvores de busca de
tamanhos menores
Estratégia: Bottom-Up

Seja A(ei,..., ek) :=nUmero de nds acessados em arvore étima
contendo {e;,..., e}

Entao
» A(0)=0
> Alej,...,ex) =

k
min {A(e,-,...,ej_l) +A(ejy1,...,66) + Zf(et)}

i<j<k



Iten‘\Tam.Seq. 0 1 t n
e1 0 f(el) M(l,n)
e2 | 0| f(ez)
e | 0 f(e) | ... [M(i,t):=A(ej,...,e )| ...
0 :
(k=itt-1) e | O | f(ex)
o
en | 0| f(en)
A(@)=0
A(e;) = f(e)
K
Alej,...,ec) = irﬁr}isnk {A(e,,...,ej_l) +A(€11,---, k) + ;f(et)}




Arvores étimas de tamanho 1
45 25 18 2
@w ® © o

Arvores otlmas de tamanho 2

0\©\@

Arvores étimas de tamanho 3

e

Arvores otlmas de tamanho 4
187

@K\c@b



ARVORE—BUSCA(el, ... en,f)
1 parai<Oatén+1facaM(i,0)«0
2 parat« 1aténfaca

3 parai« latén—-t+1faca

5 S —f(e)+f(eiy1) ++feie-1)

6 M(i,t) < min {M(i,t’)+l\x1(i+1:’jL 1,t—t’—1)+5}
0<t’<t-1

Solugdo em: A(1,n)

Teorema

O algoritmo ARvoRE-Busca encontra o valor da drvore de
busca étima em tempo O(n3).



Exercicios:

» O algoritmo apresentado para resolver o problema da
arvore 6tima apenas apresenta o valor esperado de
consultas de nds para todos os itens. Faca uma
implementacao do algoritmo de maneira que ele
apresente a arvore de busca étima.



Subcadeia comum maxima

Definigao: Subcadeia

Dada uma cadeia S = a; ... a,, dizemos que S" = b; ... b, é uma
subcadeia de S se existem p indices i(j) satisfazendo:

(a) i(j)€{l,...,n} paratodoj € (1,...,p};
(b) i(j)<i(j+1)paratodoje{l,...,p—1};
(c) by = aj) paratodoj € {1,...,p}.

» Exemplo: S = ABCDEFG e S” = ADFG.

Problema da Subcadeia Comum Maxima

Dadas duas cadeias de caracteres X e Y de um alfabeto ¥,
determinar a maior subcadeia comumde X e Y



Subcadeia comum maxima (cont.)

» Eum problema de otimizagdo. Sera que tem subestrutura
6tima?

» Notacao: Seja S uma cadeia de tamanho n. Para todo
i=1,...,n, o prefixo de tamanho i de S serd denotado por
S;.

» Exemplo: Para S = ABCDEFG, S, = AB e S, = ABCD.

» Definicdo: c[i,j] é o tamanho da subcadeia comum
méaxima dos prefixos X; e Y;. Logo, se |X|=m e|Y|=n,
c[m, n] é o valor étimo.



Subcadeia comum maxima (cont.)

» Teorema (subestrutura étima): SejaZ = z;...z, a
subcadeia comum maximade X =x;...x,e Y =yj...V,,
denotado por Z = SCM(X, Y).

1. Se x,, =y, entdo zx = Xy, = Yy € Zx_1 = SCM(Xpr,_1, Yno1)-
2. Se X, #y, entdo z, # x,,, implica que Z = SCM(X,,_1, Y).
3. Se x,, #y, entdo z, # y, implica que Z = SCM(X, Y,,_1).

» Férmula de Recorréncia:

0 sei=0o0uj=0
cli,jj={ cli-1,j—-1]+1 sei,j>0ex;=y;
max{c[i—1,j],cli,j—1]} sei,j>0ex; #y;



Subcadeia comum maxima (cont.)

SCM(X, m,Y,n,c,b)
1 parai=0até mfagac[i,0]:=0

2 paraj=1aténfacac[0,j]:=0

3 parai=1até mfaca

4 para j =1 até n faca

5 se x; = y; entdo

6 cli,jl:==cli-1,j-1]4+1;b[i,j] :="\"
7 senao

8 se c[i,j—1] > c[i—1,j] entdo

9 cli,jl:==cli,j—1]; bli,j] :="«"
10 senao
11 cli,jl == cli—=1,j]; bli,j] :="“1";

12 devolva (c[m, n], b).



Subcadeia comum maxima - Exemplo

» Exemplo: X =abcb e Y = bdcab, m=4en=>5.
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Subcadeia comum maxima - Complexidade

» Claramente, a complexidade do algoritmo é O(mn).

» O algoritmo ndao encontra a subcadeia comum de
tamanho maximo, apenas seu tamanho.

» Com a tabela b preenchida, é facil encontrar a subcadeia
comum maxima.



Subcadeia comum maxima (cont.)

» Para recuperar a solucao, basta chamar
RecuPeErRA-SCM(b, X, m, n).

RecuPerA-SCM(b, X, i, )
sei=0ej=0entdo devolva
se b[i,j] = "\” entdo
RECUPERA-SCM(b, X,i—1,j—1); imprima x;
senao
se b[i,j] = “1” entdo
RecuPerA-SCM(b, X, i —1,j)
senao
RecuPerA-SCM(b, X, i,j — 1)
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Subcadeia comum maxima - Complexidade

» A determinacao da subcadeia comum maxima é feita em
tempo O(m + n) no pior caso.

» Portanto, a complexidade de tempo e de espaco do
algoritmo de programacao dinamica para o problema da
subcadeia comum maxima é O(mn).

» Note que a tabela b é dispensavel, podemos economizar
memoria recuperando a solucao a partir da tabela c.
Ainda assim, o gasto de meméria seria O(mn).

» Caso nao haja interesse em determinar a subcadeia
comum maxima, mas apenas seu tamanho, é possivel
reduzir o gasto de memoria para O(min{n, m}): basta
registrar apenas a linha da tabela sendo preenchida e a
anterior.



	Programação Dinâmica

