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Cota inferior para ordenagao



O problema da ordenacao - cota inferior

Estudamos diversos algoritmos para o problema da
ordenacao.

Todos eles tém algo em comum: usam somente
comparagoes entre dois elementos do conjunto a ser
ordenado para definir a posicao relativa desses
elementos.

Isto &, o resultado da comparagao de x; com x;, i # j,
define se x; sera posicionado antes ou depois de x; no
conjunto ordenado.

Todos os algoritmos dao uma cota superior para o
numero de comparagoes efetuadas por um algoritmo que
resolva o problema da ordenacao.

A menor cota superior é dada pelos algoritmos
MERGE-SORT e 0 HEAP-SORT, que efetuam ©(nlogn)
comparagoes no pior caso.



O problema da ordenacao - cota inferior

» Sera que é possivel projetar um algoritmo de ordenacao
baseado em comparacoes ainda mais eficiente?

» Veremos a seguir que nao!

» E possivel provar que qualquer algoritmo que ordena n
elementos baseado apenas em comparacgoes de
elementos efetua no minimo ()(nlogn) comparagdes no
pior caso.

» Para demonstrar esse fato, vamos representar os

algoritmos de ordenagao em um modelo computacional
abstrato, denominado arvore (binaria) de decisao.



Arvores de Decisao - Modelo Abstrato

Os nés internos de uma arvore de decisao representam
comparacoes feitas pelo algoritmo.

As subarvores de cada né interno representam
possibilidades de continuidade das a¢oes do algoritmo
apds a comparacao.

No caso das arvores binarias de decisao, cada né possui
apenas duas subarvores. Tipicamente, as duas
subarvores representam os caminhos a serem seguidos
conforme o resultado (verdadeiro ou falso) da
comparacgao efetuada.

As folhas sao as respostas possiveis do algoritmo apés as
decisdes tomadas ao longo dos caminhos da raiz até as
folhas.



ores de decisao para o problema da ordenacao

» Considere a seguinte definicdo alternativa do problema da
ordenacao:

Problema da Ordenacéao:

Dado um conjunto de n inteiros x1, X5, ..., X, encontre uma
permutacdo p dos indices 1 <i < n tal que

Xp(1) < Xp(2) < - < Xp(n)-

» E possivel representar um algoritmo para o problema da
ordenacao através de uma arvore de decisao da seguinte
forma:

> Os nés internos representam comparacoes entre dois
elementos do conjunto, digamos x; < x;.

> As ramificacoes representam os possiveis resultados da
comparacao: verdadeiro se x; < x;, ou falso se x; > x;.

> As folhas representam possiveis solugdes: as diferentes
permutac¢oes dos n indices.



vores de Decisao para o Problema da Ordenacao

Veja a arvore de decisdo que representa o comportamento do
Insertion Sort para um conjunto de 3 elementos:

((1,3,2)) ((3, 1,2)) 62, 3,1>) 63,2,1>)




Arvores de decisao para o problema da ordenacao

» Ao representarmos um algoritmo de ordenacao qualquer
baseado em comparacgdes por uma arvore binaria de
decisao, todas as permutacoes de n elementos devem ser
possiveis solucoes.

» Assim, a arvore binaria de decisao deve ter pelo menos n!
folhas, podendo ter mais (nada impede que duas
sequéncias distintas de decisdes terminem no mesmo
resultado).

» O caminho mais longo da raiz a uma folha representa o
pior caso de execucao do algoritmo.

» A altura minima de uma arvore binaria de decisdo com
pelo menos n! folhas fornece o nimero minimo de
comparacoes que o melhor algoritmo de ordenacao
baseado em comparacoes deve efetuar.



» Qual a altura minima, em funcao de n, de uma arvore
binaria de decisdo com pelo menos n! folhas?

» Uma arvore binaria de decisao T com altura h tem, no

maximo, 2" folhas.

» Portanto, se T tem pelo menos n! folhas, entdao n! < 2", ou

seja, h > log, nl.

VIV VIV

» Entdo, h € Q(nlogn).

Y logi

Li=rn/2ylogi
Lisrn/2)logn/2
(n/2-1)logn/2
n/2logn—-n/2-logn—+1
n/4logn, para n > 16.



Outro jeito

Devemos ter n! < 2", ou seja lgn! < h.

Temos que

Portanto,



Conclusao

» Provamos entdo que Q)(nlogn) é uma cota inferior para o
problema da ordenacao.

» Portanto, os algoritmos Mergesort e Heapsort sao
algoritmos 6timos.

» Veremos depois algoritmos lineares para ordenacao, ou
seja, que tém complexidade O(n). (Como???)



Cotas inferiores de problemas

» Em geral é muito dificil provar cotas inferiores nao triviais
de um problema.

Um problema com entrada de tamanho n tem como cota
inferior trivial Q(n).

» Sao pouquissimos problemas para os quais se conhece
uma cota inferior que coincide com a cota superior.

» Um deles é o problema da ordenacao.

» Veremos mais dois exemplos: busca em um vetor
ordenado e o problema de encontrar o maximo.



Busca em vetor ordenado

Dado um vetor crescente A[p...r| e um elemento x, devolver
um indice i tal que A[i] = x ou —1 se tal indice ndo existe.

Busca-BINARIA(A, p, 1, x)

1 sep<r

2 entio q « |(p+r)/2]

3 se Alg] > x

4 entdo devolva Busca-BINARIA(A,p,g—1,x)
5 se Alg] <x

6 entdo devolva Busca-BINARIA(A, g+ 1,r,x)
7 devolva g >A[qg] = x

8 sendo

9 devolva -1

Ndmero de comparacgées: O(lgn).



Busca em vetor ordenado

v

E possivel projetar um algoritmo mais rapido?

» Nao, se o algoritmo se baseia em comparacgoes do tipo
Alil < x, Ali] > x ou A[i] = x.

A cota inferior do niUmero de comparagoes para o
problema da busca em vetor ordenado é Q)(lgn).

v

v

Pode-se provar isso usando o modelo de arvore de
decisao.



» Todo algoritmo para o problema da busca em vetor
ordenado baseado em comparacgoes pode ser
representado através de uma arvore de decisao.

» Cada né interno corresponde a uma comparagao com o
elemento procurado x.

» As ramificagoes correspondem ao resultado da
comparagao.
» As folhas correspondem as possiveis respostas do

algoritmo. Entao tal arvore deve ter pelo menos n+1
folhas.

» Logo, a altura da arvore é pelo menos Q(lgn).



Problema do Maximo

Problema:
Encontrar o maior elemento de um vetor A[1...n].

» Existe um algoritmo que faz o servicocomn -1
comparacoes.

» Existe um algoritmo que faz menos comparagoes?
» Nao, se o algoritmo é baseado em comparacoes.

» Considere um algoritmo genérico baseado em
comparacgoes que resolve o problema.
Que “cara” ele tem?



Maximo

O algoritmo consiste, no fundo, na determinacao de uma colecdo A
de pares (i,j) de elementos distintos em {1,...,n}

» Um par (i,j) é um arco tal que A[i] < A[j]

» O algoritmo deve continuar enquanto existir mais de um
“sorvedouro”.

Eis o paradigma de um algoritmo baseado em comparacoes:

MAxiMO(A, n)
1 A0

2 enquanto .4 “ndo possui sorvedouro tnico” faga
3 Escolhaindiceiejem{l,...,n}

4 se Ali]<Alj]

5 entdo A« AU (i,j)

6 sendo A« AU (j,i)

7 devolva A



Conclusao

Qualquer conjunto A devolvido pelo método contém uma
“arvore enraizada” e portanto contém pelo menos n — 1 arcos.

Assim, qualquer algoritmo baseado em comparacoes que
encontra o maior elemento de um vetor A[1...n] faz pelo
menos n — 1 comparacoes.



Ordenacgao em Tempo Linear



Algoritmos lineares para ordenacao

Os seguintes algoritmos de ordenacao tém complexidade
O(n):

» Counting Sort: Elementos sao nimeros inteiros
i ’” . . . .
pequenos”; mais precisamente, inteiros x € O(n).

» Radix Sort: Elementos sdo nimeros inteiros de
comprimento maximo constante, isto é, independente
de n.

» Bucket Sort: Elementos sdo nimeros reais uniformemente
distribuidos no intervalo [0..1).



Counting Sort

» Considere o problema de ordenar um vetor A[l...n] de
inteiros quando se sabe que todos os inteiros estao no
intervalo entre O e k.

» Podemos ordenar o vetor simplesmente contando, para
cada inteiro i no vetor, quantos elementos do vetor sao
menores que i.

» E exatamente o que faz o algoritmo Counting Sort.



Counting Sort

CouNTING-SORT(A, B, n, k)
1 para i< 0até k facga
2 Cli] <0

3 para j< 1até nfaga
4 ClA[]] < ClAL]I+1
> C[i] é o nimero de js tais que A[j] =i

5 para i« 1até k faga
6 Cli] « Cli]+ C[i—1]
> C[i] € o nimero de js tais que A[j] < i

7 para j < ndecrescendo até 1 faga
8 BICIA[jI] < ALl
9 ClAN] < ClA] -1



Counting Sort
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Counting Sort - Complexidade

v

Qual a complexidade do algoritmo COUNTING-SORT?

» O algoritmo nao faz comparacoes entre elementos de Al

v

Sua complexidade deve ser medida em funcdo do nimero
das outras operacdes, aritméticas, atribuicoes, etc.

v

Claramente, a complexidade de COUNTING-SORT é
O(n + k). Quando k € O(n), ele tem complexidade O(n).

Ha& algo de errado com o limite inferior de Q)(nlogn) para
ordenacao?



Algoritmos in-place e estaveis

» Algoritmos de ordenacdo podem ser ou ndo in-place ou
estaveis.

» Um algoritmo de ordenacao é in-place se a memoéria
adicional requerida é independente do tamanho do vetor
que esta sendo ordenado.

» Exemplos: QuUICKSORT e HEAP-SORT sdo métodos de
ordenacdo in-place, jA MERGE-SORT e COUNTING-SORT nao
sao.

» Um método de ordenacao é estavel se elementos iguais
ocorrem no vetor ordenado na mesma ordem em que sao
passados na entrada.

» Exemplos: COUNTING-SORT e QUICKSORT sdo exemplos de
métodos estaveis (desde que certos cuidados sejam
tomados na implementacao). HEAP-SORT ndo é.



» Considere agora o problema de ordenar um vetor A[1...n]
inteiros quando se sabe que todos os inteiros podem ser
representados com apenas d digitos, onde d é uma
constante.

» Por exemplo, os elementos de A podem ser CEPs, ou seja,
inteiros de 8 digitos.



» Poderiamos ordenar os elementos do vetor digito a digito
da seguinte forma:

» Separamos os elementos do vetor em grupos que
compartilham o mesmo digito mais significativo.

» Em seguida, ordenamos os elementos em cada grupo pelo
mesmo método, levando em consideracdo apenas os d —1
digitos menos significativos.

» Esse método funciona, mas requer o uso de bastante
memodria adicional para a organizacdo dos grupos e
subgrupos.



v

Podemos evitar o uso excessivo de memoéria adicional
comecando pelo digito menos significativo.

v

E isso o que faz o algoritmo Radix Sort.

v

Para que Radix Sort funcione corretamente, ele deve usar
um método de ordenacao estavel.

v

Por exemplo, 0 COUNTING-SORT.



Suponha que os elementos do vetor A a ser ordenado sejam
nameros inteiros de até d digitos. O Radix Sort é
simplesmente:

RADIX-SORT(A, n, d)

1 parai< 1atédfaca

2 Ordene A[1...n] pelo i-ésimo digito
usando um método estavel



Radix Sort - Exemplo

329 720 720 329
457 355 329 355
657 436 436 436
839 457 839 457
436 657 355 657
720 329 457 720
355 839 657 839

T T T



Radix Sort - Correcao

O seguinte argumento indutivo garante a correcao do
algoritmo:

» Hipétese de indugdo: os nUmeros estao ordenados com
relacdo aos i — 1 digitos menos significativos.

» O que acontece ao ordenarmos pelo i-ésimo digito?

» Se dois nimeros tém i-ésimo digitos distintos, o de menor
i-ésimo digito aparece antes do de maior i-ésimo digito.

» Se ambos possuem o mesmo i-ésimo digito, entao a
ordem dos dois também estara correta pois o método de
ordenacao é estavel e, pela HI, os dois elementos ja
estavam ordenados segundo os i — 1 digitos menos
significativos.



Radix Sort - Complexidade

Qual é a complexidade do RADIX-SORT?

v

» Depende da complexidade do algoritmo estavel usado
para ordenar cada digito.

» Se essa complexidade for ©(f(n)), obtemos uma
complexidade total de ©(d f(n)).

» Como d é constante, a complexidade é entao ©(f(n)).

» Se o algoritmo estavel for, por exemplo, 0 COUNTING-SORT,
obtemos a complexidade ©(n + k).

» Se k € O(n), isto resulta em uma complexidade linear em
n.

E o limite inferior de ()(nlogn) para ordenagao?



Radix Sort - Complexidade

» Em contraste, um algoritmo por comparacao como o
MERGE-SORT teria complexidade ©(nlgn).

» Assim, RADIX-SORT é mais vantajoso que MERGE-SORT
quando d < lgn, ou seja, o numero de digitos for menor
que lgn.

» Se n for um limite superior para o maior valor a ser
ordenado, entdo O(logn) é uma estimativa para a
quantidade de digitos dos nimeros.

> Isso significa que ndo hé diferenca significativa entre o
desempenho do MERGE-SORT e do RADIX-SORT?



Radix Sort - Complexidade

» O nome Radix Sort vem da base (em inglés radix) em que
intepretamos os digitos.

» A vantagem de se usar RADIX-SORT fica evidente quando
interpretamos os digitos de forma mais geral que
simplesmente 0..9.

» Tomemos o seguinte exemplo: suponha que desejemos
ordenar um conjunto de n = 229 nGmeros de 64 bits.
Entdo, MERGE-SORT faria cerca de nlgn = 20 x 220

comparagoes e usaria um vetor auxiliar de tamanho 220,



Radix Sort - Complexidade

» Agora suponha que interpretamos cada niumero como

tendo d = 4 digitos em base k = 216 e usarmos
RADIX-SoRT com o Counting Sort como método estavel.

Entao a complexidade de tempo seria da ordem de
d(n + k) = 4(2?° + 216) operacées, bem menor que
20 x 229 do MerRGE-SORT. Mas, note que utilizamos dois
vetores auxiliares, de tamanhos 216 e 220,

Se o uso de memédria auxiliar for muito limitado, entao o
melhor mesmo é usar um algoritmo de ordenacgao por
comparacao in-place.

Note que é possivel usar o Radix Sort para ordenar outros
tipos de elementos, como datas, palavras em ordem
lexicografica e qualquer outro tipo que possa ser visto
como uma d-upla ordenada de itens comparaveis.



» Supode que os n elementos da entrada estao distribuidos
uniformemente no intervalo [0, 1).

» Aideia é dividir o intervalo [0, 1) em n segmentos de
mesmo tamanho (buckets) e distribuir os n elementos nos
seus respectivos segmentos. Como os elementos estao
distribuidos uniformemente, espera-se que o nimero de
elementos seja aproximadamente o mesmo em todos os
segmentos.

» Em seguida, os elementos de cada segmento sao
ordenados por um método qualquer. Finalmente, os
segmentos ordenados sao concatenados em ordem
crescente.



Bucket Sort - Pseudocédigo

BUCKeT-SORT(A, n)
para i< 1 até n faga

faca B[i] uma lista ligada vazia
para i< 1 até n faga

insira A[i] na lista ligada B[ n A[i]]
para i< Oaté n—1 faca

ordene a lista BJ[i] com INSERTION-SORT
Concatene as listas B[0],B[1],...,B[n —1]

NO o~ WwWwN e



Bucket Sort - Exemplo

[E
o

O 00N U M WNE

.78
.17
.39
.26
72
.94
.21
12
.23
.68

OO NOU ~MWNEFEO

12,.17
.21,.23,.26
.39

.68
72,.78

.94



Bucket Sort - Correcao

» Dois elementos x e y de A, x < y, ou terminam na mesma
lista ou sdo colocados em listas diferentes BJi| e B[j].

» A primeira possibilidade implica que x aparecera antes de
y na concatenacao final, ja que cada lista é ordenada.

» No segundo caso, como x <y, segue que
i=|nx]<|ny]=j.Comoi=#j,temos i <j. Assim, x
aparecera antes de y na lista final.



Bucket Sort - Complexidade

» E claro que o pior caso do Bucket Sort é quadratico,
supondo-se que as ordenacdes das listas seja feita com
ordenacgao por insercao.

» Entretanto, o tempo esperado é linear.

Intuitivamente, a ideia da demonstracdo é que, como os n
elementos estao distribuidos uniformemente no intervalo
[0,1), entdo o tamanho esperado das listas é pequeno.

» Portanto, as ordenacdes das n listas BJi] leva tempo total
esperado O (n).



Bucket Sort - Complexidade

» Seja n; variavel aleatéria que denota o nimero de
elementos em B[i]. Claramente n =) I ; n;.

» Seja T(n) variavel aleatéria que denota o tempo de
execucao do algoritmo

» Insercdo em listas ligadas é feita em ©(1). Assim, a
insercdo dos n elementos em B[ | gasta ©(n).

» Execucdo do InsertionSort em uma lista com n; elementos
é feita em tempo O(n?)

E[T(n)]=E




Bucket Sort - Complexidade

Seja Xj; a variavel aleatéria binaria que indica se o elemento j
é inserido em B[i]. Claramente n; = } /' ; X.

r 2
n
Eln?] = Ef|) X
j=1
n n
- e[S Y
j=1k=1
n n n
= E|) X)) XX
j=1 j=1k=1, k#j
n n n

= ZE[X,%]—{—Z Z .E[Xinik]

j=1 j=1k=1, k#j



Bucket Sort - Complexidade

E[n,?]:iE[x,.,?]Jri i E [ X Xi]

j=1k=1, k=j

_ZE[X’J]+Z Z E[X;]E[Xi]

j=1k=1, k=j
—Z DD
j=1k= lk:tj

1
=1l+n(n-1)—
n

[E

3



Bucket Sort - Complexidade

Voltando a analise de E[T(n)], temos
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