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Ordenacao



O problema da ordenacao

Problema:

Rearranjar um vetor A[1...n] de inteiros de modo que fique em
ordem crescente.

Ou simplesmente:

Problema:

Ordenar um vetor A[1...n] de inteiros.



Algoritmos de ordenacao

Veremos varios algoritmos de ordenacao:

» Insertion sort

Selection sort

v

» Mergesort

» Heapsort

v

Quicksort



Insertion sort

> Idéia basica: a cada passo mantemos o subvetor
A[l...j—1] ordenado e inserimos o elemento Alj]
neste subvetor.

> Repetimos o processo paraj = 2,...,n e ordenamos o
vetor.



Insertion Sort



Insertion sort — pseudocdédigo

INSERTION-SORT(A, n)

1

00NO U ™M WN

para j < 2 até n faca
chave « Alj]
> Insere A[j] no subvetor ordenado A[1..j — 1]
fe—j—1
enquanto i > 1 e A[i] > chave faga
Ali + 1] < AJi]
je—i-1

Ali + 1] « chave

Ja analisamos antes a correcao e complexidade.

Vamos analisar novamente a complexidade usando a notacao
assintética.



Complexidade de tempo de Insertion sort

INSERTION-SORT(A, ) Tempo

1 para j < 2 até n faga O(n)

2 chave < A[j] O(n)

3 rplnsere Afjjem A[l...j—1]

4 ji—j-1 O(n)

5 enquantoi>1eA[i]>chavefaga  nO(n)= O(n?)
6 Ali + 1] « A[i] nO(n) = O(n?)
7 ie—i-1 nO(n) = O(n?)
8 A[i+ 1] « chave O(n)

Consumo de tempo no pior caso: O(n?)



Insertion sort

» Complexidade de tempo no pior caso: ©(n?)
Vetor em ordem decrescente
©(n?) comparacées
©(n?) movimentacoes

» Complexidade de tempo no melhor caso: ©(n)
(vetor em ordem crescente)
O(n) comparacoes
zero movimentacoes

» Complexidade de espago/consumo espago: O(n)



Um pouco de terminologia

» Um algoritmo A tem complexidade de tempo (no pior
caso) O(f(n)) se para qualquer entrada de tamanho n
ele gasta tempo no maximo O(f(n)).

» Um algoritmo A tem complexidade de tempo no pior caso
©(f(n)) se para qualquer entrada de tamanho n ele gasta
tempo no maximo O(f(n)) e para alguma entrada de
tamanho n ele gasta tempo pelo menos Q(f(n)).

» Por exemplo, INSERTION-SORT tem complexidade de tempo
no pior caso O(n?).



Um pouco de terminologia

» Faz sentido dizer que um algoritmo tem complexidade de
tempo no pior caso pelo menos O(f(n))?

» Faz sentido dizer que um algoritmo tem complexidade de
tempo no pior caso Q)(f(n))?

» Faz sentido dizer que um algoritmo tem complexidade de
tempo no melhor caso Q(f(n))?



Selection Sort



Selection sort

» Mantemos um subvetor A[1...i— 1] tal que:
1. A[l...i—1] esta ordenado e
2. A[l...i-1] < Ali...n].

A cada passo selecionamos o menor elemento em Ali...n]
e o colocamos em A[i].

» Repetimos o processoparai=1,...,n—1 e ordenamos
vetor.



Selection sort — pseudocédigo

SELECTION-SORT(A, n)

1 parai<1atén-1faga

2 min <« i

3 paraj < i+ 1 até n faca

4 se A[j] < A[min] entdo min « j
5 Ali] & A[min]

Invariantes:

1. A[l...i—1] esta ordenado,
2. A[l...i-1]<AJi...n].



Complexidade de Selection sort

SELECTION-SORT(A, ) Tempo
1 parai<1atén-1faca ©(n)
2 min « i ©(n)
3 paraj < i+1 até n faga O(n?)
4 se A[j] < A[min] entdo min « j 0(n?)
5 Ali] & A[min] O(n)

Consumo de tempo no pior caso: O(n?)



Selection sort

» Complexidade de tempo no pior caso: ©(n?)
©(n?) comparagées
©(n) movimentagoes

» Complexidade de tempo no melhor caso: ©(n?)
Mesmo que o pior caso.

» Complexidade de espago/consumo espaco: O(n)



Conhecimento geral

» Para vetores com no maximo 10 elementos, o melhor
algoritmo de ordenacao costuma ser Insertion sort.

» Para um vetor que esta quase ordenado, Insertion sort
também é a melhor escolha.

» Algoritmos super-eficientes assintoticamente tendem a
fazer muitas movimentacoes, enquanto Insertion sort faz
poucas movimentag¢oes quando o vetor esta quase
ordenado.



Merge Sort



Vimos que o algoritmo Mergesort é um exemplo classico de
paradigma de divisao-e-conquista.
» Divisao: divida o vetor de n elementos em subvetores de
tamanhos [n/2] e | n/2].
» Conquista: recursivamente ordene cada subvetor.

» Combinacdo: intercale os subvetores ordenados para
obter o vetor ordenado.



Mergesort — pseudocdédigo

MERGE-SORT(A, p, r)

1 sep<r

2 entdo g < |(p+r)/2]

3 MERGE-SORT(A, p, q)

4 MERGE-SoRT(A, g+ 1,r)
5 INTERCALA(A, p, g, )

A complexidade de MERGE-SORT é dada pela recorréncia:

T(n) =T([n/21)+ T(Ln/2]) + O(f(n)),

onde f(n) é a complexidade de INTERCALA.



Correcao do Mergesort

MERGE-SORT(A, p, r)

1 sep<r

2 entdo g < |(p+r)/2]

3 MERGE-SORT(A, p, q)

4 MERGE-SoRT(A, g+ 1,r)
5 INTERCALA(A, p, g, )

O algoritmo esta correto?

A correcao do algoritmo Mergesort apoia-se na correcao do
algoritmo Intercala e segue facilmente por inducao
emn:=r—p-+1.

Vocé consegue ver por qué?



Correcao do Mergesort

Base: Mergesort ordena vetores de tamanho O ou 1.

Hipotese de inducao: Mergesort ordena vetores com < n
elementos.

Passo de inducao: por hipétese de indugcao, Mergesort ordena
os dois subvetores (de tamanho [n/2] e | n/2]).

Pela correcao de Intercala, segue que o vetor resultante da
intercalacao é um vetor ordenado de n elementos.



Complexidade de Mergesort

MERGE-SORT(A, p, r)

1 sep<r

2 entdo g < [(p+r)/2]

3 MERGE-SORT(A, p, q)

4 MERGE-SORT(A, g+ 1,r)
5 INTERCALA(A, p, g, r)

T(n): complexidade de pior caso de MERGE-SORT.
Entao

T(n)=T([n/2])+ T(Ln/2]) +©(n).

A solucao da recorréncia é T(n) =O(nlgn).



» Complexidade de tempo: ©(nlgn)
©(nlgn) comparacdes
©(nlgn) movimentagoes

O pior caso e o melhor caso tém a mesma complexidade.
» Complexidade de espago/consumo espago: O(n)

O Mergesort usa um vetor auxiliar de tamanho n para

fazer a intercalagao, mas o espaco ainda é ©(n).

» O Mergesort é util para ordenacao externa, quando nao é
possivel armazenar todos os elementos na memoéria
primaria.






v

O Heapsort é um algoritmo de ordenacao que usa uma
estrutura de dados sofisticada chamada heap.

A complexidade de pior caso é O(nlgn).

Heaps podem ser utilizados para implementar filas de
prioridade que sao extremmamente Uteis em outros
algoritmos.

Um heap é um vetor A que simula uma arvore binaria
completa, com excecao possivelmente do ultimo nivel.



1 2 3 4 5 6 7 8 91011 12




» Considere um vetor A[1...n] representando um heap.

» Cada posigcao do vetor corresponde a um né do heap.

» Opaideumndié|i/2].

» Ondé 1 naotem pai.



Umndéitem
» 2i como filho esquerdo e
» 2+ 1 como filho direito.

» Onditem filho esquerdo apenasse 2i<ne

» O nditem filho direito apenasse 2i+ 1< n.

» Um né i é uma folha se nao tem filhos, ou seja, se 2i > n.
» Asfolhassao|n/2]+1,...,n-1,n.



Niveis

» Cada nivel p, exceto talvez o ultimo, tem exatamente 2P
nos
» Esses ndés sao

2P 2P 4 1,2P 42, 2Pt 1.

» Ondipertence ao nivel ??2?|lgi|.

» Prova: Se p é o nivel do né i, entao

2P < i o< 2pPl o
lg2P < lgi < lg2rtt =
p < lgi < p+1

Logo, p = [lgi].

Portanto, o niumero total de niveis é ??? 1+ [lgn].



» Aaltura de um né i é o maior comprimento de um
caminho de i a uma folha.

» Os nds que tém altura zero sao as folhas.

Qual é a altura de um né i?



A altura de um né i é o comprimento da sequéncia
2i,2%i,2%0,...,2"i

onde 2 < n < 2(h+1) .

Assim,
2hi < n < 2l =
2h < n/i < 2h+1 =
h < lg(n/i) < h+1

Portanto, a altura de i é [lg(n/i)].



» Um né i satisfaz a propriedade de (max-)heap se
A[Li/2]] = A[i] (ou seja, pai > filho).

» Uma arvore binaria completa é um max-heap se todo né

distinto da raiz satisfaz a propriedade de heap.

» O maximo ou maior elemento de um max-heap esta na
raiz.



1 nivel
51 0
2 3
46 I B 1
4 5 6 7
34 41 15 14)...2
8 9 10 11 12
23 30 21 10 12| 3

1 2 3 4 5 6 7 8 91011 12
51|46|17|34|41|15(14|23|30|21|10|12




» Um né i satisfaz a propriedade de (min-)heap se
AlLi/2]] < A[i] (ou seja, pai < filho).

» Uma arvore binaria completa é um min-heap se todo né
distinto da raiz satisfaz a propriedade de min-heap.
» Vamos nos concentrar apenas em max-heaps.

» Os algoritmos que veremos podem ser facilmente
modificados para trabalhar com min-heaps.



Manipulacao de max-heap

1 nivel
13] 0
2 3
46 I B 1
4 5 6 7
34 41 15 14]...2
8 9 10 11 12
23 30 21 10 12| 3

1 2 3 4 5 6 7 8 91011 12
13|46(17|34|41|15|14|23|30(21|10|12




Manipulacao de max-heap

1 nivel
46| 0
2 3
13 17] e 1
4 5 6 7
34 41 15 14|..2
8 9 10 11 12
23 30 21 10 12] 3

1 2 3 4 5 6 7 8 91011 12
46(13|17|34|41|15|14|23|30|21|10|12




Manipulacao de max-heap

1 nivel
46| 0
2 3
41 I B 1
4 5 6 7
34 13 15 14]...2
8 9 10 11 12
23 30 21 10 12| 3

1 2 3 4 5 6 7 8 91011 12
46(41|17|34(13|15[14|23|30|21|10|12




Manipulacao de max-heap

1 nivel
46| 0
2 3
41 I B 1
4 5 6 7
34 21 15 14)...2
8 9 10 11 12
23 30 13 10 12| 3

1 2 3 4 5 6 7 8 91011 12
46(41|17|34|21|15|14|23|30|13|10|12




Manipulacao de max-heap

1 nivel
46| 0
2 3
41 I B 1
4 5 6 7
34 21 15 14)...2
8 9 10 11 12
23 30 13 10 12| 3

1 2 3 4 5 6 7 8 91011 12
46(41|17|34|21|15|14|23|30|13|10|12




Manipulacao de max-heap

Recebe A[1...n] e i > 1 tais que subarvores com raizes 2i e
2i 4+ 1 sdo max-heaps e rearranja A de modo que subéarvore
com raiz i seja um max-heap.

MAx-HEeAPIFY(A, n, i)
1 e<2i

d<—2i+1

see<neAle]>Ali
entdo maior < e
senao maior < i

se d < neA[d]>A[maior]
entdo maior < d

se maior # i
entdo Ali] ©& A[maior]

Max-HEAPIFY(A, n, maior)

O LVWOONOU NWN

[EY



Correcao de Max-HeapiFy

A correcao de Max-HEAPIFY segue por inducdo na altura h do
noéi.

Base: para h = 0, o algoritmo funciona.

Hipotese de inducao: Max-HEeaPIFY funciona para heaps de
altura < h.

Passo de inducao:

A variavel maior na linha 8 guarda o indice do maior elemento
entre Ali], A[2i] e A[2i + 1].

Apos a troca na linha 9, temos A[2i], A[2i + 1] < Ali].

O algoritmo Max-HEAPIFY transforma a subarvore com raiz
maior em um max-heap (hipétese de inducao).



Correcao de Max-HeapiFy

Passo de inducao:

A variavel maior na linha 8 guarda o indice do maior elemento
entre Ali], A[2i] e A[2i + 1].
Apos a troca na linha 9, temos A[2i], A[2i + 1] < A[i].

O algoritmo Max-HEAPIFY transforma a subarvore com raiz
maior em um max-heap (hipétese de indugao).

A subarvore cuja raiz é o irmao de maior continua sendo um
max-heap.

Logo, a subarvore com raiz i torna-se um max-heap e
portanto, o algoritmo Max-HEAPIFY est& correto.



Complexidade de Max-HEAPIFY

Max-HEAPIFY(A, n, i) Tempo
1 e<2i 0(1)
2 de2i+1 0(1)
3 see<neAle]>Ali 0(1)
4 entdo maior < e O(1)
5 senao maior « i O(1)
6 sed<neA[d]>A[maior] 0(1)
7 entdo maior < d O(1)
8 se maior=i o(1)
9 entdo Ali] & A[maior] O(1)

10 Max-HEAPIFY(A, n, maior) T(h-1)

h:=alturadei=|[lg7]
T(h)<T(h-1)+0(5)+ 0(2).



Complexidade de Max-HEAPIFY

h:=alturadei=|[lg?%]

T(h) := complexidade de tempo no pior caso
T(h)<T(h-1)+0©(1)
Solucao assintética: T(n) é O(h).

Como h <lgn, podemos dizer que:

O consumo de tempo do algoritmo Max-Heapiry é O(lgn)
(ou melhor ainda, O(lg 7)).



Construcao de um max-heap

1 nivel
14 0
2 3
13 34| e 1
4 5 6 7
17 15 10 46| --.2
8 9 10 11 12
23 12 41 30 21| 3

1 2 3 4 5 6 7 8 91011 12
14|13|34|17|15|10|46|23|12|41|30|21




Construcao de um max-heap

1 nivel
14 0
2 3
13 34| e 1
4 5 6 7
17 15 10 46| --.2
8 9 10 11 12
23 12 41 30 21| 3

1 2 3 4 5 6 7 8 91011 12
14|13|34|17|15|10|46|23|12|41|30|21




Construcao de um max-heap

1 nivel
14 0
2 3
13 34| e 1
4 5 6 7
17 15 21 46| --.2
8 9 10 11 12
23 12 41 30 10| 3
1 2 3 4 5 6 7 8 91011 12

14|13(34|17|15|21|46|23|12[41|30(|10




Construcao de um max-heap

1 nivel
14 0
2 3
13 34| e 1
4 5 6 7
17 15 21 46| --.2
8 9 10 11 12
23 12 41 30 10| 3
1 2 3 4 5 6 7 8 91011 12

14|13(34|17|15|21|46|23|12(41|30|10




Construcao de um max-heap

1 nivel
14 0
2 3
13 34| e 1
4 5 6 7
17 41 21 46| --.2
8 9 10 11 12
23 12 15 30 10| 3
1 2 3 4 5 6 7 8 91011 12

14|13(34|17|41|21|46|23|12[15|30|10




Construcao de um max-heap

1 nivel
14 0
2 3
13 34| e 1
4 5 6 7
17 41 21 46| --.2
8 9 10 11 12
23 12 15 30 10| 3
1 2 3 4 5 6 7 8 91011 12

14|13(34|17|41|21|46|23|12[15|30|10




Construcao de um max-heap

1 nivel
14 0
2 3
13 34| e 1
4 5 6 7
23 41 21 46| --.2
8 9 10 11 12
17 12 15 30 10| 3
1 2 3 4 5 6 7 8 91011 12

14|13(34|23|41|21|46|17|12[15|30|10




Construcao de um max-heap

1 nivel
14 0
2 3
13 34| e 1
4 5 6 7
23 41 21 46| --.2
8 9 10 11 12
17 12 15 30 10| 3
1 2 3 4 5 6 7 8 91011 12

14|13(34|23|41|21|46|17|12[15|30|10




Construcao de um max-heap

1 nivel
14 0
2 3
13 46| e 1
4 5 6 7
23 41 21 34|..2
8 9 10 11 12
17 12 15 30 10| 3
1 2 3 4 5 6 7 8 91011 12

14|13(46|23|41|21|34|17|12[15|30|10




Construcao de um max-heap

1 nivel
14 0
2 3
13 46| e 1
4 5 6 7
23 41 21 34|..2
8 9 10 11 12
17 12 15 30 10| 3
1 2 3 4 5 6 7 8 91011 12

14|13(46|23|41|21|34|17|12[15|30(|10




Construcao de um max-heap

1 nivel
14 0
2 3
41 46| e 1
4 5 6 7
23 13 21 34|..2
8 9 10 11 12
17 12 15 30 10| 3
1 2 3 4 5 6 7 8 91011 12

14|41(46|23|13|21|34|17|12[15|30|10




Construcao de um max-heap

1 nivel
14 0
2 3
41 46| e 1
4 5 6 7
23 30 21 34|..2
8 9 10 11 12
17 12 15 13 10| 3
1 2 3 4 5 6 7 8 91011 12

14|41(46|23|30|21|34(17|12[15|13|10




Construcao de um max-heap

1 nivel
14 0
2 3
41 46| e 1
4 5 6 7
23 30 21 34|...2
8 9 10 11 12
17 12 15 13 10| 3
1 2 3 4 5 6 7 8 91011 12

14|41(46|23|30(21|34(17|12[15|13|10




Construcao de um max-heap

1 nivel
46| 0
2 3
41 14] e 1
4 5 6 7
23 30 21 34|...2
8 9 10 11 12
17 12 15 13 10| 3
1 2 3 4 5 6 7 8 91011 12

46(41|14(23|30(21|34(17|12|15|13|10




Construcao de um max-heap

1 nivel
46| 0
2 3
41 34| e 1
4 5 6 7
23 30 21 14]...2
8 9 10 11 12
17 12 15 13 10| 3
1 2 3 4 5 6 7 8 91011 12

46(41|34(23|30(21|14(17|12|15|13|10




Construcao de um max-heap

1 nivel
46| 0
2 3
41 34| e 1
4 5 6 7
23 30 21 14)...2
8 9 10 11 12
17 12 15 13 10| 3
1 2 3 4 5 6 7 8 91011 12

46(41|34(23|30(21|14(17|12|15|13|10




Construcao de um max-heap

Recebe um vetor A[1...n] e rearranja A para que seja
max-heap.

BuiLb-Max-HEAP(A, n)
1 para i« |n/2] decrescendo até 1 faca
2 Max-HEAPIFY(A, n, i)

Invariante:

No inicio de cada iteracao, i +1,...,n sdo raizes de max-heaps.

T(n) = complexidade de tempo no pior caso

Andlise grosseira: T(n) é 5O(lgn)= O(nlgn).



Construcao de um max-heap

Andlise mais cuidadosa: T(n) é O(n).

» Naiteragdo i sao feitas O(h;) comparagdes e trocas no
pior caso, onde h; é a altura da subarvore de raiz i.

» Seja S(h) a soma das alturas de todos os nés de uma
arvore binaria completa de altura h.

» Aalturadeumheap é|[lgn|+ 1.
A complexidade de BuiLb-Max-Heap é T(n) = O(S(lgn)).



Construcao de um max-heap

» Pode-se provar por inducdo que S(h) =21 —h -2,
» Logo, a complexidade de BuiLb-Max-HEeap é

T(n) =0O(S(lgn)) = O(n).

Mais precisamente, T(n) =©(n). (Por qué?)

» Veja no CLRS uma prova diferente deste fato.



1 nivel
46| 0
2 3
41 34| e 1
4 5 6 7
23 30 21 14)...2
8 9 10 11 12
17 12 15 13 10| 3
1 2 3 4 5 6 7 8 91011 12

46(41|34(23|30(21|14(17|12|15|13|10




1 nivel
10| 0
2 3
41 34| e 1
4 5 6 7
23 30 21 14]...2
8 9 10 11 12
17 12 15 13 46| 3
1 2 3 4 5 6 7 8 91011 12

10(41(34|23|30(21|14|17|12[15|13|46




1 nivel
A1 0
2 3
10 34| 1
4 5 6 7
23 30 21 14]...2
8 9 10 11 12
17 12 15 13 46| 3
1 2 3 4 5 6 7 8 91011 12

41]10|34(23|30(21|14(17|12|15|13|46




1 nivel
A1 0
2 3
30 34| 1
4 5 6 7
23 10 21 14]...2
8 9 10 11 12
17 12 15 13 46| 3
1 2 3 4 5 6 7 8 91011 12

41(30(|34(23|10(21|14(17|12|15|13|46




1 nivel
A1 0
2 3
30 34| 1
4 5 6 7
23 15 21 14]...2
8 9 10 11 12
17 12 10 13 46| 3
1 2 3 4 5 6 7 8 91011 12

41(30(|34(23|15(21|14(17|12|10|13|46




1 nivel
A1 0
2 3
30 34| e 1
4 5 6 7
23 15 21 14)...2
8 9 10 11 12
17 12 10 13 46| 3
1 2 3 4 5 6 7 8 91011 12

41(30|34(23|15(21|14(17|12|10|13|46




1 nivel
13] 0
2 3
30 34| e 1
4 5 6 7
23 15 21 14)...2
8 9 10 11 12
17 12 10 41 46| 3
1 2 3 4 5 6 7 8 91011 12

13|30(34|23|15|21|14|17|12[10|41|46




1 nivel
13] 0
2 3
30 34| e 1
4 5 6 7
23 15 21 14]...2
8 9 10 11 12
17 12 10 41 46| 3
1 2 3 4 5 6 7 8 91011 12

13|30(34|23|15|21|14|17|12[10|41|46




1 nivel
341 0
2 3
30 13| e 1
4 5 6 7
23 15 21 14)...2
8 9 10 11 12
17 12 10 41 46| 3
1 2 3 4 5 6 7 8 91011 12

34(30(13(23|15(21|14(17|12|10|41|46




1 nivel
341 0
2 3
30 21| e 1
4 5 6 7
23 15 13 14]...2
8 9 10 11 12
17 12 10 41 46| 3

1 2 3 4 5 6 7 8 91011 12
34(30(21(23|15(13|14(17|12|10|41|46




1 nivel
341 0
2 3
30 21| e 1
4 5 6 7
23 15 13 14)...2
8 9 10 11 12
17 12 10 41 46| 3

1 2 3 4 5 6 7 8 91011 12
34(30(21(23|15(13|14(17|12|10|41|46




1 nivel
10| 0
2 3
30 21| e 1
4 5 6 7
23 15 13 14)...2
8 9 10 11 12
17 12 34 41 46| 3

1 2 3 4 5 6 7 8 91011 12
10|30(21|23|15[13|14|17|12|34|41|46




1 nivel
10| 0
2 3
30 21| e 1
4 5 6 7
23 15 13 14]...2
8 9 10 11 12
17 12 34 41 46| 3

1 2 3 4 5 6 7 8 91011 12
10|30(21|23|15[13|14|17|12|34|41|46




1 nivel
30| 0
2 3
10 21| e 1
4 5 6 7
23 15 13 14]...2
8 9 10 11 12
17 12 34 41 46| 3

1 2 3 4 5 6 7 8 91011 12
30(10|21(23|15(13|14(17|12|34|41|46




1 nivel
30| 0
2 3
23 21| e 1
4 5 6 7
10 15 13 14]...2
8 9 10 11 12
17 12 34 41 46| 3

1 2 3 4 5 6 7 8 91011 12
30(23|21(10(15(13|14(17|12|34|41|46




1 nivel
30| 0
2 3
23 21| e 1
4 5 6 7
17 15 13 14|..2
8 9 10 11 12
10 12 34 41 46| 3

1 2 3 4 5 6 7 8 91011 12
30(23|21(17|15(13|14|10|12|34|41|46




1 nivel
30| 0
2 3
23 21| e 1
4 5 6 7
17 15 13 14| .2
8 9 10 11 12
10 12 34 41 46| 3

1 2 3 4 5 6 7 8 91011 12
30(23|21(17|15(13]|14|10|12|34|41|46




1 nivel
12 0
2 3
23 21| e 1
4 5 6 7
17 15 13 14)...2
8 9 10 11 12
10 30 34 41 46| 3

1 2 3 4 5 6 7 8 91011 12
12|23(21|17|15|13|14|10|30|34|41|46




HeapSort

Algoritmo rearranja A[1...n] em ordem crescente.

Heap-SorT(A, n)
1 BuiLb-Max-Hear(A, n)

2 men

3 parai<« ndecrescendo até 2 faca
4 A[l] e Ali]

5 mee«m-—1

6 Max-HeaPIFY(A, m, 1)

Invariantes:

No inicio de cada iteragao na linha 3 vale que:

1.

A[m +1...n] é crescente e contém os n — m maiores
elementos de A[1...n];

All...m]<A[m +1];

. A[l...m] é um max-heap.



Algoritmo rearranja A[1...n| em ordem crescente.

Heap-SorT(A, n) Tempo
1 BuiLb-Max-HEeaP(A, n) ©(n)
2 me<n O(1)
3 parai«< ndecrescendo até 2 faga O(n)
4 A[1] & Ali] ©(n)
5 mem-1 ©(n)
6 Max-HeAPIFY(A, m, 1) nO(lgn)

A complexidade de HEAP-SORT no pior caso é O(nlgn).

Como seria a complexidade de tempo no melhor caso?



Filas com prioridades

Uma fila com prioridades é um tipo abstrato de dados que
consiste de uma colecao S de itens, cada um com um valor ou
prioridade associada.

Algumas operacodes tipicas em uma fila com prioridades sao:

MaxiMum(S): devolve o elemento de S com a maior prioridade;

ExTRACT-MAX(S): remove e devolve o elemento em S com a
maior prioridade;

INCREASE-KEY(S, x, p): aumenta o valor da prioridade do
elemento x para p; e

INSERT(S, x, p): insere o elemento x em S com prioridade p.



Implementacao com max-heap

Heap-Max(A, n)
1 devolva A[1]

Complexidade de tempo: ©(1).

HeaP-ExTRACT-MAX(A, n)
>n>1

max < A[1]

A[1] < A[n]
n—n-1
Max-HeaPIFY (A, n, 1)
devolva max

AUl AN WN -

Complexidade de tempo: O(lgn).



Implementacao com max-heap

HeapP-INCREASE-KEY(A, i, chave)

1 >Supde que chave > A[i]

2 Ali] « chave

3 enquantoi>1eA[i/2]] <A[i] faga
4 Al AlLi2]

5 i—i/2]

Complexidade de tempo: O(lgn).

Max-HEAP-INSERT(A, n, chave)

1 nen+l1

2 A[n]e -

3  HeaP-INCReASE-KEY(A, n, chave)

Complexidade de tempo: O(lgn).



	Ordenação
	Insertion Sort
	Selection Sort
	Merge Sort
	Heap Sort

