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Notacao assintética e crescimento de fungoes



Notacao Assin

» Vamos expressar complexidade através de funcoes em
varidveis que descrevam o tamanho de instancias do
problema. Exemplos:

> Problemas de aritmética de precisdo arbitraria: nimero de
bits (ou bytes) dos inteiros.

» Problemas em grafos: nimero de vértices e/ou arestas

> Problemas de ordenacao de vetores: tamanho do vetor.

» Busca em textos: ndmero de caracteres do texto ou padrao
de busca.

» Vamos supor que funcdes que expressam complexidade
sao sempre positivas, ja que estamos medindo nimero de
operacgoes.



Comparacao de Funcoes

» Vamos comparar funcdes assintoticamente, ou seja, para
valores grandes, desprezando constantes multiplicativas
e termos de menor ordem.

n =100 n=1000 n=10% n=10° | n=10°
logn 2 3 4 6 9
n 100 1000 107 10° 10°
nlogn 200 3000 4.10% | 6-10° | 9.10°
n? 107 10° 108 1012 1018
100n2+15n | 1,0015-10° | 1,00015-108 | ~ 1010 | ~101% | ~10%
2" ~1,26-10%9 | ~1,07.10301 ? ? ?




O(g(n)) ={f(n): existem constantes positivas c e ng tais
que 0 < f(n) < cg(n), para todo n > ng}.

Informalmente, dizemos que, se f(n) € O(g(n)), entdo f(n)
cresce no maximo tao rapidamente quanto g(n).




O(g(n)) ={f(n): existem constantes positivas c e ng tais
que 0 < f(n) < cg(n), para todo n > ng}.

Informalmente, dizemos que, se f(n) € O(g(n)), entdo f(n)
cresce no maximo tao rapidamente quanto g(n).

Exemplo:

in2-3ne0(n?)
Valores de c e ng que satisfazem a definicao sao

1
c:zen0:7.



Q(g(n))={f(n): existem constantes positivas c e ng tais
que 0 < cg(n) < f(n), para todo n > ng}.

Informalmente, dizemos que, se f(n) € Q(g(n)), entdo f(n)
cresce no minimo tao lentamente quanto g(n).




Q(g(n))={f(n): existem constantes positivas c e ng tais
que 0 < cg(n) < f(n), para todo n > ng}.

Informalmente, dizemos que, se f(n) € Q(g(n)), entdo f(n)
cresce no minimo tao lentamente quanto g(n).

Exemplo:

in2-3neQ(n?)
Valores de c e ng que satisfazem a definicao sao

1
c:ﬁen0:7.



Classe ©

©(g(n)) ={f(n): existem constantes positivas c, c> e ng
tais que 0 < c;g(n) < f(n) < cog(n),
para todo n > ng}.

Informalmente, dizemos que, se f(n) € ©(g(n)), entdo f(n)
cresce tao rapidamente quanto g(n).




©(g(n)) ={f(n): existem constantes positivas c, c> e ng
tais que 0 < c;g(n) < f(n) < cog(n),
para todo n > ng}.

Informalmente, dizemos que, se f(n) € ©(g(n)), entdo f(n)
cresce tao rapidamente quanto g(n).

Exemplo:

in2-3ne0(n?)
Valores de cq, ¢y e ng que satisfazem a definicao sao
1 1

clzﬁ,czzzen0:7.



o(g(n))={f(n): paratoda constante positiva c, existe uma
constante ng > 0 tal que 0 < f(n) < cg(n),
para todo n > ng}.

Informalmente, dizemos que, se f(n) € o(g(n)), entdo f(n)
cresce mais lentamente que g(n).

1000n? € o(n?)
Para todo valor de ¢, um ng que satisfaz a definicao é

1000
=[] 41
©



Classe w

w(g(n))={f(n): paratoda constante positiva c, existe uma
constante ng > 0 tal que 0 < cg(n) < f(n),
para todo n > ng.}

Informalmente, dizemos que, se f(n) € w(g(n)), entao f(n)
cresce mais rapidamente que g(n).

Exemplo:

1 .2
ToooN° € w(n)
Para todo valor de ¢, um ng que satisfaz a definicao é

no = [1000c] + 1.



Relacoes uteis

Algumas condi¢cdes necessarias:

f(n) € o(g(n)) implica lim ;((:)) -

f(n) € O(g(n)) implica nlgnm% 2
) 1Oz ieten 0 < 1%1;(:)) < co.
f(n) € Q(g(n)) mplica lim Z 13 >0.
f(n) € w(g(n)) implica lim L;((';)) .

Se também tivermos que f(n), g(n) > 0 para n > ng, entdo basta
calcular os limites!



Propriedades das Classes

Transitividade:

Se f(n) € O(g(n)) e
Se f(n) € Q(g(n)) e
Se f(n) €©(g(n)) e
Se f(n) € o(g(n))e
Se f(n) e w(g(n)) e

(n))-
(n))-
(n))-
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={{
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o(h(n)), entdao f(n) € o(h
w(h(n)), entdo f(n) € w(h

(n)), entao f(n) € O(h
(n)), entao f(n) € Q(h
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), (n)
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n)e O
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Propriedades das Classes

Reflexividade:

f(n) € O(f(n)).

f(n) € Q(f(n)).

f(n) € ©(f(n)).

Simetria:

f(n) € ©(g(n)) se, e somente se, g(n) € ©(f(n)).
Simetria Transposta:

f(n) € O(g(n)) se, e somente se, g(n) € Q(f(n)).
f(n) € o(g(n)) se, e somente se, g(n) € w(f(n)).



Regra de I'Hopital

Teorema (Regra de 'Hopital)

Sejam f e g fungébes diferenciaveis tal que
lim, e F(N) = lim, o, g(n) = co. Se o limite de f(n)/g(n)
existir entao,
f f’
im 1)y, £(0)

1m c
n—oo g(n) n—o0 g’(n)




Regra de I'Hopital

Exercicio:

Descreva as outras formas da Regra de |'Hopital.

Exemplo:
Seja f(n) =Inn and g(n) = vn. Como f'(n) = L e g’(n) = 2\15,
temos

lim m— lim (@) = lim 2\/5 = lim i:O.

n—o0 g(n) 7nl—>oo g’(n) n—co N n—>oo\/ﬁ

Portanto, f(n) = o(g(n)).



Quais as relagcdes de comparacao assintética das funcoes:
» D7
> logn
> n
» nlogn
> n2
» 100n? +15n
> 2N



Recorréncias



Resolucao de Recorréncias

> Relacgdes de recorréncia expressam a complexidade de
algoritmos recursivos como os algoritmos de divisao e
conquista.

» E preciso saber resolver as recorréncias para que
possamos efetivamente determinar a complexidade dos
algoritmos recursivos.



MERGE-SORT(A, p, r)

1 sep<r

2 entdo q < [(p +r)/2]

3 MERGE-SORT(A, p, q)

4 MERGE-SORT(A,q+ 1,r)
5 INTERCALA(A, p, g, r)

Qual é a complexidade de MERGE-SORT?

Seja T(n) := o consumo de tempo maximo (pior caso) em
funcioden=r—-p+1



Complexidade do Mergesort

MERGE-SORT(A, p, r)

1 sep<r

2 entdo g < [(p+r)/2]

3 MERGE-SORT(A, p, q)

4 MERGE-SORT(A, g+ 1,r)
5 INTERCALA(A, p, q, )

linha consumo de tempo

U N WN -
S N NN




Complexidade do Mergesort

MERGE-SORT(A, p, r)

1 sep<r

2 entdo g < [(p+r)/2]

3 MERGE-SORT(A, p, q)

4 MERGE-SORT(A, g+ 1,r)
5 INTERCALA(A, p, q, )

linha consumo de tempo

1 bo
2 by
3 T([n/2])
4 T(Ln/2))
5 an

T(n)=T([n/2])+ T(Ln/2])+ an + (bg + by)



Resolucao de recorréncias

» Queremos resolver a recorréncia

T(1) =1
T(n) = T([n/2])+T(ln/2])+an+b paran>2.

» Resolver uma recorréncia significa encontrar uma
férmula fechada para T(n).

» Nao é necessario achar uma solucao exata.
Basta encontrar uma funcao () tal que
T(n) € ©(f(n)).



Resolucao de recorréncias

Alguns métodos para resolucao de recorréncias:
» substituicao
> iteracao

» arvore de recorréncia

Veremos também um resultado bem geral que permite resolver
varias recorréncias diretamente: Teorema Master.



Método da substituicao

> |déia basica: “adivinhe” qual é a solucao e
prove por inducao que ela funciona!

» Método poderoso mas nem sempre aplicavel
(obviamente).

» Com pratica e experiéncia fica mais facil de usar!



Considere a recorréncia:

T(1) = 1
T(n) = T(n/2])+T(Ln/2])+n paran=>2.

Chuto que T(n) € O(nlgn).
Mais precisamente, chuto que T(n) < 3nlgn.

(Lembre que lgn = log> n.)



T(n)=T([n/2])+ T(Ln/2])+n

|3 le[3] 2] elz)
H

3 lgn—i—?{ Jlgn 1)+n

=3(|3]+[3]yen-2(3)+

=3nlgn-— 3{ J n

Nl

IA

oh
2
n
2

<3nlgn.

(Yeeeeeeessssss!)



» Mas espere um pouco!

» T(1)=1e3.1.lgl =0 e a base da indug¢ado nao funciona!

» Certo, mas lembre-se da definicdo da classe O( ).

Sé preciso provar que T(n) < 3nlgn para n > ng onde ng é
alguma constante.

Vamos tentar com ng = 2. Nesse caso

T(2)=T(1)+T(1)+2=4<32.1g2=6,

T(3)=T(2)+T(1)+3=8<3.3.1g3~ 14,26,
Assim, o chute vale para n = 2 e n = 3 (esta sera a Base!)

Como a recorréncia de T(n), para n > 3, recai em
recorréncias menores até cair na base, estamos feitos.



Recorréncia e Inducao

T(1) =1
T(n)=T([n/2]) +T(In/2]) +n

Nao ocorre

Base Provar
T(n) <3nlgn

Nao Vale+

Hip. Inducao



» Certo, funcionou quando T(1) = 1.

» Mas e se por exemplo T(1) = 8?

Entao T(2)=8+8+2=18e3.2.1g2=6.
Nao deu certo...

» Certo, mas ai basta escolher uma constante maior.
Mostra-se do mesmo jeito que T(n) < 10nlgn, pois
T(2)=18<10.2.lg2 = 20,
T3)=T(1)+T(2)+3=8+18+3=29<10.31g3 ~47,55.

» De modo geral, se o passo de inducao funciona

(T(n) < cnlgn), é possivel escolher ¢ e a base da inducao
de modo conveniente!



Como achar as constantes?

» Tudo bem. D& até para chutar que T(n) pertence a classe
O(nlgn).

» Mas como descobrir que T(n) < 3nlgn? Como achar a
constante 37?

» Eis um método simples: suponha como hipétese de
inducdo que T(n) < cnlgn para n > ng onde c e ng sdo
constantes que vou tentar determinar.



Primeira tentativa

T(n)=T

—

[n/21)+ T(Ln/2])+n

Jig] 3]+ <[5 ][]+

Lgn+c{ngn+n

2] afene-

gn—+n

IA
9]

NS NS

I
0

IA

(@)
3 — 1 —
P |

I
0

(Hummm, nao deu certo...)



Segunda tentativa

T(n)

T([n/21)+ T(Ln/2])+n

{ W [ W {leg{zJ”

-‘lgn%—c{ J(lgn—1)+n

=<([3]+[5)en-el5)+

=cnl
=cnlgn- C{ZJ+n

C

IA

IA

C

NI: N3

<cnlgn.

Para garantir a Gltima desigualdade basta que —c[n/2]+n <0
e ¢ = 3 funciona. (Yeeeeeceessssssl)



Completando o exemplo

Mostramos que a recorréncia

T(1) = 1

T(n) = T(n/2))+T(ln/2])+n paran=>2.
satisfaz T(n) € O(nlgn).
Mas quem garante que T(n) ndo é “menor”?
O melhor é mostrar que T(n) € ©(nlgn).

Resta entdo mostrar que T(n) € Q(nlgn). A prova é similar.
(Exerciciol)



Como chutar?

Nao ha nenhuma receita genérica para adivinhar solucdes de
recorréncias. A experiéncia é o fator mais importante.

Felizmente, ha varias ideias que podem ajudar.
Considere a recorréncia

T(1) =1
T(n) = 2T(ln/2])+n paran>2.

Ela é quase idéntica a anterior e podemos chutar que
T(n) e ©(nlgn). Isto de fato é verdade. (Exercicio ou consulte
o CLRS)



Como chutar?

Considere agora a recorréncia

T(1) = 1
T(n) = 2T(ln/2]+17)+n paran>2.

Ela parece bem mais dificil por causa do “17” no lado direito.

Intuitivamente, porém, isto ndo deveria afetar a solucao. Para
n grande a diferenca entre T(|n/2]) e T(|n/2]+ 17) ndo é
tanta.

Chuto entdo que T(n) € ©(nlgn). (Exercicio!)



Truques e sutilezas

Algumas vezes adivinhamos corretamente a solucao de uma
recorréncia, mas as contas aparentemente ndao funcionam! Em
geral, o que é necessario é fortalecer a hipétese de inducao.

Considere a recorréncia
T(l) = 1
T(n) = T(n/2])+T(Ln/2])+1 paran>2.

Chutamos que T(n) € O(n) e tentamos mostrar que T(n) < cn
para alguma constante c.

T(n)=T(n/21)+ T(ln/2])+1
<c[n/2]+c|n/2]+1
=cn+1.

(Humm, falhou...)

E agora? Sera que erramos o chute? Sera que T(n) € ©(n?)?



Truques e sutilezas

Na verdade, adivinhamos corretamente. Para provar isso, é
preciso usar uma hipétese de inducao mais forte.

Vamos mostrar que T(n) < cn—b onde b >0 é uma constante.

T(n)=T([n/27)+ T(Ln/2])+ 1
<c[n/2]-b+c|n/2]-b+1
=cn—-2b+1
<cn-b

onde a ultima desigualdade valese b > 1.
(Yeeeessss!)



Método da iteracao

» Nao é necessario adivinhar a respostal!
» Precisa fazer mais contas!

» |déia: expandir (iterar) a recorréncia e escrevé-la como
uma somatodria de termos que dependem apenas de n e
das condic¢oes iniciais.

» Precisa conhecer limitantes para varias somatorias.



Método da iteracao

Considere a recorréncia

T(n) = b paran <3,
T(n) = 3T(ln/4])+n paran>4.

Iterando a recorréncia obtemos

T(n)=n+3T(Ln/4])
=n+3(Ln/4]+3T(Ln/16)))
=n+3(Ln/4]+ 3(Ln/16]+ 3T(Ln/64))))
= n+3|n/4]+9|n/16] + 27T(Ln/64)).

Certo, mas quando devo parar?
O i-ésimo termo da série é 3/| n/4'|. Ela termina quando
n/4"] < 3, 0u seja, i > logyn.



Método da iteracao

Como | n/4'| < n/4" temos que

T(n)<n+3n/4+9n/16+427n/64+---+3b
T(n)<n+3n/44+9n/16 +27n/64 + --- 4 d.3'°84"
<n.(1+43/4+9/16 +27/64 +---) + dn'°8+3

(o)

< nZ(%) + dn'ogs3

i=0
= 4n + dn'°843

pois 310841 — plogs3 ¢ Y2o0q = ﬁ para0<qg<1.

Como log, 3 < 1 segue que n'°843 ¢ o(n) e logo, T(n) € O(n).



Método de iteracao

» As contas ficam mais simples se supormos que a
recorréncia esta definida apenas para poténcias de um
numero, por exemplo, n = 4.

» Note, entretanto, que a recorréncia deve ser provada para
todo natural suficientemente grande.

» Muitas vezes, é possivel depois de iterar a recorréncia,
adivinhar a solucdo e usar o método da substituicao!



Método de iteracao

T(n) = b paran <3,
T(n) = 3T(ln/4])+n paran>4.

Chuto que T(n) < cn.

T(n)=3T(Ln/4])+n
<3c|n/4]+n
<3c(n/4)+n

<cn

onde a ultima desigualdade vale se c > 4.
(Yeeessss!)



ore de recorréncia

» Permite visualizar melhor o que acontece quando a
recorréncia é iterada.

» E mais facil organizar as contas.

» Util para recorréncias de algoritmos de
divisao-e-conquista.



Arvore de recorréncia

Considere a recorréncia

T(n) = ©(1) paran=1,2,3,
T(n) = 3T(L”/4J)+Cn2 para n >4,

onde ¢ > 0 é uma constante.

Costuma-se (CLRS) usar a notacao T(n) = ©(1) para indicar
que T(n) é uma constante.



Arvore de recorréncia

Simplificacao
Vamos supor que a recorréncia esta definida apenas para

poténcias de 4

T(n) = ©(1) paran=1,
T(n) = 3T(n/4)+cn® paran=4,16,...,4',. ...

Isto permite descobrir mais facilmente a solugcao. Depois
usamos o método da substituicao para formalizar.



Arvore de recorréncia

T(n) cn®

/1N

r@ 7@ T




Arvore de recorréncia

2

ch

/

R

c(2) (L)’ e (5

/

N/

N/

\

TE) T TED THD) TG TG TE TE T



Arvore de recorréncia

: cn? : cn?
c(2) T E R g en?
log, n /\ /\ / )
c(m) c(m)' 6(16) 16) 6(1) (1% 6(16) 5(6) 6(1"—6)2 e (2)" en?
Y T(1) T T() TC) T T(H) T T() TAY T(A) <o T(1) T(D) T(T) i Q')

nloga 3

Total; O(n?)



Arvore de recorréncia

» O numero de niveis é logyn + 1.

» No nivel i o tempo gasto (sem contar as chamadas
recursivas) é (3/16) cn?.

» No tltimo nivel ha 3'°84" = p'°843 folhas. Como
T(1) = ©(1) o tempo gasto é O(n'°8+3).



Arvore de recorréncia

Logo,

3 32 3\
T(n )—cn —1—1—6cn —1—(16) cn +(16) cn 4+

3 logyn-1
+(E) cn? +O(n'o843)

logsn-1

- Z (136).+®( )
i=0

o)

3 16
sZ(l—G) +0(n'°%%) = Zen® +©(n'*53),

i=

e T(n) € O(n?).



Arvore de recorréncia

Mas T(n) € O(n?) é realmente a solucao da recorréncia
original?

Com base na arvore de recorréncia, chutamos que T(n) < dn?
para alguma constante d > 0.

T(n) =3T(Ln/4]) + cn?
<3d|n/4)? +cn?
<3d(n/4)? + cn?

3
= Edn2 + cn2

< dn?

onde a altima desigualdade vale se d > (16/13)c.
(Yeeesssss!)



Arvore de recorréncia

Resumo

» O ndmero de nés em cada nivel da arvore € o ndmero de
chamadas recursivas.

» Em cada né indicamos o “tempo” ou “trabalho” gasto
naquele né que ndo corresponde a chamadas recursivas.

» Na coluna mais a direita indicamos o tempo total naquele
nivel que nao corresponde a chamadas recursivas.

» Somando ao longo da coluna determina-se a solugao da
recorréncia.



Vamos tentar juntos?

Eis um exemplo um pouco mais complicado.

Vamos resolver a recorréncia

T(n) = 1 paran=1,2,
T(n) = T([n/31)+T(2n/3])+n paran>3.

Qual é a solucao da recorréncia?

Resposta: T(n) € O(nlgn). (Resolvido em aula)



Recorréncias com O a direita (CLRS)

Uma “recorréncia”

T(n)=0(1) paran=1,2,
T(n) =3T(Ln/4]) + ©(n?) paran >3

representa todas as recorréncias da forma

T(n)=a paran=1,2,
T(n) :3T(|_I’1/4J)—|—bn2 paran>3

onde a e b > 0 sdo constantes.

As solucdes exatas dependem dos valores de a e b, mas estdo
todas na mesma classe O.

A “solucao” & T(n) = ©(n?), ou seja, T(n) € ©(n?).

As mesmas observacoes valem para as classes O,(), 0, w.



Recorréncia do Mergesort

Podemos escrever a recorréncia de tempo do Mergesort da
seguinte forma

1) = Q@)
T(n) = T([n/2])+T(ln/2])+©(n) paran>2.

A solucao da recorréncia é T(n) =O(nlgn).

A prova é essencialmente a mesma do primeiro exemplo.
(Exerciciol)



Cuidados com a notacao assintética

A notacao assintética é muito versatil e expressiva.
Entretanto, deve-se tomar alguns cuidados.

Considere a recorréncia

T(1) = 1
T(n) = 2T(ln/2])+n paran=>2.

E similar a recorréncia do Mergesort!

Mas eu vou “provar” que T(n) = O(n)!



Cuidados com a notacao assintética

Vou mostrar que T(n) < cn para alguma constante ¢ > 0.

T(n)=2T(ln/2]))+n
<2c|n/2]+n
<cn-+n
=0(n) <= ERRADO!I!

Por qué?

Nao foi feito o passo indutivo, ou seja, nao foi mostrado que
T(n)<cn.



Teorema Master

» Veremos agora um resultado que descreve solugdes para
recorréncias da forma

T(n)=aT(n/b)+f(n),

onde a>1eb >1saoconstantes.

> Isso é, convenciona-se para alguma constante ng, vale
T(n)=aT(n/b)+ f(n) para todo n > ng.
» A expressao n/b pode indicar tanto | n/b | quanto [n/b].

» O Teorema Master nao fornece a resposta para todas as
recorréncias da forma acima.



Teorema Master

Teorema (Master (CLRS))

Sejam a >1 e b > 1 constantes, seja f(n) uma fungdo e seja
T(n) definida para os inteiros nao-negativos pela relagao de
recorréncia
T(n)=aT(n/b)+f(n).

Entdo T(n) pode ser limitada assintoticamente da seguinte
maneira:

1. Sef(n) € O(n'°837¢) para alguma constante € > 0, entao

T(n) € ©(n'o%s3)
2. Sef(n) € ©(n'°82), entdo T(n) € ©(n'°8 3 logn)
3. Sef(n) € Q(n'°83a+€), para alguma constante € > 0 e se

af(n/b) < cf(n), para alguma constante c <1 e paran
suficientemente grande, entdo T(n) € ©(f(n))



Exemplos de Recorréncias

Exemplos onde o Teorema Master se aplica:

» Caso 1:
T(n)=9T(n/3)+n
T(n)=4T(n/2)+ nlogn
» Caso 2:
T(n)=T(2n/3)+1
T(n)=2T(n/2)+ (n+logn)
» Caso 3:
T(n)=T(3n/4)+ nlogn



Exemplos de Recorréncias

Exemplos onde o Teorema Master ndao se aplica:
» T(n)=T(n-1)+n
T(n)=T(n-a)+ T(a)+n, (a>1inteiro)
T(n)=T(an)+T((1-a)n)+n,(0<a<1)
=
)

v

v

v

T(n T(n 1)+ logn
T(n)=2T(5)+nlogn

v
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