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Introducao

> Inicia estudo parametrizado do Facility Location Problem
(FLP)

» Dos autores Michael R. Fellows e Henning Fernau, no ano de
2011

» Apresenta varios resultados de complexidade parametrizada:
» Diversos algoritmos de kernelizagdo sobre diferentes pardmetros
» Resultados relacionados com o limite inferior do tamanho de
kernel

» Exemplos de variantes e aplicagdes do FLP



Facility Location Problem

Introdugdo

> Modela o seguinte problema:
» Uma empresa deseja abrir instalagdes para atender clientes em
uma regiao
» Todos os clientes devem ser atendidos por alguma instalacdo

» Existe um custo para a abertura de instalagGes e atendimento

de clientes

> Deseja-se minimizar o custo total
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Facility Location Problem

Histdrico

Primeiros estudos na década de 60

v

v

Algoritmos de aproximagdo na década de 80

v

Atualmente, temos:

» Algoritmo 1.488-aproximado [3]
» Limite de aproximabilidade de 1.463 [2]

FLP é NP-dificil [1]

v



Facility Location Problem

Histdrico

» Problema de localizagdo amplamente estudado:
» Heuristicas
» Algoritmos de aproximagao

» Técnicas envolvendo programacao linear inteira



Facility Location Problem

Definicoes

» Entrada:
» Grafo bipartido completo B = (FU C, E)
» Conjunto F de potenciais instala¢des, com |F| = m
» Conjunto C de clientes, com |C| =n
» Fungdes de custo wr : F = N>j e wg : E — N>

» Custo maximo k € N



Facility Location Problem

Definicoes

» Saida:
» Conjunto F’ C F de instalacdes abertas
» Conjunto E’ C E que indica qual instalac3o atende cada
cliente
» Objetivo: minimizar o custo de abertura de instalacdes e de

atendimento a clientes



Facility Location Problem

Definicoes

. 1)x
» Forma alternativa de representar os custos: M & N(>"1+ pxm

» Linha 0: custo de abertura das instalacdes

» Demais linhas: custo de conexao

» Com funcdo s : C — F’, pergunta-se:

> M0, f1+ ) Mic,s(c)] < k?

feF’ ceC



Abordagens iniciais

» Pardmetros naturais:
» Numero n de clientes
» Ndmero m de instalagdes
» Limite superior do custo k

» Limite superior de instalages abertas



Abordagens iniciais

» Pardmetros naturais:
» Numero n de clientes
» Ndmero m de instalacoes
» Limite superior do custo k

» Limite superior de instalages abertas



Abordagens iniciais

Teorema 1

O FLP pode ser resolvido em tempo O*(2™).

Demonstracao.

Para cada F/ C F, avalia-se custo de solu¢do, em tempo
polinomial. Observe que, dado F’, podemos encontrar E’
facilmente. O tempo de execucdo do algoritmo é dado pelo

niimero de subconjuntos de F: 2/Fl = 2m, O



Abordagens iniciais

» Pardmetros naturais:
» Numero n de clientes
» Ndmero m de instalagdes
» Limite superior do custo k

» Limite superior de instalages abertas



Abordagens iniciais

Regras de reducdo

Regra de Reducao 1

Se dada uma instancia (M, k) com M € N(Z"frl)xm e vale que

n > k, entdo retorne nao.

Lema 1

A Regra 1 € valida.



Abordagens iniciais

Regras de reducdo

Demonstracao.

Se cada cliente possui custo de atendimento de pelo menos uma

unidade e todos devem ser atendidos, entdo n3o é possivel atender

a todos quando n > k. O



Abordagens iniciais

Regras de reducdo

Quando ndo for mais possivel a aplicacdo da Regra 1, entdo a

instancia reduzida (M, k) ndo tem mais que (k + 1) linhas. O

» Dada instalagdo f, define-se o vetor v¢ = M[0... n][f]

> Se é vdlido que vr < vg, entdo v¢ é menor ou igual a vy

posicdo a posicao



Abordagens iniciais

Regras de reducdo

Regra de Redugdo 2

Se existem instalacées f e g tal que vr < v, entdo remova g da

instancia sem mudang¢a em k.

Lema 3

A Regra 2 € segura.



Abordagens iniciais

Regras de reducdo

Demonstracao.

Se temos uma solugdo S com instalagdes f e g e vale que v¢ < v,
entdo uma solucdo S’ obtida removendo-se g de F’ e adicionando
f (consequentemente servindo os clientes antes atendidos por g)

n3o pode ter valor de solucio maior do que S. O



Abordagens iniciais

Regras de reducdo

Regra de Reducdo 3

Em uma instancia ((B,wg,wr), k), as modificagdes abaixo ndo
mudam o parametro:

Algoritmo 1
1: para cada instalacdo f faca
2: se wr(f) > k entdo remova f
3 fim se
4 para cada cliente ¢ faca
5 se wr(f) + we(c, f) > k+ 1 entdo
6: UJE(C, f) =k+1-— w,:(f)
7 fim se
8 fim para
9: fim para




Abordagens iniciais

Regras de reducdo

A Regra 3 € segura.

Demonstracao.

Uma instalagdo com custo de abertura k ndo pode servir nenhum
cliente, porque isso implicaria em uma solucdo de custo pelo
menos k + 1. Se uma instalacdo n3o é t3o cara mas somada com o
custo de atendimento passa o limite superior do parametro, entao

podemos diminuir este valor para k + 1, que ainda é inviavel. O



Abordagens iniciais

Kernelizacdo com Lema de Dickson

» Tentaremos limitar o niimero de instalacdes apds a aplicacdo

das regras com o seguinte lema:

Lema de Dickson: dada constante n, o conjunto (N”, <) possui

tamanho finito.




Abordagens iniciais

Kernelizacdo com Lema de Dickson

Teorema 2

Facility Location é FPT quando parametrizado com o custo k.

Demonstracao.

Seja (M, k) uma instincia j4 reduzida com as regras 1-3. Pelo
Lema 2, M n3o tem mais que k + 1 linhas, logo, cada instalagdo
possui um vetor de custos deste tamanho. Também sabemos que

os vetores das instalagdes nao sdo comparaveis, pela redugido 2.



Abordagens iniciais

Kernelizacdo com Lema de Dickson

Demonstragdo (Cont.)

Pelo Lema de Dickson, o nimero de vetores é limitado por uma
fun¢do g(k), ja que usamos a reducgdo 3. Ent3o, a matriz M tem,

no maximo, (k + 1)g(k) elementos. O

» Com isso, temos g(k) vetores de tamanho k + 1 ndo
comparaveis
» Cada posicao desse vetor tem valor variando de 0 a kK +1

(regra 3)



Abordagens iniciais

Kernelizacdo com Lema de Dickson

» Logo, existem (k + 2)**1 vetores deste tipo, um para cada

instalacdo possivel

Corolario 1

k+2)k+1)_

Facility Location pode ser resolvido em tempo 0*(2(



Refinamentos

» Podemos ver uma solucdo do FLP como uma particdo do

conjunto de clientes

» Os clientes de uma particdo sdo atendidos pela mesma

instalacdo

» Dados F’ e E’, obtemos as particdes de C polinomialmente



Refinamentos

Lema 5
Dada instincia (M, k), Facility Location pode ser resolvido em
tempo O(k*poli(g(k)) 4+ nm), onde poli(-) é um polinémio e g(k)

limita o ndmero de instalacées.



Refinamentos

Demonstracao.

As regras 1 e 2 sdo executadas em tempo O(nm). Sabe-se que o
nimero de particdes é, no maximo, k¥, que é um limitante do
Ndmero de Bell. Cada particdo é servida por uma tnica instalac3o,

entdo calculamos o seu custo em tempo polinomial em
O(poli(g(k))). O



Refinamentos

Se tivermos instancia (M, k) reduzida com as regras 1-3, entdo
nm < (k+1)%+2.

Demonstracao.

Pela regra 1, temos, no maximo, k clientes; pela regra 3, existem
(k + 1)%*1 vetores distintos referentes a instalagdes. Pela regra 2,
cada instalacdo deve possuir vetor diferente, logo é possivel a
existéncia de (k + 1)**! instalagdes. Como cada vetor de
instalagdo tem k + 1 elementos, M tem, no maximo, (k + 1)k+2

elementos. ]



Refinamentos

» Até agora, obtemos kernels grandes

» Tentaremos aprimorar com programacao dindmica



Programacao Dinamica

Pré-processamento

» Para cada X C C, defina OS(X) como o custo de atender os
clientes de X e abrir a instalagao que resulta em custo total
minimo

» Sendo Fx(f) o custo de abrir f e servir X através dela, temos:

OS(X) = mingep(Fx(f))



Programacao Dinamica

» Defina s(X): custo de atender X com pelo menos uma

instalacdo

» Caso base:

» Caso geral:

s(X) == mingcycx(OS(Y) + s(X\Y))



Programacao Dinamica

Algoritmo 2
1: se |C| > k entdo retorne ndo
2: fim se
3. s(0) =0
4: para cada X C C faca
5: calcule OS(X) em tempo O(|X||F|)
6: fim para
7: parai:=1...|C| faca
8: para cada X C C com |X| =/ faga
o0 s(X) = mingyex(0S(Y) + s(X\Y)

e
= O

fim para

. fim para




Programacao Dinamica

Tempo de execugdo

» Pré-processamento: O(2/€I|F|) € O(2¥m)
» Algoritmo: O(3") C O(3%)
» Tempo final: O(2km + 3¥)

Teorema 3

Facility Location pode ser resolvido em tempo O(2%m + 3K) em

uma instancia (M, k). O



Programacao Dinamica

Tempo de execugdo

» Aplicando o Lema 6, o algoritmo possui tempo:

O*(25(k +1)k+2) C 0*((2k)%)



Conclusoes

» Primeiro (e tnico) estudo parametrizado do FLP
» Fornece diversos resultados iniciais

» Exemplos de aplicacdo e variantes do FLP



Conclusoes

» Algumas possiveis melhorias:
» E possivel melhorar os algoritmos e kernels fornecidos para o
FLP e variantes?
» Existem pardmetros mais adequados para se utilizar?
» Talvez seja possivel diminuir o tempo de execugao dos

algoritmos introduzindo uma nog¢3do de vizinhanca



Exercicio

Durante todo o trabalho, consideramos que os custos de abertura de
instalacGes e de conex3o entre clientes e instalacdes s3o niimeros na-
turais. Se esses valores fossem nimeros racionais, explique o motivo
das abordagens abaixo funcionarem ou n3o com essa mudanca:

(a) Kernelizagdo com Lema de Dickson em tempo (’)*(2(k+2)k+1);

(b) Programacido dindmica em tempo O(24m + 3K).
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