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Este texto ¢ um resumo das se¢oes 10.1 e 10.2 do livro-texto [1] da disci-
plina de To6picos em Teoria da Computacao (MO829). Essas se¢oes tratam
de alguns métodos algébricos para a solucao de problemas de decisao.

1 Principio da Inclusao-Exclusao

O principio da inclusao-exclusao é dado pelo seguinte lema:

Lema 1. Dado um conjunto finito U e uma familia Ay, As, ..., A, de sub-
conjuntos de U,
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Demonstracao. Para verificar esse resultado, basta contar quanto cada ele-
mento e € UZ.GM A; contribui na expressao do lado direito da igualdade. Su-
ponha que e ocorra nos conjuntos A;,, 4;,,...,A;,, assim e ocorre somente
numa intersecao [,y Ai quando X C {iy, iy, ..., }. Portanto, a contribui-
¢ao de e se torna:
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conforme desejado. O]



Um lema equivalente que nos sera mais tutil para resolver alguns problemas

é:
Lema 2. Dado um conjunto finito U e uma familia Ay, As, ..., A, de sub-
conjuntos de U,
(VA=) )X U\ A
i€[n] XCln] i€eX
Demonstracao. Exercicio. ]

1.1 Ciclo Hamiltoniano

Seja G um grafo. Um passeto de G é uma sequéncia viejvqges . . . €p0p11 onde
U1, Vs, ...,01 € V(G) e ey,e9,...,60 € E(G) e, para i = 1,2,...,¢, os
vértices v; e v;11 sao incidentes em e;. Note que pode haver repeticao de
vértices em passeios. O comprimento de um passeio é dado pelo nimero de
arestas pertencentes a ele e o passeio é chamado de passeio fechado quando
o dltimo vértice da sequéncia é igual ao primeiro.

Desejamos determinar se existe ciclo Hamiltoniano em G. Faca U ser o
conjunto de todos os passeios fechados de comprimento n e, para v € V(G),
faca A, ser todo passeio fechado de comprimento n que contenha o vértice
v. Note que os elementos de ﬂveV(G) A, sao todos os ciclos Hamiltonianos
de GG, que podemos contar pelo Lema 2 se, para cada X C V(G), pudermos
computar |,y U \ 4.

Assim, dado X C V/(G), computaremos |Nicx U\ A;] através da matriz
de adjacéncias M do grafo G' = G — X. E possivel provar por inducao que
o elemento da i-ésima linha e j-ésima coluna da matriz M™ é o nimero de
passeios de tamanho n em G’ que comegam no vértice ¢ e terminam no vértice
j. Como precisamos contar o nimero de passeios fechados, basta somar os
valores na diagonal dessa matriz.

Como os elementos de M"™ sao no maximo n", os valores intermediarios
no algoritmo requerem somente O(nlogn) bits para serem representados e,
portanto, o algoritmo possui complexidade de tempo de 2"n°M e O(n?) de
espaco.

1.2 Arvore de Steiner

Dado um grafo GG, um conjunto de terminais K C V(G) e um comprimento
¢ € N, desejamos determinar se existe subarvore 7' de G tal que K C V(7))



e |E(T)| < ¢.
Para isso, iremos fazer algo similar ao problema do ciclo Hamiltoniano,

mas, em vez de contarmos passeios, iremos contar os chamados passeios com

ramificagoes (traducao livre do nome original branching walks).

Um passeio com ramificagdes B é uma tupla (H, h), onde H é uma éarvore
nao-rotulada, enraizada e com ordenacao de filhose h: V(H) — V(G) é um
homomorfismo de H para G (um homomorfismo é uma fungao que respeita
a propriedade de que se zy € E(H) entao h(x)h(y) € E(G)). Dizemos que
V(B) = {h(z): x € V(H)}, o tamanho de B ¢ o nimero de arestas de H e
que B parte de vértice s quando s = h(r) onde r é raiz de H.

E relativamente simples mostrar que, dado s € K, G possui arvore de
Steiner de comprimento maximo ¢ que engloba todos os terminais sse existe
passeio com ramificagdbes B = (H,h) partindo de s tal que K C V(B) e
|E(H)| = ¢. Assim, basta contarmos o numero de passeios com ramifica¢oes
com essas caracteristicas.

Fixe um s € K. Faga U ser o conjunto de passeios com ramificagao em
G de comprimento ¢ que partem de s e defina A, = {B € U : v € V(B)}.
Desejamos contar o ntimero de elementos de (1), ., A, pelo Lema 2.

Para isso, para cada X C K, desejamos encontrar ‘ﬂve + U\ Av| quando
s ¢ X (quando s € X, consideramos que a expressao é 0 pois 0s passeios
com ramificagoes precisam partir de s). Faga G' = G — X, e, para v € V(G')
eje{0,1,...,¢}, defina b;(v) como o nimero de passeios com ramificagdes
(em G') partindo de v. Podemos computa-los de maneira recursiva:

bj(v):{l se 7 =0

ZtGNG/(v) Zj1+j2:j—1 bj1 (U)bj (t) caso contrario.

Note que |(N,ex U\ Ay| = be(s).

Como precisamos de O(¢logn) bits para representar os resultados inter-
mediarios, temos um algoritmo de tempo 2/5I1n°M e espaco polinomial para
o problema de decisao.

1.3 k-Coloracao

Dado grafo G, uma k-coloracdo ¢ uma funcao x : V(G) — [k] tal que,
para cada aresta uv € E(G), x(u) # x(v). G é dito k-colorivel sse existe
k-coloracao para G. Além disso, existe k-coloracao sse existem conjuntos



L, 1s,.... I, C V(G) tais que Uie[k] I; =V(G) e, parai = 1,2,... k, con-
junto I; é independente (um conjunto X C V(G) é considerado independente
sse ndo ha u,v € X tais que wv € E(Q)).

Esse tltimo fato nos permite usar o Lema 2 para decidirmos se um deter-
minado grafo G é k-colorivel. Faga U ser o conjunto de k-tuplas de conjuntos
independentes em G e, para cada v € V(G) e faga

AU: (11712,...,Ik)EUZU€ U[l
1€[k]

Novamente queremos computar

mvEV(G) AU

sim, precisamos computar |(),cx U \ 4,| para cada X C V(G).

Para cada Y C V(G), definamos s(Y') como o nimero de conjuntos in-
dependentes no grafo induzido G[Y']. Podemos precomputar a fun¢ao s com
2™ operagoes aritméticas usando o fato que s(f)) = 1 e a seguinte recursao
(fixando vértice arbitrario y € Y):

s(Y) = s(Y \ {y}) +s(Y \ N[y]),

onde N[y| é a vizinhanga fechada de y.
Dessa maneira, obtemos que

utilizando o Lema 2 e, as-

U\ A =s(V(G)\ X)~.

veX

Ao total, o algoritmo possui complexidade de tempo e espaco de 2*n°™)
pois os valores intermediarios atingidos pelo algoritmo requerem O(nk) bits
para serem representados.

Para obter espago polinomial, podemos computar s(V(G) \ X) separada-
mente para cada subconjunto X C V(G) em tempo 2IV(@I=IXInO) com um
algoritmo de forca-bruta de espaco polinomial, resultando em um procedi-
mento de tempo:

S M@0 Z 3 (Z) on—£,,0(1) _ gn, 0(1)
XCV(Q) =0

O exercicio 3.17 do livro-texto permite computar s(V(G) \ X) em tempo
1, 381" XIpOM ¢ o algoritmo conhecido de menor complexidade faz o mesmo
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calculo em tempo 1,238"XIn@0)  resultando, respectivamente em algorit-
mos de k-coloracdo de complexidades 2, 381"n°M e 2,238"n°MW) respectiva-
mente e espaco polinomial.

2 Transformadas Zeta e Mobius

Seja o anel (Z,+,-) (que pode ser substituido por qualquer outro anel) e um
conjunto finito V' qualquer, dada uma funcao f : 2V — Z, definimos:

1. Transformada Zeta: ((f)(X) = Y ycx f(Y);

2. Transformada Mobius: (uf)(X) = ZYQX(—l)‘X\”f(Y);

3. Negacao-impar: (of)(X) = (—=1)¥f(X).

Podemos observar que ( = opo e p = o(o. Além disso, (uof)(X) =
(cuf)(X) = f(X) pelo Teorema 10.11 do livro-texto, ou seja, o operador
inverso da transformada de Mobius é a transformada Zeta e vice-versa.

Dado grafo G, seja U definido conforme a Segao 1.3 que trata do problema
da k-coloracdo. Defina uma funcao f : 2V — 7Z onde

f(X): (-[17]277-[]6)EUUI7,:X
1€[k]

Essa fungao nos permitiria determinar se ha k-coloragao para cada sub-
grafo induzido de G pois, para X C V(G), G[X] possui k-coloracao sse
f(X) # 0 conforme observado na Segao 1.3.

Note, no entanto, que (f é mais facil determinar que f pois, para cada
X CV(G), (¢f)(X) é exatamente s(X)* onde s(X) é o nimero de conjuntos
independentes do subgrafo induzido G[X].

Assim, poderiamos precomputar (f com a recorréncia definida na Se-
cao 1.3 em tempo 2"n°M e entdo usar a transformada de Mébius para obter
a funcao f original. Se usdsemos a definicao da transformada de Mobius de
maneira ingénua, obteriamos um algoritmo de tempo:

n

Z olX1,0(1) Z (Z) 90y 0) _ gn,0(1)

XCV(G) =0



No entanto, é possivel computar a transformada com O(2"n) operagoes
aritméticas, obtendo um algoritmo de tempo 2"n°™ | com o seguinte teorema:

Teorema 1 (Transformada rapida Zeta e de Mobius). Dada funcéo f : 2" —
Z como entrada, podemos computar os 2" valores de (f e pf com O(2"n)
operacoes aritméticas.

Demonstracao. Primeiro encontraremos o algoritmo para a transformada
Zeta. Reinterprete f como uma funcao que recebe n bits que determinam o
subconjunto considerado, i.e. defina f(z1,zs,...,2,) = f(X), onde x; é um
bit 0 ou 1 (parai € [n]) e X ={i € [n] : x; = 1}.

Defina ¢;(z1,...,z,) (para j € {0,1,...,n}) como

Z [ S @iye S@o, Y Sl f (Y Yes Y T X))
Y1,y2,--,¥;€{0,1}

onde, dada uma formula booleana F', [F] € 1 quando a expressao possui valor
verdadeiro e 0 caso contrario.
Obtemos a seguinte recorréncia:

Cj(fL‘l, e ,f[)n) =

CGo1(mq, ..., zp) quando z; = 0,
CGo1(ovoywjzn,0,25400) + Goa (oo oy zj21, 1, 2j41,...)  caso contrario.

Que pode ser computada com O(2™"n) operagoes aritméticas para todos as
possiveis entradas zy,...,z, € {0,1} e 7 € {0,1,...,n}. Note que f = (,.
Para obter uf, basta usar o fato de que p = o(o. O

3 Exercicio

Como exercicio designado para esse seminario, selecionamos a prova do Lema 2.
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