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Definicao

Seja G = (V/, E) um grafo direcionado, entdo um subgrafo aciclico T de
G € dito out-tree se T possui uma raiz r tal que existe um caminho
direcionado da raiz até cada folha. Dizemos que T é uma out-tree
geradora se existe caminho direcionado entre r e cada vértice de G.
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Definicao

Seja G = (V, E) um grafo direcionado, entdo um subgrafo aciclico T de
G € dito out-tree se T possui uma raiz r tal que existe um caminho
direcionado da raiz até cada folha. Dizemos que T é uma out-tree
geradora se existe caminho direcionado entre r e cada vértice de G.

Definicao
MAXIMUM LEAF SPANNING TREE (MLST):
Entrada: Um grafo G = (V, E)
Problema: Encontrar darvore T com maior ndmero de folhas.

Hugo K. K. Rosado (UNICAMP) Resumo - Finding Trees with Many Leaves 29 de novembro de 2016 3 /36



Caso Geral

@ Aplicagbes praticas em network design.
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Caso Geral
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@ O problema ¢é classificado como APX-dificil [8].
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Caso Geral

Aplicagbes praticas em network design.
O problema ¢ classificado como APX-dificil [8].
Alg. 2-aproximagdo [12].

Alg. 3-aproximagdo em tempo quase linear [10].

Alg. 3/2-aproximagdo para grafos cubos [3].
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Versao de Parametrizacao

MAXIMUM LEAF SPANNING TREE (MLST):
Entrada: Um grafo G = (V,E) e k € N

Parametro: k

Problema: G contém uma drvore geradora com pelo menos k
folhas?
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Versao de Parametrizacao

Definicao
MAXIMUM LEAF SPANNING TREE (MLST):
Entrada: Um grafo G = (V,E) e k € N
Parametro: k

Problema: G contém uma drvore geradora com pelo menos k
folhas?

Definicao

DIRECTED MAXIMUM LEAF OuT-TREE (DMLOT):
Entrada: Um digrafo G = (V,E) e k € N
Pardmetro: k

Problema: G contém uma out-tree com pelo menos k folhas?
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Versao de Parametrizacao

DIRECTED MAXIMUM LEAF SPANNING OUT-TREE (DMLST):
Entrada: Um grafo G = (V,E) e k € N

Parametro: k

Problema: G contém uma out-tree geradora com pelo menos k
folhas?
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Versao de Parametrizacao

DIRECTED MAXIMUM LEAF SPANNING OUT-TREE (DMLST):
Entrada: Um grafo G = (V,E) e k € N

Parametro: k

Problema: G contém uma out-tree geradora com pelo menos k
folhas?

@ Existe algoritmo exato com tempo O(1.996")[5].
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Versao de Parametrizacao

Definicao
DIRECTED MAXIMUM LEAF SPANNING OUT-TREE (DMLST):
Entrada: Um grafo G = (V,E) e k € N
Parametro: k

Problema: G contém uma out-tree geradora com pelo menos k
folhas?

@ Existe algoritmo exato com tempo O(1.996")[5].
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MLST - Resultados Conhecidos

@ MLST € FPT (exercicio 6.15 da lista de exercicios 3).
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MLST - Resultados Conhecidos

@ MLST € FPT (exercicio 6.15 da lista de exercicios 3).
e O((17k*)!|G|) usando treewidth por Boadlaender [1].

Hugo K. K. Rosado (UNICAMP) Resumo - Finding Trees with Many Leaves 29 de novembro de 2016 7 /36



MLST - Resultados Conhecidos

@ MLST € FPT (exercicio 6.15 da lista de exercicios 3).
e O((17k*)!|G|) usando treewidth por Boadlaender [1].
o O((2k)**poly(G)) por Downey e Fellows [6].

Hugo K. K. Rosado (UNICAMP) Resumo - Finding Trees with Many Leaves 29 de novembro de 2016 7 /36



MLST - Resultados Conhecidos

MLST € FPT (exercicio 6.15 da lista de exercicios 3).
O((17k*)!|G|) usando treewidth por Boadlaender [1].
O((2k)* poly(G)) por Downey e Fellows [6].

O(|G| + 14.23kk) por Fellows, McCartin, Rosamond e Stege usando
resultados de teoria de grafos muito sofisticados [11].

Hugo K. K. Rosado (UNICAMP) Resumo - Finding Trees with Many Leaves 29 de novembro de 2016 7 /36



MLST - Resultados Conhecidos

MLST € FPT (exercicio 6.15 da lista de exercicios 3).
O((17k*)!|G|) usando treewidth por Boadlaender [1].
O((2k)* poly(G)) por Downey e Fellows [6].

O(|G| + 14.23kk) por Fellows, McCartin, Rosamond e Stege usando
resultados de teoria de grafos muito sofisticados [11].

O(| V|3 + 9.4815%k3) por Bonsma, Brueggermann e Woeginger [2].

Hugo K. K. Rosado (UNICAMP) Resumo - Finding Trees with Many Leaves 29 de novembro de 2016 7 /36



MLST - Resultados Conhecidos

MLST € FPT (exercicio 6.15 da lista de exercicios 3).
O((17k*)!|G|) usando treewidth por Boadlaender [1].
O((2k)* poly(G)) por Downey e Fellows [6].

O(|G| + 14.23kk) por Fellows, McCartin, Rosamond e Stege usando
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reduz a complexidade do algoritmo de Bonsma para O(|V/|3 + 8.12%).
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DMLOT e DMLST - Resultados Conhecidos

o DMLOT e DMLST € FPT???
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DMLOT e DMLST - Resultados Conhecidos

o DMLOT e DMLST € FPT???

o 0(20g(k)) poly (| V|)) por Bonsma e Dorn utilizando técnicas de
pathwidth [2].
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DMLOT e DMLST - Resultados Conhecidos

o DMLOT e DMLST € FPT???

o 0(20g(k)) poly (| V|)) por Bonsma e Dorn utilizando técnicas de
pathwidth [2].

o O(4%|V||E|) por Kneis, Langer e Rossmanith [9].
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DMLOT e DMLST - Resultados Conhecidos

DMLOT e DMLST € FPT?7??

0(20og(k) poly(|V])) por Bonsma e Dorn utilizando técnicas de
pathwidth [2].

O(4¥|V||E|) por Kneis, Langer e Rossmanith [9].

O(poly(|V|) + 3.72X|V|°(1)) por Daligult, Gutin, Kim e Yeo [5].
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Definicoes

Definicao

Denotamos também por N+(v) := N(v) — V(T) os vizinhos de v que ndo
estao em T e por T, := (N[v],U,en(){(v, u)}) a estrela de centro v e
seus vizinhos.

Definicdo

Se T € uma drvore com pelo menos k folhas, chamamos T de drvore de
k-folhas.
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Definicoes

Definicao

Se N(inner(T)) C V(T), entdo dizemos que T é uma arvore
inner-maximal.
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Definicoes

Definicao

Se N(inner(T)) C V(T), entdo dizemos que T é uma arvore
inner-maximal.
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Definicoes

Definicao

Uma &rvore rotulada é um 3-tupla (T, R, B) tal que T é uma arvore, e R
e B particionam leaves(T).

(T.R,B)
r

\

]
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Definicoes

Definicao

Dizemos que uma drvore T' # T estende T, denotando por T' = T sss
root(T) = root(T') e T for um grafo induzido de T'. Uma &rvore
rotulada (T, R, B) é (folha-preservativa) estendida por T' se T' = T,

R C leaves(T') e denotamos por T' > (T, R, B). Também dizemos que
uma drvore rotulada (T',R', B") estende (T,R,B) sss T' = (T,R, B).

(TR, Ij--) < (T,‘R+{u},rzs-{v})
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Lema 1: Seja (T, R, B) uma drvore rotulada inner-maximal e seja
T' = (T,R,B), entdo B # ).
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Lema 1: Seja (T, R, B) uma drvore rotulada inner-maximal e seja
T' = (T,R,B), entdo B # ).

Se (T',R",B') estende (T,R,B):
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Lema 1: Seja (T, R, B) uma drvore rotulada inner-maximal e seja
T' = (T,R,B), entdo B # ).

Se (T',R",B') estende (T,R,B): Se B for vazio:
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Lema 2: Seja G = (V, E) um grafo conexo ndo-direcionado, entdo G
contém uma drvore de k-folhas sss G contém uma arvore de k-folhas
geradora com k folhas.
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Lema 2: Seja G = (V, E) um grafo conexo ndo-direcionado, entdo G
contém uma drvore de k-folhas sss G contém uma arvore de k-folhas
geradora com k folhas.

Se |V-V(T)|=0:
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Lema 2: Seja G = (V, E) um grafo conexo ndo-direcionado, entdo G
contém uma drvore de k-folhas sss G contém uma arvore de k-folhas
geradora com k folhas.

Se |V-V(T)|=0: Se |V-V(T)|>0,
entdo BFS:
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Lema 3: Seja G = (V, E) um grafo direcionado. Se G contém uma
out-tree de k-folhas geradora enraizada em v, entdo qualquer out-tree de
k-folhas enraizada em v pode ser expandida para uma out-tree de k-folhas
geradora de G.
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Lema

Lema 4: Seja G = (V, E) um grafo, (T, R, B) uma drvore rotulada e
x € B. Entao:

1) Se ndo hd drvore de k-folhas T', tal que,
T' = (T,RU{x}, B—{x}), entdo toda drvore de k-folhas T' que
estende (T, R, B) tem que x € inner(T").
2) Se existe drvore de k-folhas T', tal que T' = (T,R,B) e
x € inner(T'), entdo existe drvore de k-folhas
T2 (T +{(xy) 1y € Ne(x)}, R, Ng(x) U B — {x}).
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Lemas

1) Se n3o ha arvore de k-folhas T7, tal que,
T' = (T,RU{x}, B — {x}), entdo toda arvore de k-folhas T’ que
estende (T, R, B) tem que x € inner(T’).
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Lemas

1) Se n3o ha arvore de k-folhas T7, tal que,
T' = (T,RU{x}, B — {x}), entdo toda arvore de k-folhas T’ que
estende (T, R, B) tem que x € inner(T’).

(T',R',B") estende (T,R,B)
mantendo Xem B

£

T' de k-folhas x é folha
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Lemas

1) Se n3o ha arvore de k-folhas T7, tal que,
T' = (T,RU{x}, B — {x}), entdo toda arvore de k-folhas T’ que
estende (T, R, B) tem que x € inner(T’).

(T',R',B") estende (T,R,B)
_mantendo x em B (T“R+B {}) estende (T',R",B)

£

T de kfolhasxefolha T dekfolhasxemR+B
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Lemas

2) Se existe drvore de k-folhas T’, tal que T" = (T,R,B) e
x € inner(T'), entdo existe drvore de k-folhas
T" = (T +{(x,y) 1y € Nz(x)}, R, N&(x) U B — {x}).

Como N4(x) # 0, existe y € N—+=(x):
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Lemas

2) Se existe drvore de k-folhas T’, tal que T" = (T,R,B) e
x € inner(T'), entdo existe drvore de k-folhas
T" = (T +{(x,y) 1y € Nz(x)}, R, N&(x) U B — {x}).

Como N4(x) # 0, existe y € N—+=(x):

LR
(@) y ¢ V(T (b) y € V(T') mas (x,y) ¢ E(T)
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Lema 5: Seja G = (V, E) um grafo, (T, R, B) uma arvore de k-folhas e
x € B tal que Nw=(x) = {y}. Se ndo existe drvore de k-folhas que estenda
(T,RU{x}, B —{x}), entdo ndo existe arvore de k-folhas que estenda

(T +(xy), RU{y}, B —{x}).

Hugo K. K. Rosado (UNICAMP) Resumo - Finding Trees with Many Leaves 29 de novembro de 2016 19 / 36



Lema 5: Seja G = (V, E) um grafo, (T, R, B) uma arvore de k-folhas e
x € B tal que Nw=(x) = {y}. Se ndo existe drvore de k-folhas que estenda
(T,RU{x}, B —{x}), entdo ndo existe arvore de k-folhas que estenda

(T +(xy), RU{y}, B —{x}).

Hugo K. K. Rosado (UNICAMP) Resumo - Finding Trees with Many Leaves 29 de novembro de 2016 19 / 36



Lema 5: Seja G = (V, E) um grafo, (T, R, B) uma arvore de k-folhas e
x € B tal que Nw=(x) = {y}. Se ndo existe drvore de k-folhas que estenda
(T,RU{x}, B —{x}), entdo ndo existe arvore de k-folhas que estenda

(T +(xy), RU{y}, B —{x}).

:' ......................................... E T‘e Tll 550 de k_folhas
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Corolario

Corolario 1: Seja G = (V, E) um grafo, (T, R, B) uma drvore de k-folhas
e x € B. Se N5=(x) = ) e se existe uma drvore de k-folhas que estenda

(T, R, B), entdo existe drvore de k-folhas que estende
(T,RU{x}, B —{x}).
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Corolario

Corolario 1: Seja G = (V, E) um grafo, (T, R, B) uma drvore de k-folhas
e x € B. Se N5=(x) = ) e se existe uma drvore de k-folhas que estenda

(T, R, B), entdo existe drvore de k-folhas que estende
(T,RU{x}, B —{x}).

T' de k-folhas estende tanto (T,R,B)
quanto (T,R+{x},B-{x})
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Algoritmo MAXLEAF

Algorithm 1 MAXLEAr(G, T, R, B, k)

Entrada: Um grafo ¢, uma arvore inner-maximal (1. R, B), k € N
Saida: Existe arvore de k-folhas T' = (T. R, B)?

. if |R| + |B| > k then return ”SIM”
. if B =0 then return "NAO”
: Escolha um v € B

//Tentar branch em que u € folha

4: if MAXLEAF(G, T, RU {u}, B — {u}, k) retorna "SIM” then return ”SIM”
//Se w nao é folha, w deve ser interno em todas as solugdes

5 B+ B—{u}

6: N « A\VT( U)

10:
11:

12:
13:

T+ TU{(u,v) v € N}

//Crescer caminho inico: Lema

: while [N| =1 do

Seja N = {v}

N+ A\rT( l-‘)

T+ TU{(v.v):v € N}
//Nio crie branch se ndo hd mais vizinhos: Coroldrio 3.6
if N =0 then return "NAO”
return MAXLEAF(G, T, R, BUN, k)
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MAXLEAF - Corretude

Lema 6: Seja G = (V,E) um grafo e k > 2. Se G ndo contém uma
drvore de k-folhas, MAXLEAF(G, T, R, B, k) retorna "NAO"para cada
v € V. Se G contém tal drvore enraizada em r, entdo

MAXLEAF(G, T,,0, N(r), k) retorna "SIM".
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MAXLEAF - Corretude

1) Seja (T, R, B) inner maximal e u € B. Entdo todas as chamadas de
MAXLEAF tém como argumento uma arvore inner-maximal:
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MAXLEAF - Corretude

1) Seja (T, R, B) inner maximal e u € B. Entdo todas as chamadas de
MAXLEAF tém como argumento uma arvore inner-maximal:
A: (T,,0,N(r)) é inner-maximal.
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MAXLEAF - Corretude

1) Seja (T, R, B) inner maximal e u € B. Entdo todas as chamadas de
MAXLEAF tém como argumento uma arvore inner-maximal:

A: (T,,0,N(r)) é inner-maximal.

B: (T,RU{u}, B—{u}) da Linha 4 é inner-maximal.
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MAXLEAF - Corretude

1) Seja (T, R, B) inner maximal e u € B. Entdo todas as chamadas de
MAXLEAF tém como argumento uma arvore inner-maximal:

A: (T,,0,N(r)) é inner-maximal.

B: (T,RU{u}, B—{u}) da Linha 4 é inner-maximal.

C: (T,R,BUN) da Linha 13 é inner-maximal.

(T,R,B) sdo inner-maximais
r

\ JIN

or
’s \L\ u
oVv2
1v.?7 :
y vie” |
_,.¥v3
vi @&
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MAXLEAF - Corretude

2) MAXLEAF(G, T, R, B, k) sé retorna "SIM"se |R| + |B| > k, i.e.,, T é
uma arvore de k-folhas. Logo MAXLEAF nunca responde "SIM" para
isntancias-ndo. C.C., se G contém uma arvore de k-folhas enraizada em r,

provamos por indu¢do que eventualmente MAXLEAF é chamado com uma
arvore de k-folhas.
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MAXLEAF - Corretude

2) MAXLEAF(G, T, R, B, k) sé retorna "SIM"se |R| + |B| > k, i.e.,, T é
uma arvore de k-folhas. Logo MAXLEAF nunca responde "SIM" para
isntancias-ndo. C.C., se G contém uma arvore de k-folhas enraizada em r,

provamos por indu¢do que eventualmente MAXLEAF é chamado com uma
arvore de k-folhas.

e Hipétese: Provaremos que se (T, R, B) é inner-maximal tal que
existe arvore de k-folhas T’ que estende T, entdo: ou T = T’; ou
existe arvore de k-folhas (T, R, B""), uma arvore rotulada
(7’//7 R//’ B//) tal que (T///’ R///, B///) t (T//’ R//’ B//) >_ (T7 R’ B) e
MAXLEAF é chamada com (T”,R", B”).

Hugo K. K. Rosado (UNICAMP) Resumo - Finding Trees with Many Leaves 29 de novembro de 2016 24 / 36



MAXLEAF - Corretude

2) MAXLEAF(G, T, R, B, k) sé retorna "SIM"se |R| + |B| > k, i.e.,, T é
uma arvore de k-folhas. Logo MAXLEAF nunca responde "SIM" para
isntancias-ndo. C.C., se G contém uma arvore de k-folhas enraizada em r,

provamos por indu¢do que eventualmente MAXLEAF é chamado com uma
arvore de k-folhas.

e Hipétese: Provaremos que se (T, R, B) é inner-maximal tal que
existe arvore de k-folhas T’ que estende T, entdo: ou T = T’; ou
existe arvore de k-folhas (T, R, B""), uma arvore rotulada
(7-//7 R, B//) tal que (-,-///’ R, B///) - (-,-//’ R", B//) ~ (T,R,B) e
MAXLEAF é chamada com (T”,R", B”).

@ Como o grafo G é finito, MAXLEAF é eventualmente chamado com
uma arvore de k-folhas.
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MAXLEAF - Corretude

° ('I"R’B) ® (Tm‘ R BH.-’) - (T!.r_ RY. B.f.f) - (T. R. B)
8 P
@
° ® o

Figura: Ou nossa drvore T ja é de k-folhas ou estendemos T para T garantido a
existéncia de uma arvore T de k-folhas que estende T".
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MAXLEAF - Corretude

@ Seja T’ uma 4rvore de k-folhas e a r sua raiz. Ent3o é claro que
T = (T =({r},0),0,{r}). Pelo Lema 4 existe uma arvore de
k-folhas T" que estende (T,, 0, N(r)).
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MAXLEAF - Corretude

@ Seja T’ uma 4rvore de k-folhas e a r sua raiz. Ent3o é claro que
T = (T =({r},0),0,{r}). Pelo Lema 4 existe uma arvore de
k-folhas T" que estende (T,, 0, N(r)).

e Seja (T, R, B) inner-maximal tal que existe 7' = (T, R, B). Se
|leaves(T)| = |R| + |B| > k, entdo o alg. responde
"SIM"” corretamente.

e C.C. pelo Lema 1, B # (). Se tomarmos ent3o u € B, segundo o
Lema 4, temos duas possibilidades:
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MAXLEAF - Corretude

@ Seja T’ uma 4rvore de k-folhas e a r sua raiz. Ent3o é claro que
T = (T =({r},0),0,{r}). Pelo Lema 4 existe uma arvore de
k-folhas T" que estende (T,, 0, N(r)).

e Seja (T, R, B) inner-maximal tal que existe 7' = (T, R, B). Se
|leaves(T)| = |R| + |B| > k, entdo o alg. responde
"SIM"” corretamente.

e C.C. pelo Lema 1, B # (). Se tomarmos ent3o u € B, segundo o
Lema 4, temos duas possibilidades:

(1) Ou (T,RU{u}, B —{u}) é estendivel a uma arvore de k-folhas;
(2) Ou (T +{(u,y):y € N=(u)}, R, N=(u) U B —{u}) é estendivel a uma
arvore de k-folhas.
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MAXLEAF - Corretude

@ Seja T’ uma 4rvore de k-folhas e a r sua raiz. Ent3o é claro que
T = (T =({r},0),0,{r}). Pelo Lema 4 existe uma arvore de
k-folhas T" que estende (T,, 0, N(r)).

@ Seja (T, R, B) inner-maximal tal que existe T" = (T,R, B). Se
|leaves(T)| = |R| + |B| > k, entdo o alg. responde
"SIM"” corretamente.

e C.C. pelo Lema 1, B # (). Se tomarmos ent3o u € B, segundo o
Lema 4, temos duas possibilidades:
(1) Ou (T,RU{u}, B —{u}) é estendivel a uma arvore de k-folhas;
(2) Ou (T +{(u,y):y € N=(u)}, R, N=(u) U B —{u}) é estendivel a uma

arvore de k-folhas.

Como MAXLEAF é chamado quando ambos os casos (1) e (2)
satisfazem a hipétese (Lemas 4 e 5 e Corolério 1), concluimos que o
algoritmo funciona. O
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Algoritmo MAXLEAF

Algorithm 1 MAXLEAr(G, T, R, B, k)

Entrada: Um grafo ¢, uma arvore inner-maximal (1. R, B), k € N
Saida: Existe arvore de k-folhas T' = (T. R, B)?

. if |R| + |B| > k then return ”SIM”
. if B =0 then return "NAO”
: Escolha um v € B

//Tentar branch em que u € folha

4: if MAXLEAF(G, T, RU {u}, B — {u}, k) retorna "SIM” then return ”SIM”
//Se w nao é folha, w deve ser interno em todas as solugdes

5 B+ B—{u}

6: N « A\VT( U)

10:
11:

12:
13:

T+ TU{(u,v) v € N}

//Crescer caminho inico: Lema

: while [N| =1 do

Seja N = {v}

N+ A\rT( l-‘)

T+ TU{(v.v):v € N}
//Nio crie branch se ndo hd mais vizinhos: Coroldrio 3.6
if N =0 then return "NAO”
return MAXLEAF(G, T, R, BUN, k)
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MAXLEAF - Bound

Lema 7: Seja G = (V,E) um grafo e v € V. O nimero de chamadas
recursivas do algoritmo MAXLEAF com a entrada (G, T,,0, N(v), k) € da
ordem de O(22k=IN(V)Iy,
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MAXLEAF - Bound

Lema 7: Seja G = (V,E) um grafo e v € V. O nimero de chamadas
recursivas do algoritmo MAXLEAF com a entrada (G, T,,0, N(v), k) € da
ordem de O(22k=IN(V)Iy,

Defina fungdo potencial ¢(k, R, B) := 2k — 2|R| — |B|.
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MAXLEAF - Bound

Lema 7: Seja G = (V,E) um grafo e v € V. O nimero de chamadas
recursivas do algoritmo MAXLEAF com a entrada (G, T,,0, N(v), k) € da
ordem de O(22k=IN(V)Iy,

Defina fungdo potencial ¢(k, R, B) := 2k — 2|R| — |B|.

@ A chamada da Linha 4 reduz potencial em
¢(ka R, B) - QS(k, RU {U}, B — {U}) =1
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MAXLEAF - Bound

Lema 7: Seja G = (V,E) um grafo e v € V. O nimero de chamadas
recursivas do algoritmo MAXLEAF com a entrada (G, T,,0, N(v), k) € da
ordem de O(22k=IN(V)Iy,

Defina fungdo potencial ¢(k, R, B) := 2k — 2|R| — |B|.
@ A chamada da Linha 4 reduz potencial em
é(k,R,B) — ¢(k, RU{u}, B —{u}) =1.
@ A chamada da linha 13 (se caso alcangada temos |N| > 2) reduz o
potencial em pelo menos ¢(k, R, B) — ¢(k, R, NUB — {u}) > 1.
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MAXLEAF - Bound

e Como ¢(k,R, B) <0 implica que |R| + |B| > k e o potencial diminui
em pelo menos 1 a em cada chamada,
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MAXLEAF - Bound

e Como ¢(k,R, B) <0 implica que |R| + |B| > k e o potencial diminui
em pelo menos 1 a em cada chamada, a altura da arvore de busca é
de no maximo ¢(k, R, B) < 2k.
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MAXLEAF - Bound

e Como ¢(k,R, B) <0 implica que |R| + |B| > k e o potencial diminui
em pelo menos 1 a em cada chamada, a altura da arvore de busca é
de no maximo ¢(k, R, B) < 2k.

e Ent3o para uma &arvore inner-maximal (T, R, B), o niimero de
chamadas recursivas é na ordem de O(2¢(<R.B)).
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MAXLEAF - Bound

e Como ¢(k,R, B) <0 implica que |R| + |B| > k e o potencial diminui
em pelo menos 1 a em cada chamada, a altura da arvore de busca é
de no maximo ¢(k, R, B) < 2k.

e Ent3o para uma &arvore inner-maximal (T, R, B), o niimero de
chamadas recursivas é na ordem de O(2¢(<R.B)).

@ Como na primeira chamada do MAXLEAF R =0 e B = N(v),
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MAXLEAF - Bound

e Como ¢(k,R, B) <0 implica que |R| + |B| > k e o potencial diminui
em pelo menos 1 a em cada chamada, a altura da arvore de busca é
de no maximo ¢(k, R, B) < 2k.

e Ent3o para uma &arvore inner-maximal (T, R, B), o niimero de
chamadas recursivas é na ordem de O(2¢(<R.B)).

e Como na primeira chamada do MAXLEAF R =0 e B = N(v), a
complexidade do algoritmo é de

O(2¢>(k,@,N(v))) _ 0(22k7\N(v)|) C O(4k) (1)

O
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Algoritmo MAXLEAF

Algorithm 1 MAXLEAr(G, T, R, B, k)

Entrada: Um grafo ¢, uma arvore inner-maximal (1. R, B), k € N
Saida: Existe arvore de k-folhas T' = (T. R, B)?

. if |R| + |B| > k then return ”SIM”
. if B =0 then return "NAO”
: Escolha um v € B

//Tentar branch em que u € folha

4: if MAXLEAF(G, T, RU {u}, B — {u}, k) retorna "SIM” then return ”SIM”
//Se w nao é folha, w deve ser interno em todas as solugdes

5 B+ B—{u}

6: N « A\VT( U)

10:
11:

12:
13:

T+ TU{(u,v) v € N}

//Crescer caminho inico: Lema

: while [N| =1 do

Seja N = {v}

N+ A\rT( l-‘)

T+ TU{(v.v):v € N}
//Nio crie branch se ndo hd mais vizinhos: Coroldrio 3.6
if N =0 then return "NAO”
return MAXLEAF(G, T, R, BUN, k)
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Teorema
MLST pode ser resolvido em O(poly(n) + 4%k?).
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MAXLEAF - MLST

Teorema
MLST pode ser resolvido em O(poly(n) + 4%k?).

@ Usamos o kernel O(poly(n)) de Estivill-Castro, logo O(n) = O(k).
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MAXLEAF - MLST

Teorema
MLST pode ser resolvido em O(poly(n) + 4%k?).

@ Usamos o kernel O(poly(n)) de Estivill-Castro, logo O(n) = O(k).
@ Se existe uma drvore T’ de k-folhas, entdo v ou u € N(v) pode ser
raiz dela.
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MAXLEAF - MLST

Teorema
MLST pode ser resolvido em O(poly(n) + 4%k?).

@ Usamos o kernel O(poly(n)) de Estivill-Castro, logo O(n) = O(k).
@ Se existe uma drvore T’ de k-folhas, entdo v ou u € N(v) pode ser
raiz dela.

(a) N[v] é folha de T.
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MAXLEAF - MLST

Teorema
MLST pode ser resolvido em O(poly(n) + 4%k?).

@ Usamos o kernel O(poly(n)) de Estivill-Castro, logo O(n) = O(k).
@ Se existe uma drvore T’ de k-folhas, entdo v ou u € N(v) pode ser
raiz dela.

(a) N[v] éfolhade T. (1) y pode se se tornar raiz.
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MAXLEAF - MLST

@ Executando MAXLEAF com cada u € N[v] como raiz, se
grau(v) = d for minimo, segundo o Lema 7, o nidmero de chamadas
recursivas é de:

. B d+1
Y 0@AkINW)) C O((d + 1)2%) = 0 <4k 5d ) C 0(4")
ueN[v]
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MAXLEAF - MLST

@ Executando MAXLEAF com cada u € N[v] como raiz, se
grau(v) = d for minimo, segundo o Lema 7, o nidmero de chamadas
recursivas é de:

. B d+1
Y 0@AkINW)) C O((d + 1)2%) = 0 <4k 5d ) C 0(4")
ueN[v]

o Gasta se O(k?) por chamada do MAXLEAF.
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MAXLEAF - MLST

@ Executando MAXLEAF com cada u € N[v] como raiz, se
grau(v) = d for minimo, segundo o Lema 7, o nidmero de chamadas
recursivas é de:

. B d+1
Y 0@AkINW)) C O((d + 1)2%) = 0 <4k 5d ) C 0(4")
ueN[v]

o Gasta se O(k?) por chamada do MAXLEAF.
e Encontrado uma arvore, executar o BFS gasta mais O(k?).
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MAXLEAF - MLST

@ Executando MAXLEAF com cada u € N[v] como raiz, se
grau(v) = d for minimo, segundo o Lema 7, o nidmero de chamadas
recursivas é de:

. B d+1
Y 0@AkINW)) C O((d + 1)2%) = 0 <4k 5d ) C 0(4")
ueN[v]

o Gasta se O(k?) por chamada do MAXLEAF.
e Encontrado uma arvore, executar o BFS gasta mais O(k?).

@ O tempo total é de
O(poly(n) + 4%k? + k?) = O(poly(n) + 45 k?). O
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Algoritmo MAXLEAF

Algorithm 1 MAXLEAr(G, T, R, B, k)

Entrada: Um grafo ¢, uma arvore inner-maximal (1. R, B), k € N
Saida: Existe arvore de k-folhas T' = (T. R, B)?

. if |R| + |B| > k then return ”SIM”
. if B =0 then return "NAO”
: Escolha um v € B

//Tentar branch em que u € folha

4: if MAXLEAF(G, T, RU {u}, B — {u}, k) retorna "SIM” then return ”SIM”
//Se w nao é folha, w deve ser interno em todas as solugdes

5 B+ B—{u}

6: N « A\VT( U)

10:
11:

12:
13:

T+ TU{(u,v) v € N}

//Crescer caminho inico: Lema

: while [N| =1 do

Seja N = {v}

N+ A\rT( l-‘)

T+ TU{(v.v):v € N}
//Nio crie branch se ndo hd mais vizinhos: Coroldrio 3.6
if N =0 then return "NAO”
return MAXLEAF(G, T, R, BUN, k)
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MAXLEAF - DMLOT e DMLST

Teorema
DMLOT e DMLST podem ser resolvidos em O(4nm).
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Teorema

DMLOT e DMLST podem ser resolvidos em O(4nm).

@ Executamos MAXLEAF com raiz v para cada possivel v € V.
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MAXLEAF - DMLOT e DMLST

Teorema
DMLOT e DMLST podem ser resolvidos em O(4nm).

@ Executamos MAXLEAF com raiz v para cada possivel v € V.
@ Segundo o Lema 7, o nimero de chamadas recursivas é limitado por:

> 020Ny € O(n2?*) = O(4*n)

veV
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MAXLEAF - DMLOT e DMLST

Teorema
DMLOT e DMLST podem ser resolvidos em O(4nm).

@ Executamos MAXLEAF com raiz v para cada possivel v € V.
@ Segundo o Lema 7, o nimero de chamadas recursivas é limitado por:

> 020Ny € O(n2?*) = O(4*n)

veV

@ Note que a cada execucdo visitamos cada uma das m arestas no
méximo uma vez. Logo a complexidade é de O(4¥nm) para o
DMLOT.
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MAXLEAF - DMLOT e DMLST

Teorema
DMLOT e DMLST podem ser resolvidos em O(4nm).

@ Executamos MAXLEAF com raiz v para cada possivel v € V.
@ Segundo o Lema 7, o nimero de chamadas recursivas é limitado por:

> 020Ny € O(n2?*) = O(4*n)

veV

@ Note que a cada execucdo visitamos cada uma das m arestas no
méximo uma vez. Logo a complexidade é de O(4¥nm) para o
DMLOT.

@ Segundo o Lema 3, se existir drvore geradora T’ de k-folhas, pelo
menos uma das até n drvores de k-folhas encontradas pode ser
estendida para T’. Ent3o usando BFS o tempo total é de
O(4*nm + n(n+ m)) C O(4*nm + nm) = O(4%nm). O
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Recapitulacdo e Conclusao

@ Vimos que o problema de "Encontrar Arvores de Muitas Folhas"é um
problema famoso e proeminente na drea de algoritmos parametrizados

Hugo K. K. Rosado (UNICAMP) Resumo - Finding Trees with Many Leaves 29 de novembro de 2016 35/ 36



Recapitulacdo e Conclusao

@ Vimos que o problema de "Encontrar Arvores de Muitas Folhas"é um
problema famoso e proeminente na drea de algoritmos parametrizados

e O algoritmo desenvolvido por Kneis, Langer e Rossmanith [9] é
recursivo, utiliza o método de limitar a arvore de busca e sua andlise é

simples.
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Recapitulacdo e Conclusao

@ Vimos que o problema de "Encontrar Arvores de Muitas Folhas"é um
problema famoso e proeminente na drea de algoritmos parametrizados

e O algoritmo desenvolvido por Kneis, Langer e Rossmanith [9] é
recursivo, utiliza o método de limitar a arvore de busca e sua andlise é
simples.

e O algoritmo recebe uma &rvore (T, R, B) inner-maximal, seleciona
uma folha u € B e faz um branching em testando se u deve ser fixado
em R ou se u deve se tornar vértice interno.
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Recapitulacdo e Conclusao

@ Vimos que o problema de "Encontrar Arvores de Muitas Folhas"é um
problema famoso e proeminente na drea de algoritmos parametrizados

e O algoritmo desenvolvido por Kneis, Langer e Rossmanith [9] é
recursivo, utiliza o método de limitar a arvore de busca e sua andlise é
simples.

e O algoritmo recebe uma &rvore (T, R, B) inner-maximal, seleciona
uma folha u € B e faz um branching em testando se u deve ser fixado
em R ou se u deve se tornar vértice interno.

@ Uma modificacdo desse algoritmo consegue um tempo de
0(3.72¥n%M) tanto para o MLST quanto para o DMLOT e para o
DMLST (a anélise é mais complexa).
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Fim. Ddvidas?
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