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Decomposicao em Arvore



Grafos e arvores

Pergunta: Quao parecido um grafo G é de uma arvore?

Possibilidades:

+ Quantas circulos eu preciso quebrar para torna-lo
aciclico?

+ Quantos vértices eu preciso remover?

Alternativa: como decompor o grafo em nos de uma arvore?



Ferramenta Algoritmica

Motivacao: varios problemas sao mais faceis em arvores
ldeia:

+ Tentamos obter uma decomposicao “pequena” do grafo

(a) Se conseguirmos, entdao usamos um algoritmo parecido
com o de arvore

(b) Se ndo conseguirmos, entdao descobrimos uma estrutura
forte sobre o grafo

e.g.: instancias sim de Cobertura por vértices e Conjuntos de
retroalimentacao tém descomposicoes pequenas



Conjunto independente maximo

Problema do Cobertura Independente Maximo com pesos
Dado um grafo G e uma funcao com pesos nas arestas

w : V(G) — R4, queremos encontrar um conjunto
independente I C V(G) que maximize

> w(v).



Programacao Dinamica

Ideia: o problema é muito facil em arvore T
Programacao Dinamica:
- Enraize T em um vértice r € V(G) qualquer

+ Seja T, a subarvore com raiz v

 Consideramos recursivamente cada subproblema para T,
de maneira bottom-up

Tabela: seja v um vertice com N(v) = {v1,...,vg}:

* B = X7, Alvil
* Alv] = max{B[v], w(v) + 3_I_, B[vi]}



Engrossando a arvore

Vamos considerar o problema restrito a subgrafos de uma
grade R x N:

Defina:

+ X; os vertices que estao na colunaj
° j:G[X1,X2,...,X']



Programacao Dinamica na Grade

- Para cada j, enumeramos um conjunto que Y C X; que
nao esta na solugao

+ Consideramos o subproblema em G;



Calculando caso base

Caso: c[1,Y]

+ Basta enumerar a solugao S C X7\ Y



Calculando caso geral

Caso: c[j, Y], comj > 2

+ Enumeramos a parte da solugao S C X; \ Y na colunaj

* Isso induz um subproblema em G;j_,



Entendendo: separadores

Fato crucial
* X;_q separa X; do grafo G;_,
Generalizando

- grades de altura k sao apenas caminhas mais “gordos”
+ bastar obter uma sequéncia de separadores
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Decomposi¢cao em caminho

Definicao (Decomposicao em Caminho)

Uma decomposicao em caminho de um grafo € uma
sequéncia P = (X1, Xz, ..., X;) de bags (sacos), onde
X; CV(G) paracadai € {1,2,...,r}, tal que vale:

(P1) Ui Xi = V(G);

(P2) Para cada uv € E(G), existe £ € {1,2,...,r} tal que X;
contému ev;

(P3) Para cada u € V(G), se u € X; N X, com i <k, entdo u € X;
para cadajemi<j<k.

Largura de caminho: a largura de caminho é o tamanho da
maior bag menos 1.
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Algumas definicoes

+ Separacao: dizemos que (A, B) € uma separagao se
AUB =V(G) e nao ha arestasentre A\ Be B\ A

- Separador: o separador de uma separacao € AN B, com
ordem |AN B

+ Borda: a borda §(A) de um conjunto A € o conjunto de
vértices de A com vizinhos em N(A)
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Decomposicao em caminho e separadores

Lema
Seja (X1,...,Xr) uma decomposicao em caminhos de um
grafo G. Entdo para cada j € {1,...,r— 1}, vale

1) <u1X,> - Xj N Xj+1.

Equivalentemente, (U’,::1 X, Uir=j+1 X;)) € uma separagdo de G.
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Decomposicao em caminho padrao

Decomposicao boa
Dizemos que uma decomposicao em caminhos
(X1,X2,...,Xr) € boa se:

° X‘] = Xr = @ e

- paracadaie{1,2,...,r— 1}

1. ou existe um vértice v € X; tal que X4 = X; U {v},
2. ou existe um vertice w € X; tal que Xiq = X; \ {w}

+ No caso 1, dizemos que introduzimos o vértice v

- No caso 2, dizemos que esquecemos 0 vértice w
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Decomposicao em arvore

Defini¢ao (Decomposi¢do em Arvore)

Uma decomposicao em arvore de um grafo G € um par

T = (T,{Xt}+ € V(T)) onde T € uma arvore em que cada no t
é atribuido a um conjunto de vértices X; C V(G), chamado de
bag, tal que vale:

(T1) Ui X = V(G);

(T2) Para cada uv € E(G), existe £ € {1,2,...,r} tal que X;
contémuevy;

(T3) Para cada u € V(G), o conjunto T, = {t € V(T) : u € X¢}
induz uma subarvore conexa de T.

Largura de arvore: a largura de arvore (ou largura arborea) é

o tamanho da maior bag menos 1.
15



Decomposicao em arvore e separadores

Lema

Seja T = (T,{Xt}+ € V(T)) uma decomposi¢do em arvore de
um grafo G e seja ab uma aresta de T. A floresta T — ab
obtida de T deletando-se a aresta ab consiste de duas
componentes conexas T, (com a) e Ty (com b).

Seja A = Uiy, )Xt € B = Uey(r,)Xt. Entdo

5(A), 5(B) C Xa N Xp.

Equivalentemente, (A, B) é uma separagdo de G.

16



Decomposicao em arvore padrao

Decomposicao boa
Dizemos que uma decomposi¢cao em arvore associada com

um r é boa se:
* Xr =0 e X, =0 paratoda folha t
+ cada nod interno de T & de um dos tipos:
1. Introducao: um no t com exatamente um filho t/, tal que
Xt = Xp U {v} para algum v € X;;
2. Esquecimento: um no t com exatamente um filho t/, tal
que X; = X¢ \ {w} para algum w € X;q;
3. Jungao: um no t com exatamente dois filhos t; e 5, tais que
Xe = Xe, = X,

Dada uma decomposicao em arvore com largura k:
- encontramos uma decomposi¢ao boa com O(R|V(G)|) nos;

- o tempo de execucdo é O(R? - max{|V(T)|, |V(G)|}).



Programacao Dinamica com largura
de arvore definidas



Programacao dinamica: comparando

Estender a programacao dinamica da arvore:

+ Na arvore: uma aresta (u, v) divide o grafo em dois:
+ seja T, a subarvore enraizada em v
+ nao existe aresta de V(T,) a antecessor de v, ou
— abordadeV;év
+ uma decisao na subarvore T, s6 depende de v
+ enumeramos o destino de v
+ criamos um subproblema
+ Na decomposicao: uma no t divide o grafo em dois:
+ seja T; a subarvore enraizada em t (na decomposigao)
- seja V; todos os vertices das bags de V[T;]: Vi = Urer,Xr
+ nao existe aresta de V(T,) a Xs \ X;, para antecessor s de v
— abordade V; C X;

+ uma decisao na subarvore T, s6 depende de v
+ enumeramos o destino de v
+ criamos um subproblema 18



Programacao dinamica: subproblema

Precismos listar e enumerar:

- cada no t da arvore
+ 0 destino de cada veértices v de X;
+ v esta em uma solugao de maior custo
+ v nao esta em nenhuma solucao de maior custo
Subproblema

Consideramos o seguinte subproblema definido por:

c[t,S] = maximo peso de um conjunto independente S tal que
SCSCV,;, eSéindependente.

- se nao ha solugao, marcamos c[t,S] = —c©
- 0 problema original é c[r, 0]



Preenchendo a tabela

Algoritmo

1. Obter uma decomposicao boa 7

2. Preencher tabela de maneira bottom-up, dependendo do
tipo do no: folha, esquecimento, introducao

Folha t:

« Definimos c[t,§] = 0.
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Preenchendo a tabela: n6 de introducao

N6 de introducao t:

+ Seja t’ o Gnico filho de t
« Temos X; = Xy U {v} para algum v € X;

+ Seja S C X
(a) Se Sndo é independente, c[t,S] = —oco
(b) Senao,
! S
t.9] - c[t', 5] sev¢s,
clt',S\ {v}l+w(v)// seves.

Afirmacao: o passo esta bem definido
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Preenchendo a tabela: no de esquecimento

NO de esquecimento t:

+ Seja t’ o Gnico filho de t
« Temos X; = X¢ \ {w} para algum w € Xy
+ Seja S C X

(a) Se Sndo é independente, c[t,S] = —oco
(b) Senao,

c[t. 5] = max { ([t S], c[t',SU {w}] } .

Afirmacao: o passo esta bem definido
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Tempo de execu¢ao

Teorema

Seja G um grafo com n vértices e pesos nos vertices. Dados G
e uma decomposi¢do em arvore de G com largura no
maximo R, entdo o Problema do Conjunto Independente de
Peso Maximo pode ser resolvido em tempo 2k - RO' . n, i.e., em
tempo linear para k fixo.
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Decomposicao boa estendida

Mais um tipo de no:

« Introducao de aresta: um no t, rotulado com uma aresta
E(G) tal que:
©U,vVEX
+ tem exatamente um filho t’ tal X; = Xy.

Decomposicao boa estendida

Uma decomposicao em arvore boa que além dos tipos
tradicionais, pode ter nos de introducao de aresta e:

- para cada uv € E(G), existe um Unico no que introduz uv

Uma subarvore T; da decomposicao induz um subgrafo:
Gt = (Vt,E; = {e : e & introduzida em um no de T;})

24



Problema de Steiner

Arvore de Steiner minima: Dados grafo G, conjunto de
terminais K C V(G) , queremos encontrar uma arvore de
Steiner H cujo namero |E(H)| seja minimo.

25



Quebrando o problema

Simplificando: evitando subproblemas vazios:

- escolha terminal u* € K e adicione a cada bag

- largura da decomposicao aumenta somente em uma unidade
Dividindo: Como um separador X; divide uma arvore de Steiner H?

+ somente um subconjunto X C X; esta em H
- G[X] contém componentes conexas (que particionam X)

< KN Vt g H[Vt]

26



Subproblema

Subproblema

Sejatumno, X C X; e P = {Py,P,,...,Pq} uma particao de X.
Entdo c[t, X, P] € o menor nimero de arestas de uma floresta

F que:
1. a floresta F contém exatamente componentes Cy, ..., Cq cOM
V(Cs) N Xt = Ps, paracadas € {1,...,9};
2. X NV(F) = X;

3. KNV, C V(F).

- se nao ha solugao, marcamos c[t,S, P] = +oo

- o problema original & c[r, {u*}, {{u*}}]

27



Preenchendo a tabela: folha

Folha t:

« Temos X; = {u*}
(@) SeX=0,entdo P =0 e c[t,X,P] = +oo
(b) SeS={u*},entao P = {{u*}} ec[t,X,P] =0

28



Preenchendo a tabela: n6 de introducao de aresta

NoO t introduz vértice uv:

(@) Seu ¢ Xouv¢X daic[t,X,P] =+
(b) Se u,v e Xendo existe P € P com u,v € P, dai c[t, X, P] = +c0
(c) Sendo, existe P com u,v € P:
+ uv nao faz parte da solugao:
= existe uma solugao com a mesma particao em Xy

- uv faz parte de uma solugao:
= U e v estavam em componentes distintas em Xy

Definimos:
c[t.X, P] = min{c[t’,X,P], min c[t’,X,P’]},

onde P’ contém as mesmas partes P, exceto que P foi dividido
emP,,P,comueP,eveP,

29



Preenchendo a tabela: n6 de esquecimento e juncao

NO t esquece w:
c[t, X, P] = min { c[t', X, P], rr;)i/n [t , Xu{w}, P’] } :

onde P’ contém as mesmas partes P, exceto que foi
adicionado w a alguma parte P

NO t junta t; e t,:
clt, X, P] = min c[ty, X, P1] + c[t2, X, P2],
P1, P2

onde P; e P, sao todas as particdes que, quando juntadas,
nao induzem componentes ciclicas

30



Tempo de execu¢ao

Teorema
Dado um grafo G, terminais K C V(G) e uma decomposi¢ao
em arvore de G com largura R, entdo podemos encontrar

uma Arvore de Steiner Minima que conecta K com tempo de
execucdo ROK) . n,
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Diversos problemas

Diversos problemas admitem FPT quando a largura de arvore
é pequena.

Os algoritmos de programacao dinamica podem ser usados
para obter:

- Algoritmos exponenciais simples:

+ Cobertura por vértice, conjunto independente maximo,
Conjunto dominante, Corte maximo, Transversal de Ciclo
impar, g-Coloracao.

- Algoritmos super-exponenciais (com dependéncia
linear):

- Arvore de Steiner, Conjunto de retroalimentacdo de
vertices, Caminho Hamiltoniano, NiOmero cromatico,
Empacotamento de ciclos, Cobertura por Vértices conexa,
Conjunto dominante conexo, conjunto de
retroalimentacao conexo. 32



Teorema de Courcelle




Formulas MSO,

Exemplo de formula MSO, (Monadic Second Order):

conn(X) =Vycy[(Juevt € Y A yexv ¢ Y)
= (Jeer Juex vex inc(u,e) Ainc(v,e) AU e YAV &Y))

Em portugués: Para todo subconjunto e vértices Y, se X
contém tantto um vértice de Y como um vértice fora de Y,
enao exite uma aresta e cujos extremos u,v ambos pertencem
a X, mas um deles esta em Y e o outro esta fora de Y.

33



Um “programa”

Formula:

+ uma sequéncia de simbolos, variaveis e predicados.

+ pode ser interpretada como um “programa” para verificar
uma propriedade: o subgrafo induzido por X & conexo?

34



Partes: variaveis

Variaveis: podem representar

« vertices e arestas de um grafo
- conjuntos de vértices ou de arestas (variaveis monadicas)

parametros: os parametros ou variaveis livres sao as
variaveis que sao externas a formula, e.g.: X

predicados: os predicados sao afirmacoes sobre
determinado nimero de variaveis, e.g.: inc

observagao: se ndao permitirmos conjuntos de arestas, obteremos uma
formula MSO,

35



Partes: simbolos

Operadores logicos:

- operadores tradicionais: A,V, -, =
* representam testes e condigoes

Quantificadores:

« universal:
- simbolo V
+ testa uma condicao sobre uma variavel em todas
avaliagoes do dominio, i.e.: falso se em alguma for falsa
« existencial:
+ simbolo 3
+ testa uma condicao sobre uma variavel em alguma
avaliagoes do dominio, i.e.: verdadeiro se em alguma for
verdadeira

36



Definicao formal

Distinguimos:

- sintaxe: regras para uma expressao estar bem formada

- semantica: significado dado a uma formula e elementos
- depende do contexto

- assinatura: conjunto ¥ de variaveis livres

« X € ¥ contém um tipo associado (“parametro formal”)

+ X6 & 0 elemento correspondente em G (“parametro real”)
- estrutura: par (G, ~°) que representa um contexto

+ Y6 contém todas avaliacbes de ©
- se ¢ é verdadeira com X%, escrevemos

6,2° E¢

i.e,, (G, X% modela ¢. 37



Formula atomica

Uma formula MSO, é definida recursivamente.
Base: Uma formula atomica é:

« U € X, para cada u,X € ¥, que representam vértice
(aresta) e conjunto de vértices (arestas)

+ inc(u, e), para cada u, e € ¥, que representam veértice e
aresta

« X=y,paracadax,yex

38



Compondo formulas

Uma formula MSO, é definida recursivamente.
Operacoes: dadas formulas ¢q, ¢;, também sao formulas:
© Py, 1A P2, P11V 2
* P = ¢

Quantificacao: dada formula ¢» com assinatura ¥’ comv € ¥/,
entao também é formula com assinatura X =¥\ {v}:

* Py =Vvev ¥
* 93 =dyev ¢

39



Alguns atalhos

Podemos escreve notacao equivalente quando for
conveniente, e.g.:

« Jdyex ¥ € 0 mesmo que Jyey (VEX) A
+ adj(u,v) & (U # V) A (Zecr inc(u, e) A inc(v, e))
c XCYéVev[(veX)= (veY)

40



G é 3-colorivel:

4



Teorema de Courcelle

Teorema

Seja ¢ uma formula MSO, com assinatura ¥ e G um grafo
com uma avaliacdo ¥°. Suponha que seja dada uma
decomposicdao em arvore de G com largura t. Entdo existe
um algoritmo que verifica se ¢ é satisfeita para G em tempo
f(|#l],t) - n, para alguma fungdo f computavel.

42



Teorema de Courcelle em problemas de otimizagao

O teorema anterior nao fornece um FPT para o problema de
Cobertura por Vértices no parametro t diretamente!

* Seja a(X1, X2, ..., Xp) = Ao + A1X1 + ... + ApXp

- Considere ¢ que contenha variaveis livres sobre conjuntos
(monadicas) Xy, ..., X, de vértices ou arestas.

+ Considere o problema: minimizar a(|Xil, ...., |Xp|) tal que ¢ vale
para G

Teorema

Existe um algoritmo que resolve o problema acima em tempo
f(l¢ll,t) - n, para alguma funcao f computavel.
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Caracterizacoes Alternativas




Buscas em grafos

Graph searching

+ Um detetive (buscador) segue um programa, que é sequéncia
de dois movimentos:

+ posicionar: um detetive livre posiciona-se em um
determinado veértice
+ remover: um detetive posicionado se retira e fica livre

+ O fugitivo esta em um veértice e se move:

« por arestas em velocidade ilimitada
+ nao pode se chocar com um detetive posicionado

Detetives ganha: o fugitivo é encontrado

Fugitivo ganha: consegue fugir indefinidamente

b
NUmero de busca: menor nimero de detetives necessarios



Se o grafo nao tem vértices isolado, podemos imaginar que
todos todas as arestas pelas quais o fugitivo pode andar
estao contaminadas com gas que flui pelas arestas;

« uma aresta é descontaminada se dois vértices forem
ocupados pelos buscadores

+ uma aresta pode ser recontaminada se houver um
caminho livre de uma aresta contaminada

Teorema

Para todo grafo G, se k buscadores podem limpar G, entao k
buscadores podem limpar G de tal maneira que nenhuma
aresta volte a se recontaminatr.
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Grafo de intervalos

Definicao (Grafo de intervalos)
Um grafo G é de intervalo se:

- para cada v €V, existe intervalo real I, = [ly, ]
- para cada u,v e V,u # v,temo que uv € Esss I, N1y # 0.

- os intervalos associados sao a representacao de G

- arepresentagao é canonicase {l,:ve V}=1{1,2,...n}

46



Largura de intervalos

Lembrando: G’ é supergrafo de G, ou G C G/, se:

+ V(G) C V(G'), e
- E(G) C E(G').

Definicao
A largura de intervalo de um grafo G é definida como:

largura-intervalo(G) = min{w(G') : G C G’ A G’ é de intervalo}

isso &, menor valor nimero de clique de um supergrafo G’ de G
que é de intervalo.

47



Equivaléncias de largura de caminho

Teorema
Para todo grafo G e k > 0, sao equivalentes:

(i) O numero de busca de G é no maximo R + 1;
(ii) A largura de intervalo de G é no maximo R + 1;
(iii) A largura de caminho de G é no maximo R.

48



Grafos cordais

Um grafo G é cordal se nao contém um ciclo induzido de
tamanho maior que 3.

= todo ciclo com tamanho 4 ou mais tem uma corda.

Definicao
A largura cordal de um grafo G é definida como:

largura-cordal(G) = min{w(G’) : G C G’ A G’ é cordal}

isso &, menor valor nimero de clique de um supergrafo G’ de G
que é cordal.

49



Outra busca em grafos

Graph searching 2
Considere a seguinte busca:

+ Um conjunto de policiais em um conjuntos de vértices
- Existe um ladrao cuja posicao € conhecida em um vértice
+ Em um movimento, acontece o seguinte:

« um subconjunto de policiais pode tomar um helicoptero e
declara seus destinos

+ enquanto isso o ladrao pode mover-se sem passar por
policiais, conhecendo a localizacao de todos policiais

+ 0s policiais posicionam-se nos destinos declarados

Nimero de busca: menor niimero de policiais necessarios para

capturar ladrao.
50



Dizemos que conjuntos A, B C V(G) tocam se:

«ANB#0,ou

- existeuecAeveBeuveE®).

Definicdo (Bramble)

Uma bramble (espinheiro) B € uma familia de conjuntos de
vertices tais que:

+ conjuntos tocam-se dois a dois;

+ cada conjunto induz uma componente conexa.

C C V(G) cobre uma B se cada conjunto intersepta C
« aordem de B é o menor nimero de vértices que cobrem B

51



Equivaléncias de largura de arvore

Teorema
Para todo kR > 0 e grafo G:

« a largura de arvore de G é pelo menos R sss

+ G contém uma bramble de ordem pelo menos kR + 1.

Teorema
Para todo grafo G e k > 0, sao equivalentes:

(i) A largura de arvore de G é no maximo k.

)
(ii) A largura cordal de G é no maximo R + 1.
(iii) R+ 1 policiais podem capturar um ladrdo visivel em G.
)

(iv) Ndo existe bramble com ordem maior que R +1em G.

52



Obtendo uma decomposicao em
arvore




Relembrando:

- Separacao: (A, B) € uma separacao de AU B = V(G) se nao ha
arestas entre A\ Be B\ A
- Separador:
+ dizemos que C C V(G) separa X e Y se todo caminho X—Y
passa por vértice de C
- se Csepara X e Y, entao podemos encontrar uma
separacao (A, B) que separa X e Y com C como separador

Teorema (Teorema de Menger)

- Seja p(X,Y) o tamanho do menor separador de X e Y

- Entdo u(X,Y) e igual ao maior nimero de caminhos disjuntos
nos vertices entre X e Y.
53



Obtendo uma decomposicao

Existe um algoritmo FPT para obter uma decomposicao em
arvore:

Teorema (Boadlander)

Existe algoritmo que, dado um grafo G com n vértices e um
inteiro k, executa em tempo RO . n e:

* ou constroi uma decomposi¢do em arvore de largura k;

* ou conclui que a largura de arvore de G é maior que R.

Observacoes:

+ 0 algoritmo é linear em n;
- mas nao é de exponencial simples em k;
- o fator com k pode ser dominante

Alternativa: obter decomposigoes “quase” o6timas 54



Obtendo uma decomposicao aproximada

Como obter uma decomposicao “pequena” de G?

Ideia:

1. Suponhaque HC Gétalqued(H)CS
2. Quebramos H em Hq, H, com algum separador $DOS
3. Obtemos:

« V(H) N S separa H; do resto do grafo G

« V(H) N S separa H, do resto do grafo G
4. Gostariamos:

« |V(H1) N §| e |V(H;) N §| sejam “pequenos”

+ i.e., com tamanho menor que ck para c constante
5. Novos objetivos:

« dividir S entre H, e H,

- encontrar § ndo muito grande
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Separadores balanceados

« sejaw: V(G) — Ry ew(X) =, xw(u) para X C V(G)
« X C V(G) € um a-separador balanceado em G se:

+ G — X contém componentes conexas D, ..., Dp
- para cada i, w(D) < a - w(V(G)).

Lema
Seja G com largura de arvore ke w : V(G) — R . Entdo existe um

1-separador balanceado X com |X| < R +1.
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Separacoes balanceadas

Uma separagao (A, B) € um a-balanceada se:

* WA\ B) <a-w(V(G)) e
- w(B\A) <o wV(G)).

Lema
Seja G com largura de arvore k e w : V(G) — R... Entdo existe uma

Z-separacdo balanceada (A, B) com ordem no maximo k + 1.

Corolario
Seja G com largura de arvore k e S C V(G). Entdo existe uma
particao Su, Sg de S tal que:

* R+2<Sal,[S8] <2k +2e

0 ,LLG(SA,SB) <R-+1
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Aproximagao constante para largura de arvore

Teorema

Existe algoritmo que, dado um grafo G com n vertices e um
inteiro R, executa em tempo O(8%k? - n?) e:

+ ou constroi uma decomposi¢do em arvore de largura k;

+ ou conclui que a largura de arvore de G é maior que k.
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Algoritmo

ENTRADA: W C V(G),SC W
INVARIANTES: (i) |S| <3k +4eW\S #0;
(ii) G[w] e G[S] sao conexos;
(i) S = Ng(W\ S)

decompose(W, S):
1. Construa um conjunto 5 com as propriedades:

(@) ScsScw;
(b) |S| < 4k +5;
(c) cada componente de G[W \ 5] tem até 3k + & vizinho em §

2. Sejam Dy, ..., D, componentes de G[W\ 9]

2.1 Para cada i, 7; + decompose(Ng[D;] , Ng(D;))
2.2 Crie uma no6 r com conjunto X, = S

. . 9
2.3 Devolva Tws com raiz r e filhos 7;, para cada i >



Shifting




Preliminares

Sejar > 0evum vertice de G.

- denotamos por G/, o subgrafo induzido por vértices com
distancia até rde v

Teorema
Seja G um grafo planar e v € V(G). Entao
- tw(Gl) < 3r+1

« uma decomposicdo em arvore com largura 3r + 1 pode ser
encontrada em tempo polinomial.
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Fatiamento do grafo

Consideramos uma fatia de um grafo planar G a partir de um
vertice v.

Sejai>0ej>1:
+ L;j sdo os vertices u tais que d(v,u) = i;
* Gijj1=G[LULi U ULy ]
Gj;+j—1 € uma fatia com j camadas a partir de i
Corolario
Para cadai>0ej>1:
< tw(Gjjj 1) <3+

« uma tal decomposicao pode ser obtida em tempo
polinomial.
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Método Shifting

Suponha que temos um problema de encontrar um
subconjunto de até k vértices.

Ideia:

1. Primeiro cortamos uma fatia com g camadas, 0 < q <R
2. Fatiamos o resto de G fazendo:

2.1 removemos uma camada;

2.2 cortamos uma fatia com k camadas.

3. Repetimos o0 mesmo procedimento paracadag=0,...,kR
(i.e., deslocamos as camadas)

Pontos-chaves:

- em algum deslocamento, nenhum dos k vértices da
solucao foi removido;

+ o grafo resultante de cada deslocamento tem largura de
arvore pequena
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Shifting lemma

Lema

Seja G planar e k > 0. Entao o conjunto de veértices de G
pode ser particionado em kR + 1 subconjuntos (possivelmente
vazios) tais que a remocdo de qualquer um deles induz um
grafo com largura de arvore no maximo 3k + 1. Ainda, a
particao bem como uma tal decomposi¢ao pode ser obtida
em tempo polinomial.
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Problema do isomorfismo de subgrafo

Relembrando: No problema do isomorfismo, dado um grafo H
com tamanho fixo k e um grafo G, existe um subgrafo de G
isomorfo a H?

Primeiro-passo: encontrar um algoritmo FPT para o caso
particular do problema com largura de arvore fixa.

Lema

Existe um algoritmo que, dado um grafo G e um grafo H,
decide se existe um subgrafo de G isomorfo a H. O tempo de
execucdo é f(|V(H)|, tw(G)) - |V(G)|°M, onde f é uma funcdo
computavel que depende de |V(H)|.
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Obtendo um FPT com parametro k em grafos planares

Teorema

Existe um algoritmo que, dado um grafo planar G e um grafo
H, decide se existe um subgrafo de G isomorfo a H. O tempo
de execucdo é f(|V(H)]) - [V(G)|°", onde f é uma fungdo
computavel que depende de |V(H)|.
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Bisseccao minima

Problema da Bissec¢ao Minima
Dado um grafo G com n vértices e um inteiro k.

Pergunta: Existe uma particao de V(G) em A e B tal que:
« [n/2]) <Al |B| < [n/2] e
- 0 nUmero de arestas entre A e B @ no maximo R?

Consideraremos uma versao mais geral:

« Pode haver arestas mdltiplas;
- Cada vértice v tem um peso inteiro w(v) > 0;

+ A e Bsao tais que (w(V(G))/2] < s(A),(B) < [w(V(G))/2]
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Um lema de shifting com contracao de arestas

Lema

Seja G planar e kR > 0. Entao o conjunto de arestas de G pode
ser particionado em k + 1 subconjuntos tais que a contracao
de qualquer um deles induz um grafo com largura de arvore
no maximo ck, para alguma constante ¢ > 0. Ainda, a
particao bem como uma tal decomposi¢ao pode ser obtida
em tempo polinomial.

Combinamos com um algoritmo para largura de arvore fixa.

Lema

O Problema da Bissec¢do Minimia pode ser resolvido em
tempo 2t - W - n°M em multigrafo com n vértices com largura
de arvore t e cujo maior peso de um vertice é W.
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FPT para Bissec¢ao Minima planar

Teorema

Bissec¢do Minima em grafos planares pode ser resolvida em
tempo 290 . w . n®0), onde W é o maior peso de um vértice.
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