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Ramificacao



Arvore de busca

Ideia: backtracking

+ Fazer uma sequéncia de decisoes
« Em cada decisao, obter um subproblema

+ Uma folha representa uma solucao (ou a inexisténcia
dela)



Arvore de busca

Decisdo A?

Decisdo B?



Arvores limitadas

Pergunta: Como usar arvores de busca para obter FPT?

+ Tamanho da arvore é pequeno (funcdo de k)

+ Tempo gasto em cada no € polinomial
Vamos considerar:

« Uma instancia I de um problema de minimizacao

+ Uma medida u(l):
(queremos que p(l) dependa so6 do pardametro k)



Em cada no da arvores executamos uma ramificacao

Ramificacao de |/
Crie instancias I, ..., I, tais que:

1. dada solugao S; de I;, existe solugao h;(S;) de |
e {hij(S)}1<i<, contém solucao otima;
2. ¢ é uma funcao do parametro pu(l) somente;

3. existe ¢ > 0 tal que u(l;) < u(l) — c para cada i.



Limitando a altura

Um algoritmo de ramificagao tem altura limitada:

- se u(l) < 0, entdo instancia é facil;
- grau de ramificacao ¢ de um no é limitado;

+ altura é limitada



Arvores e FPT

Framework para FPT
Solucao € um subconjunto de algum universo U:

1. Identificamos S C U pequeno (em tempo polinomial)
2. Adivinhamos qual elemento de S esta em uma solucao
otima
3. Garantimos que a medida p(l) diminui
(i.e., 0 “nimero” de decisdes que faltam diminui)



Cobertura por veértices




Cobertura por vértices

Recapitulando:

+ Queremos encontrar X C V(G) tal que E[G—X] =0
- Nicleo: 2k vértices em tempo O(ny/m) (usando técnicas
de LP)
- Algoritmo exato: O(4*R°M) (para k fixo)
Observacao
Para v € V(G):
- ou v esta na solugao;

- ou N(v) esta na solucgao.

Observacao

Se, para todo v € V(G), d(v) < 1, entdo Cobertura por vértices
é polinomial.



Ramificacao

« Escolha v € V(G) com grau maximo;

+ Temos S = {v} U N(v) contém elemento de uma solucao;
+ Ramificamos em:
1. Se v esta na solucao:

11 remova v de G;
1.2 facaR+ R —1

2. Se N(v) esta na solucao:

21 remova N[v] de G;
2.2 faga R < R — |N(v)|.



Tempo de execu¢ao

- cada no da arvore gasta temo n®"
- seja 7(R) o nimero de nos
- TOTAL: 7(R)n°(1).

Observacao

Dada uma arvore de ramificagdo T com ¢ folhas, entdo o nimero
de nos de T é no maximo 2¢ — 1.

- Seja T(R) o nUmero de folhas na arvore de ramificacao da
Cobertura por vértices

. Ti—1)+T(i—-2) sei>2;
(i) = (i=1+T(i-2) 2%
1 caso contrario.
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Lema
Para todo k > 0, T(R) < 1,6181%.

L



Obtendo a base da exponencial

Ideia: vamos tentar fazer T(R) < c Ak
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Observagao: a base impacta muito no tempo de execucao
Conclusao: tentar melhor ao maximo o passo de ramificagao

Quando ramificamos:

+ se v nao é parte da solucao, entao diminuimos k em
IN(v)| > 2;

+ mas se [N(v)| > 2? a arvore & menor!

Observacao

Cobertura por vertices é polinomial quando d(v) < 2 para
todo v € V(G).
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Agora resolvemos um no em tempo polinomial sempre que
A(G) < 2:

Ti—1)+T({i—-3) sei>3;
1 caso contrario.

T(i) =

Teorema

Cobertura por vertices pode ser resolvida em tempo
O(nv/m + 1.4656 ROM),
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Recorréncias




Limitando arvores de busca por recorréncia

Pergunta: Como limitar o tamanho da arvore de busca?

* representamos o tamanho como uma funcao T de k
-+ obtemos uma recorréncia

+ resolvemos a recorréncias

Vetor de ramificacao
Suponha que:

+ cada no6 da arvore tem p subproblemas;

+ 0s parametros de cada subproblemasaok—di,k—2,...,k—p.

Entdo o vetor (di,ds, ..., d,) € chamado vetor de ramificacao.
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Recorréncia geral

+ cada n6 tem um nimero constante p de ramos

+ para parametro k < p, presumimos que a instancia é facil
(polinomial)

Recorréncia associada a (dq,d,, ..., dp):

TR—d)+T(R—d))+---+(kR—dp) sek>p;

T(R) =
1 caso contrario.
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Resolvendo a recorréncia

+ Usamos inducao

« Tentamos uma solucao do tipo T(R) < ¢ - AR

Obtemos:
DL I L RS S

onde d = max{ds,...,dp}.

Reescrevemos como:

P(A) = X9 — \d=di _ yd=d2 _ ... \d=dp >

P()\) € o vetor caracteristico de T.
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Seja Ao solucao de P(\) = 0:

« P(A\) <0Opara0< A< Ag;
« P(A\) > 0 para A > \o.

Obtemos T(k) < O(AF)
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Conjunto de vertices de
retroalimentacao




Conjunto de veértices de retroalimentagao minimo

Conjunto de vértices de retroalimentagao minimo

Seja G um grafo. Um subconjunto de vértices X C V(G) €
chamado de conjunto de retroalimentacao de Gse G — X é
aciclico.

Decidir: existe conjunto de realimentagao com no maximo R
vertices?



Reducoes simples

Consideramos o problema com multigrafos, i.e.:

+ podem existir lacos

- podem existir arestas multiplas

Reducao FVS.1: Se houver laca em v, remova v e diminua k.

Reducao FVS.2: Se houver t > 2 copias de uma aresta, remova t — 2
copias.

Reducao FVS.3: Se um vértice v tem grau d(v) < 1, remova v.
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Instancia simplificada

Reducao FVS.4: Se FVS1 nao se aplica e vtem grau d(v) = 2:
- adicione uma aresta entre os vértices N(v);

* remova v.
Apos as redugoes, podemos obter uma instancia trivial.

Reducao FVS.5: Se k < 0, devolva nao.

Propriedades
ApoOs executar exaustivamente as redugoes, obtemos G

1. sem lacos;
2. somente com arestas simples ou duplas; e

3. com grau minimo 3.

21



Vértices pesados

+ Considere uma ordenacao (v1,Vva,...,Vvy) de V(G) tal que:

d(v1) > d(v2) > -+ > d(vp).

 Defina V3 = {V1, .. .,V3k}.

Lema

Todo conjunto de retroalimentagdo de G com tamanho até R
tem pelo menos um vertice de Vs,
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FPT para Conjunto de retroalimentacao

Teorema

Existe um algoritmo para o Conjunto de veértices de
retroalimentacdo que executa em tempo (3k)k - n©(),
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