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Algoritmo Aleatorizado

Modelo probabilistico

« PC X* um problema
* r> 00 numero de bits aleatorios

Seja um algoritmo ALG com parametros:
clel”
cwe{0,1} 7
we(0.1) Yo 0
Dizemos que ALG responde R para | com probabilidade:

_ Hw:Alg(l,w) = R}|
p = or
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Algoritmo Monte Carlo

Definicao
Um algoritmo Monte Carlo Qom falsos negativo%e
probabilidade p € um algoritmo aleatorizado tal que:

1. Tem tempo de execucao limitado
2. Tem as seguintes probabilidades:
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Amplificacao de probabilidade

0 algoritmo ALG’ amplifica a probabilidade de ALG: \©)
ALG'(1,t)
1. Parai=1,...,t: execute ALG(l)

2. Se todas execucao de ALG responder nao, responda nao.

3. Senao, responda sim.
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Amplificacao de probabilidade

0 algoritmo ALG’ amplifica a probabilidade de ALG:
ALG'(1,t)

1. Parai=1,...,t: execute ALG(l)
2. Se todas execucao de ALG responder nao, responda nao.

3. Senao, responda sim.

O algoritmo ALG’ tem probabilidade p’ = e=Ft. '@’( A\
Observacdo para FPT: P A =) < =
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Amplificacao de probabilidade

0 algoritmo ALG’ amplifica a probabilidade de ALG:
ALG'(1,t)

1. Parai=1,...,t: execute ALG(l)
2. Se todas execucao de ALG responder nao, responda nao.

3. Senao, responda sim.

/\
O algoritmo ALG’ tem probabilidade p’ = e=Ft.

Observacao para FPT:

- Set= {%1, entdo p’ é constante
+ Se ALG tem p = 1/O*(f(R)) e tempo O*(g(R)),



Amplificacao de probabilidade

0 algoritmo ALG’ amplifica a probabilidade de ALG:
ALG'(1,t)

1. Parai=1,...,t: execute ALG(l)
2. Se todas execucao de ALG responder nao, responda nao.

3. Senao, responda sim.

q-
O algoritmo ALG’ tem probabilidade p’ = e=Ft. : ;K )
( - I R
Observacdo para FPT: ¢ = t < ‘ 2

- Set= {%1, entdo p’ é constante

+ Se ALG tem p = 1/O*(f(R)) e tempo O*(g(R)),
entdo ALG' tem p’ constante e tempo O*(f(R)g(R)).
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Conjunto de retroalimentacao de
Vertices
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Conjunto de retroalimentacgao de Vértices

Lema

Se G é multigrafo com d(v) > 3 para v € V(G) e X é conjunto
de retroalimentacgdo de veértices, entdo mais da metade das
arestas incidem em X.
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FPT aleatorizado

Teorema
Dados G e R, existe algoritmo polinomial que

1. ou encontra um conjunto de retroalimentacdo com
tamanho k;

2. ou reponde nao.

Se G tiver conjunto de retroalimentacao de tamanho k, entao
a probabilidade de sucesso é pelo meno@
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FPT aleatorizado

Corolario

Existe um algoritmo aleatorizado que, em tempo 4kn®™
encontra um conjunto de retroalimentacdao com tamanho kR
de G, ou reporta falha. Se a instancia for sim, entdo devolve
um conjunto com probabilidade constante.
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Codificacao de cores



Isomorfismo de subgrafo

Isomorfismo de subgrafo
Dados grafos G e H, H é subgrafo de G?
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Isomorfismo de subgrafo
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Isomorfismo de subgrafo ,C»JM“/‘O“'L e

Dados grafos G e H, H é subgrafo de G?

Problema do Caminho mais longo: caso particular quando H é
um caminho P, com k vértices.
A < 2, Y
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Codificacao de Cores

Ideia
o>
- damos uma coloragao propria’para o caminho H
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Ideia
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Codificacao de Cores

Ideia

- damos uma coloragao propria para o caminho H

- adivinhamos as cores no grafo G

Flexibilidade da aleatorizacao:

+ como se testassemos todas possibilidades

*+ mas com tempo de execugao para somente uma
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Contando o nimero de possibilidades

Se k for pequeno comparado a n, entao precisamos acertar as
cores de poucos vértices!
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Contando o nimero de possibilidades

Se k for pequeno comparado a n, entao precisamos acertar as
cores de poucos vértices!

Lema
Seja U um conjunto de n elementos e X C U com |X| = k. Seja
X : U — [R] uma coloragdo de U, escolhida aleatéria e

uniformemente.
MG
Entdo a probabilidade de que y induz uma coloracdo préopria ¥~

de X é pelo menos e~ k.
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Encontrando um caminho colorido

Nos concentramos no seguinte problema:

+ Dados G e uma coloracao de V(G) com k cores;
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Encontrando um caminho colorido

Nos concentramos no seguinte problema:
+ Dados G e uma coloracao de V(G) com k cores;
+ Queremos um caminho de G com as k cores
Ideia
+ Sem cores:
- guardamos que vértices foram visitados: tempo ()

+ Com cores:
n - K
* precisamos guardar que cores foram visitadas 9
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Encontrando um caminho colorido

Nos concentramos no seguinte problema:
- Dados G e uma coloragao de V(G) com k cores;
« Queremos um caminho de G com as k cores
Ideia
+ Sem cores:
- guardamos que vértices foram visitados: tempo ()

+ Com cores:
+ precisamos guardar que cores foram visitadas
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Seja x : V(G) — [R].
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Encontrando um caminho colorido

Nos concentramos no seguinte problema:
- Dados G e uma coloragao de V(G) com k cores;
« Queremos um caminho de G com as k cores

Ideia

+ Sem cores:
. S .. ) "
guardamos que vértices foram visitados: tempo ()

+ Com cores:
+ precisamos guardar que cores foram visitadas

Lema
Seja x : V(G) — [R]. Existe algoritmo que verifica em tem?
7Se

kn©() se G contém um caminho com k vértices e k core

sim, também devolve o caminh 1
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Algoritmo para Caminho mais longo

Teorema

Existe um algoritmo aleatorizado que, dada uma instancia
do Caminho mais longo (G, k), em tempo (2e)kn®"), ou
reporta falha, ou encontra um caminho de tamanho pelo
menos R. Se a instancia for sim, entdo ele encontra uma
solugdo com probabilidade constante.
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Ideia
Colorimos arestas de forma que:
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Separacao aleatoria

Ideia
Colorimos arestas de forma que:

« arestas das solucao sejam vermelhas

- arestas adjacentes seja azuis

— componentes conexas vermelhas sao “componentes” da
solucao

13



Isomorfismo de subgrafo
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Isomorfismo de subgrafo

Seja (G, H) uma instancia sim de Isomorfismo de subgrafo:

- i.e,existe HC Gtalque H~ H
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Isomorfismo de subgrafo

Seja (G, H) uma instancia sim de Isomorfismo de subgrafo:
- i.e,existe HC Gtalque H~ H

Coloracao independente: pintamos cada aresta de G de
vermelho ou azul, com probabilidade 1/2 para cada cor.
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Isomorfismo de subgrafo

Seja (G, H) uma instancia sim de Isomorfismo de subgrafo:
- i.e,existe HC Gtalque H~ H

Coloracao independente: pintamos cada aresta de G de
vermelho ou azul, com probabilidade 1/2 para cada cor.

>

. . . A
Seja I o conjunto das arestas adjacentes de H.
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Isomorfismo de subgrafo

Seja (G, H) uma instancia sim de Isomorfismo de subgrafo:
- e, existe HC Gtalque A~ H

Coloracao independente: pintamos cada aresta de G de
vermelho ou azul, com probabilidade 1/2 para cada cor.
Seja ' o conjunto das arestas adjacentes de H.
Coloracao bem-sucedida

1. ﬁ\é vermelho

2. I é azul
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Isomorfismo de subgrafo

Seja (G, H) uma instancia sim de Isomorfismo de subgrafo:

Q%)
- e, existe HC Gtalque A~ H y %= \g

Coloracao independente: pintamos cada aresta de G de
vermelho ou azul, com probabilidade 1/2 para cada cor. ZE

Seja ' o conjunto das arestas adjacentes de H.

Coloracao bem-sucedida

1. H é vermelho

2. I é azul

Lema
A probabilidade de obter uma coloragao independente

bem-sucedida é pelo meno 1/29. .
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Algoritmo para isomorfismo

- acreditamos que isomorfismo nao é FPT

+ caso particular: W para algum d fixo

?MWMSO\ O/L/\‘Giwkf
% 0= I5omm§/wv\6 oY
T g oK

QO\/\W\\A&QM o d\ '\K\G

15



Algoritmo para isomorfismo

- acreditamos que isomorfismo nao & FPT

+ caso particular: A(G) < d, para algum d fixo

Teorema
Existe um algoritmo que dados (G, H), com A(G) < d, ou

reporta falha ou decide que existe grafo deG

isomorfo a H que executa em tempa o,
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Algoritmo para isomorfismo

- acreditamos que isomorfismo nao & FPT
+ caso particular: A(G) < d, para algum d fixo

Teorema

Existe um algoritmo que dados (G, H), com A(G) < d, ou
reporta falha ou decide que existe um subgrafo de G
isomorfo a H que executa em tempo 29kRrIn®(),

Se a reposta for sim, entao ele devolve o subgrafo com
probabilidade constante.

15
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Codificacao cromatica




Problema do d-agrupamento

Problema de edicao de arestas:
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Problema do d-agrupamento

Problema de edicao de arestas:

« queremos adicionar ou remover arestas
« obter um novo grafo de um certa classe

Termos:

- A C ("9 & um conjunto de adjacéncias
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Problema do d-agrupamento

Problema de edicao de arestas:

* queremos adicionar ou remover arestas

« obter um novo grafo de um certa classe

>
Termos: (V'
Ac >
- A=749) & um conjunto de adjacéncias
« um d-agrupamento € a uniao disjunta de d cliques

Problema do d-agrupamento de grafo

Dado um grafo G e um inteiro k, existe um conjunto de
adjacéncias A, com |A| < k, tal que o grafo (V(G),E(G) A A) €
um d-agrupamento?

da‘\,\,,b L= @\ .



Codificagao cromatica

A |

2

- seja uma coloracao de vertices y : V — [q]
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Codificagao cromatica

- seja uma coloracao de vertices y : V — [q]
M are(™V(©) & colorida propriamente se x(u) # x(v)k
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Codificagao cromatica

- seja uma coloracao de vertices y : V — [q]
- ("€)(®)) & colorida propriamente se x(u) # x(v))

Codificacao cromatica: solugao A é colorida propriamente

L= X

17



Obtendo uma coloragao propria

Lema

Seja q = [V/8R] e G um grafo com k arestas cujos vertices
foram coloridos aleatoriamente com q cores.
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Obtendo uma coloragao propria

Lema

Seja q = [V/8R] e G um grafo com k arestas cujos vertices
foram coloridos aleatoriamente com q cores.

Entdo a probabilidade de E(G) ser colorida propriamente e
pelo menos 2-Vk/2,
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Encontrando uma solucao colorida

Lema

Seja G um grafo e x : V(G) — [q]. Seja V; os vértices com cor i.



Encontrando uma solucao colorida

Lema
Seja G um grafo e x : V(G) — [q]. Seja V; os vértices com cor i.

Se existe uma solugdo A colorida propriamente por x, entdo, para
todo i, G[V;] € um l-agrupamento com [ < d.

A

«—
o
L,
I




Encontrando uma solucao colorida

Lema
Seja G um grafo e x : V(G) — [q]. Seja V; os vértices com cor i.

Se existe uma solugdo A colorida propriamente por x, entdo, para
todo i, G[V;] € um l-agrupamento com [ < d.

Algoritmo:




Lema

Dada uma instancia (G, R) de d-agrupamento com coloragao
x : V(G) — [[V8R]], podemos decidir se ha uma solugao
colorida propriamente em tempo 20(d0gdvk),
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Lema

Dada uma instancia (G, R) de d-agrupamento com coloragao
x : V(G) — [[V8R]], podemos decidir se ha uma@z%ugéo
colorida propriamente em tempo 20(d108dvk)

Teorema

Existe um algoritmo aleatorizado que, dada uma instancia
(G, k) do d-agrupamento, em tempo 2°@VRInO() oy reporta
falha, ou encontra uma solugdo. Alem disso, dada uma
instancia sim, ele retorna uma solug¢do com probabilidade
constante.
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Desaleatorizacao




Desaleatorizando

Familias pseudoaleatorias
Queremos coloragoes x : [n] — [R] boas
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Desaleatorizando

Familias pseudoaleatorias
Queremos coloragoes x : [n] — [R] boas

A invés de obter y aleatorio, retiramos de uma familia F:
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Desaleatorizando

Familias pseudoaleatorias
Queremos coloragoes x : [n] — [R] boas

A invés de obter y aleatorio, retiramos de uma familia F:

- F contém pelo menos uma coloragao boa
- F é pequena — %(K\ V\eo\\
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Desaleatorizando

Familias pseudoaleatorias
Queremos coloragoes x : [n] — [R] boas

A invés de obter y aleatorio, retiramos de uma familia F:

- F contém pelo menos uma coloragao boa

- F € pequena

Vamos usar algumas construgoes prontas:
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Desaleatorizando

Familias pseudoaleatorias
Queremos coloracoes x : [n] — [R] boas

A invés de obter y aleatorio, retiramos de uma familia F:
- F contém pelo menos uma coloragao boa

- F € pequena

Vamos usar algumas construgoes prontas: separadores,
conjuntos universais, hashs perfeitos e familias
independentes, Mlg

21



Definicao
Um (n, R, l)-splitter € uma familia F de fungdes f: [n] — [l].
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Definicao
Um (n, R, l)-splitter € uma familia F de fungdes f: [n] — [l].

Para todo S C [n], como |S| = Rk, existe f € F tal que:
S <IG)ns) -y ns <. Y5 S e[
Il L3

S ‘ %’\L%M)OS$ =Z
)&"(wndﬂ 06} =
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Definicao
Um (n, R, l)-splitter € uma familia F de fungdes f: [n] — [l].

Para todo S C [n], como |S| = Rk, existe f € F tal que:

1<) ns| = IF (@) nsl < 1.

Splitters injetores: Se [ > Rk, entao f induz uma funcao injetora

emS. . .

A (SWZ@j
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Ferramenta basica

Teorema
Para n, k > 1, existe algoritmo que:
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Ferramenta basica

Teorema
Para n, k > 1, existe algoritmo que:

- obtém um (n, R, kK?)-splitter de tamanho R°) logn
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Ferramenta basica

Teorema
Para n, k > 1, existe algoritmo que:

- obtém um (n, R, kK?)-splitter de tamanho R°) logn

- tem tempo de execucdo kR°Mnlogn.
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Um (n, kR, R)-splitter € chamado de (n, k)-hash perfeito.

Teorema
Para n, k > 1, existe algoritmo que:
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Um (n, kR, R)-splitter € chamado de (n, k)-hash perfeito.

Teorema
Para n, k > 1, existe algoritmo que:

- obtém um (n, R)-hash perfeito de tamanho efkC(°8k) |og n
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Hash perfeito
e

j%ll‘(’)\: q> ‘lém é’4 AMA SVJA\"\"LV (\’\ .K,‘<1S &&\wa\z 4:,\(\IL

K A fon & ff“be)
R 345& éfZMw Jes PG (K)
Um (n, kR, R)-splitter € chamado de (n, k)-hash perfeito.
Teorema
Para n, k > 1, existe algoritmo que:
- obtém um (n, R)-hash perfeito de tamanho efkC(°8k) |og n
- tem tempo de execucdo e*RO(1°€R)n logn.

Lrs Qj"-l%t <3 C\%o%
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Y
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Conjunto Universal

é:b/\h) » 2y == -

Definicao

Um (n, R)-universal set € uma familia & de subconjuntos de
[n] tal que para cada S C [n] de tamanho kf, a familia
(ANS:Aecu} =212

TM
Pace' n, k> 1, existe algoritmo que:




Conjunto Universal

Definicao

Um (n, R)-universal set € uma familia & de subconjuntos de
[n] tal que para cada S C [n] de tamanho ki, a familia
{ANS:Acuy} =2,

Teorema
Para n, k > 1, existe algoritmo que:

- obtém um (n, R)-universal set de tamanho 2fRO(1°8k) |og n
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Conjunto Universal

P ’4—, Z/)
Defini¢ao I L
Um (n, R)-universal set € uma familia & de subconjuntos de

[n] tal que para cada S C [n] de tamanho ki, a familia
{ANS:Acuy} =2,

Teorema
Para n, k > 1, existe algoritmo que:

- obtém um (n, R)-universal set de tamanho 2fRO(1°8k) |og n
- tem tempo de execucdo 2rRRO(108R)n |og n,

Copr i mo (n K KB —spdifte
oM () = gt oLk
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Conjuntos independentes k a k

Definicao

Uma familia H, 4 de fungdes f: [n] — [q] € chamada de espaco
amostral independente k a k se, para todos conjuntos de kR
elementos de [n], iy < --- < i, e todo a € [q], valer
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Conjuntos independentes k a k

Definicao

Uma familia H, 4 de fungdes f: [n] — [q] € chamada de espaco
amostral independente k a k se, para todos conjuntos de kR
elementos de [n], iy < --- < i, e todo a € [q], valer

Pr((f(i), - (i) = @) = 1/,
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Conjuntos independentes k a k

Definicao

Uma familia H, 4 de fungdes f: [n] — [q] € chamada de espaco
amostral independente k a k se, para todos conjuntos de kR
elementos de [n], iy < --- < i, e todo a € [q], valer

Pr((f(i), - (i) = @) = 1/,

onde f € Hy 4 € escolhida uniformemente.
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Conjuntos independentes k a k

Definicao

Uma familia H, 4 de fungdes f: [n] — [q] € chamada de espaco
amostral independente k a k se, para todos conjuntos de kR
elementos de [n], iy < --- < i, e todo a € [q], valer

Pr((f(i), - (i) = @) = 1/,

onde f € Hy 4 € escolhida uniformemente.

Teorema

Existe algoritmo que obtém Hy 4 de tamanho O(n*) em tempo
linear na saida.
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Desaleatorizando Caminho mais longo

Ideia: ao invés de usar uma coloracao aleatoria, testamos todas
coloragoes de um (n, R)-hash perfeito
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Desaleatorizando Caminho mais longo

Ideia: ao invés de usar uma coloracao aleatoria, testamos todas
coloragoes de um (n, R)-hash perfeito

Teorema
Caminho mais longo pode ser resolvido em tempo
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Desaleatorizando d-agrupamento

Definicao
Uma (n, R, g)-coloring family & uma familia F de funcoes de
[n] em [g] com a seguinte propriedade:
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Desaleatorizando d-agrupamento

Definicao
Uma (n, R, g)-coloring family & uma familia F de funcoes de
[n] em [g] com a seguinte propriedade:

+ para todo grafo G = (V,E) com V = [n] e |E| < R, existe
f € F que colore E propriamente.
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Desaleatorizando d-agrupamento

Definicao
Uma (n, R, g)-coloring family & uma familia F de funcoes de
[n] em [g] com a seguinte propriedade:

+ para todo grafo G = (V,E) com V = [n] e |E| < R, existe
f € F que colore E propriamente.

o

Objetivo: encontrar uma (n, k, q)-coloring family//pequena
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Desaleatorizando d-agrupamento

Definicao
Uma (n, R, g)-coloring family & uma familia F de funcoes de
[n] em [g] com a seguinte propriedade:

+ para todo grafo G = (V,E) com V = [n] e |E| < R, existe

f € F que colore E propriamente.

Objetivo: encontrar uma (n, k, q)-coloring family pequena

Ideia: Compor um (n, R, k?)-splitter com uma
(R%, R, q)-coloring family
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Desaleatorizando d-agrupamento

Definicao
Uma (n, R, g)-coloring family & uma familia F de funcoes de
[n] em [g] com a seguinte propriedade:

+ para todo grafo G = (V,E) com V = [n] e |E| < R, existe

f € F que colore E propriamente.

Objetivo: encontrar uma (n, k, q)-coloring family pequena

Ideia: Compor um (n, R, k?)-splitter com uma
(R%, R, q)-coloring family

- cada aresta de G deve ser colorida propriamente
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Desaleatorizando d-agrupamento

Definicao
Uma (n, R, g)-coloring family & uma familia F de funcoes de
[n] em [g] com a seguinte propriedade:

+ para todo grafo G = (V,E) com V = [n] e |E| < R, existe

f € F que colore E propriamente.

Objetivo: encontrar uma (n, k, q)-coloring family pequena

Ideia: n, k, k?)-splitter com uma
(R?, R, q)-coloring famil

- cada aresta de G deve ser colorida propriamente
« basta que pares de vertices sejam coloridos

-independentemente Y =
Conm Dnms diSMabas 70 87\0
2 28



Uma familia de coloragao explicita para k?

Lema
Para kR > 1, exite algoritmo que:

7
- obtém (k¥ k,2[v/R])-coloring family de tamanho
20(Vklogk)

’
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Uma familia de coloragao explicita para k?

Lema

o\—

Para kR > 1, exite algoritmo que:

1 o
- obtém (kY k,2[v/k])-coloring family de tamanho / °
20(Vklogk) ®

- executa em tempo linear na saida. @
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Teorema
Para n, k > 1, exite algoritmo que:

- obtém (n, R,2[v/R])-coloring family de tamanho
20(VRlogk) log n;
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Teorema
Para n, k > 1, exite algoritmo que:

- obtém (n, R,2[v/R])-coloring family de tamanho
20(VRlogk) log n;

- executa em tempo 20(Vklgk) g [ogn
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Teorema
Para n, k > 1, exite algoritmo que:

- obtém (n, R,2[v/R])-coloring family de tamanho
20(VRlogk) log n;

- executa em tempo 20(VklogR) g |og n
Teorema

Existe algoritmo para d-agrupamento em tempo
20(VR(d+logk)) nO(1).
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