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Separando a dificuldade

Considere um problema N P-dificil

« Nem toda instancia é “dificil”

+ Parte de uma instancia pode ser “facil”

Ideia: se concentrar na dificuldade

Pré-processamento

- resolver instancias faceis
« revolver a parte facil

« diminuir o tamanho da instancia
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Pré-processamento

Visao de classica

« rapido: polinomial
« efetivo: diminui o tamanho da instancia

Nao e muito 0til:
+ se P tem pre-processamento = entao P é polinomial
- se P é N'P-dificil = P = NP!
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Pré-processamento

Visao de classica

« rapido: polinomial
« efetivo: diminui o tamanho da instancia

Nao é muito Gtil:
- se P tem pre-processamento = entao P é polinomial
- se P e NP-dificil= P = NP!
Visao parametrizada
« rapido: polinomial
- efetivo: diminui o tamanho da instancia (se nao for muito
pequena)

Recuperamos o lost continent do pré-processamento! 3
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Formalizando: reducao

+ SejaQ C * x Num problema parametrizado

Definicao (Regra de reducao de dados)
Uma regra de reducao é uma transformacao

A:Y* x N — X* x Ntal que, dada uma instancia
(x,R) e ¥* x N,
1. A executa em tempo polinomial em |x| e k;
2. (x,R) € Qsss A(x,R) € Q.
(k.2 Qsss Akye
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Formalizando: reducao

+ SejaQ C * x Num problema parametrizado

Definicao (Regra de reducao de dados)

Uma regra de reducao é uma transformacao
A:Y* x N — X* x Ntal que, dada uma instancia
(x,R) e ¥* x N,

1. A executa em tempo polinomial em |x| e k;

2. (x,R) € Qsss A(x,R) € Q.

Uma transformacao que satisfaz a segunda condicao é dita
segura.



Formalizando: Kernelizagao (niicleo)

Dada um algoritmo de pré-processamento A, definimos o
tamanho de saida
size 4(R)

=sup{|X|+K : (X,R)=A(x,R), x e X*}.
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Formalizando: Kernelizagao (niicleo)

Dada um algoritmo de pré-processamento A, definimos o
tamanho de saida

size4(R) = sup{ |X|+ Rk : (X, k') = A(x,R), x € * }.

Note que size ,(R) = oo quando |x'| ndo depende de k.
Definicao (Kernelizagao)
Um algoritmo de kernelizagao ou nucleo para um problema
parametrizado Q € uma transformacao .A que mapeia
(x,R) € ¥* x Nem (X', k') € ¥* x Ntal que

1. A executa em tempo polinomial;

2. (x,R) € Qsss A(x,R) € Q;

3. size 4(R) < g(R) para alguma funcao computavel g(R).
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Observacoes

+ Queremos um nucleo tal que g(R) seja menor possivel
+ Se g(R) é um polindmio, dizemos que o problema admite
um nicleo polinomial
+ Permitimos que um algoritmo de kernelizagcao devolva
sim ou nao:
+ isso quando acontece quando o pré-processamento
resolve a instancia
+ formalmente podemos substituir por uma instancia trivial

+ Enquanto o tamanho do nicleo é o nimero de “bits”, &
comum medir o tamanho por um parametro natural da
instancia reduzida XS A i X

+ ex: O(R®) vértices, ou O(k®) arestas ;

« Embora o valor do parametro k' nao esta
necessariamente relacionado a R, normalmente temos
R<FR



FPT e nucleos

Lema

Se um problema parametrizado Q é FPT, entao ele admite um
algoritmo de Rernelizagao.

24y
l)fﬁg@ﬁ
—Plog}

=3 0.1

7



,60%0[0\9‘?‘?’/—(_ = %‘ 9 drctd e Q) pm R'W{UB(K)V\"

[
C

%\ldﬂ\c 2% v\\(y & o

1) § racanke AR gra o
A

ndit W

Z\ 5 &\.QMMOM:
AL At e Ala )

3) %UL A Y o e
N A Ao Q(\\/\S



)4) W Anng © < a\y . oK
’_K\ 5iﬂr‘»/to T QK
) Wy £ 8%

GS-&\WW«JM\
Ly ok
¢S U Ao O

SAERESTISS WA
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Problema da Cobertura por Vértices (VC)
Dado um grafo G e inteiro k, existe uma cobertura de
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Reducao VC.1: Se G contém um vértice isolado v, devolva (G — v, R).
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Problema da Cobertura por Vértices (VC)
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Cobertura por vértices

Problema da Cobertura por Vértices (VC)

Dado um grafo G e inteiro k, existe uma cobertura de
vértices de tamanho k?

Reducao VC.1: Se G contém um vértice isolado v, devolva (G — v, R).
Reduzimos so a instancia.

Reducao VC.2: Se G contém um vértice v com d(v) 3 k, devolva
(G—v,k—1).

CRYAN



Cobertura por vértices

Problema da Cobertura por Vértices (VC)

Dado um grafo G e inteiro k, existe uma cobertura de
vértices de tamanho k?

Reducao VC.1: Se G contém um vértice isolado v, devolva (G — v, R).
Reduzimos so a instancia.

Reducao VC.2: Se G contém um vértice v com d(v) > R, devolva

2 (G-v,k—-1). -
<X, K7 7 N

Agora também o parametro.
IR S
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Outra reducao

Usamos as duas primeiras redugoes exaustivamente até nao
serem mais aplicadas.

Lema
Se VC.1 e VC1 ndo se aplicam e (G, R) é instancia-sim, entdo
IV(G)| < R?> + ke |E(G)| < k2.

O lema permite adicionar mais uma reducgao:

Reducao VC.3: Se VC.1 e VC.2 ndo se aplicam e, além disso:M ou
\V(G)| > R? + k, ou |E(G)| > k2, devolva $ii. W &Q



Outra reducao

Usamos as duas primeiras redugoes exaustivamente até nao
serem mais aplicadas.

Lema

Se VC.1 e VC1 ndo se aplicam e (G, R) é instancia-sim, entdo
V(G)] <2 + ke |E(G)] < K2

O lema permite adicionar mais uma reducgao:

Reducao VC.3: Se VC1 e VC.2 nao se aplicam e, além disso: k < 0, ou
V(G)| k2 + k, ou [E(G)| > K2, devolva si.

Teorema

Cobertura por vértices admite um niicleo com O(R?) vértices
—¥ e O(R?) arestas.
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Um torneio T é um grafo direcionado tal que para cada par de
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Conjunto de retroalimentacao em torneios

Um torneio T é um grafo direcionado tal que para cada par de
vertices u,v € V(T):

« ou arco (u,v) € E(T),

« ou arco (v,u) € E(T).

Um conjunto de arcos de retroalimentacao de um digrafo G é
um conjunto de arcos A tal que G — A é aciclico.
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Conjunto de retroalimentacao em torneios

Um torneio T é um grafo direcionado tal que para cada par de
vertices u,v € V(T):

« ou arco (u,v) € E(T),

« ou arco (v,u) € E(T).
Um conjunto de arcos de retroalimentacao de um digrafo G é

um conjunto de arcos A tal que G — A é aciclico.

Problema dos arcos de retroalimentacao em torneios (FAST)

Dado um torneio T, existe um conjunto de arcos de
retroalimentagao de tamanho no maximo k?

10



Revertendo arestas

Definicao
Dado um digrafo G e um conjunto de arcos F C E(G), definimos

G ® F o digrafo com vértices V(G) e arestas (E(G) Urev(F)) \ F, onde
(u,v) € rev(F) sss (v,u) € F.

CHEER R A

L



Revertendo arestas

Definicao
Dado um digrafo G e um conjunto de arcos F C E(G), definimos

G ® F o digrafo com vértices V(G) e arestas (E(G) Urev(F)) \ F, onde
(u,v) € rev(F) sss (v,u) € F.

Relacionando conjunto de retroalimentacao e reversao de arcos.
;\ e ——
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Revertendo arestas

Definicao
Dado um digrafo G e um conjunto de arcos F C E(G), definimos

G ® F o digrafo com vértices V(G) e arestas (E(G) Urev(F)) \ F, onde
(u,v) € rev(F) sss (v,u) € F.

Relacionando conjunto de retroalimentacao e reversao de arcos.
Primeiro:

Lema

Um digrafo G é aciclico sss existe uma ordenagdo dos veértices tal
que, se (u,v) € E(G), entdo u < v.
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Revertendo arestas

Definicao
Dado um digrafo G e um conjunto de arcos F C E(G), definimos

G ® F o digrafo com vértices V(G) e arestas (E(G) Urev(F)) \ F, onde
(u,v) € rev(F) sss (v,u) € F.

Relacionando conjunto de retroalimentacao e reversao de arcos.
Primeiro:

Lema

Um digrafo G é aciclico sss existe uma ordenagdo dos veértices tal
que, se (u,v) € E(G), entdo u < v.

Lema

Se G ® F e aciclico, entdo F é um canjunto de arcos de
retroalimentacado. «

L






Problema equivalente

Lema
Seja G um digrafo e F C E(G). Sao equivalentes:
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Problema equivalente

Lema
Seja G um digrafo e F C E(G). Sao equivalentes:

* F é um conjunto de retroalimentacdo minimal de G;

* F e conjunto de arcos minimal tal que G ® F é aciclico.
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Problema equivalente

Lema
Seja G um digrafo e F C E(G). Sao equivalentes:

« F é um conjunto de retroalimentacdo minimal de G;

* F é conjunto de arcos minimal tal que G ® F é aciclico.

Arestas de reversao em torneios
Dado um torneio T, existe um conjunto de arcos F < k tal
que G ® F é aciclico?

12
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Reducao FAST.1: Se uma arco e é contido em pelo menos kR + 1
triangulos, devolva (G® {e},k —1

st
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Reducao FAST.1: Se uma arco e é contido em pelo menos kR + 1
triangulos, devolva (G @ {e},k —1).

Reducao FAST.2: Se vértice v nao é contido em nenhum triangulo,
devolva (G — v, R).

)a/——\_\D
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Reducao FAST.1: Se uma arco e é contido em pelo menos kR + 1
triangulos, devolva (G @ {e},k —1).

Reducao FAST.2: Se vértice v nao é contido em nenhum triangulo,.
devolva (G — v, R).

Teorema
O problema de conjunto de retroalimentaggo.em torneios

admite um nicleo com no méxim w@

13
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Problema da Cobertura de Arestas
por Cliques




Cobertura de Arestas por Cliques

Problema da Cobertura de Arestas por Cliques (ECC)

Dado um gravo G e um inteiro nao negativo R, existe um
conjunto de k cliques (disjuntos nas arestas) que cobrem as
arestas?




Cobertura de Arestas por Cliques

Problema da Cobertura de Arestas por Cliques (ECC)

Dado um gravo G e um inteiro nao negativo R, existe um
conjunto de k cliques (disjuntos nas arestas) que cobrem as
arestas?

Reducao ECC.1: Se G contém um vértice isolado v, devolva (G — v, R).

~——————
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Cobertura de Arestas por Cliques

Problema da Cobertura de Arestas por Cliques (ECC)

Dado um gravo G e um inteiro nao negativo R, existe um
conjunto de k cliques (disjuntos nas arestas) que cobrem as
arestas?

Reducao ECC.1: Se G contém um vértice isolado v, devolva (G — v, R).

Reducao ECC.2: Se existe uv € E[G], tal que N[u] = N[v] = {u, v} (isso
é, uv é uma componente conexa), devolva (G — {u.v},k —1).

Che
X



Cobertura de Arestas por Cliques

Problema da Cobertura de Arestas por Cliques (ECC)
Dado um gravo G e um inteiro nao negativo R, existe um

conjunto de k cliques (disi+rtesTasarestas) que cobrem as

arestas?

Reducao ECC:1: Se G contém um vértice isolado v, devolva (G — v, R):

Reducao ECC.2: Se existe uv € E[G], tal que N[u] = N[v] = {u, v} (isso
é, uv € uma componente conexa), devolva (G — {u,v},k —1).

Reducao ECC.3: Se existe uv € E[G], tal que N[u] = N[v], devolva

(G—v,R). Ay %
14



Nicleo nao polinomial

Teorema
O Problema da Cobertura de Arestas por Cliques admite um
nticleo com 2k vértices.

15



i DN( 9] s J\Mﬁ& S Cmn
Smp- o ECC LT3 el

( o (0 Q)

=3 (0 ¢ .. &
0 94

o o s w3

€ e unishome 27 41) ek oneo



,S/g\p PO~ oo 9 ;ru(’@‘f:\/ M F ¥
bv =buw

— e/awo ZCC,4 ~ Su O\{J'\Q,abVS(O

comdiit m e = s € Ho).
GANGM N \m = U kG =
Ly N W Y =\ Tul=NE)
e E CCATa e

\ bM—& 0
%‘\ 5D ol Yo o cdrgant Ci

(]

\



Nicleo nao polinomial

Teorema

O Problema da Cobertura de Arestas por Cliques admite um/
nticleo com 2k vértices.

Dificuldade: A nao ser que a Hipotese do Tempo Exponencial
i~ valha, ~ =« L><-i>&su( K 0%61. /w&((mov:
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Decomposicao em Coroa




Emparelhamento

Dados dois conjuntos de vértices disjuntos U e W de grafo G,
dizemos que um conjunto de arestas M & um emparelhamento de U

em W se:
5 Mo () & W
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Emparelhamento

Dados dois conjuntos de vértices disjuntos U e W de grafo G,
dizemos que um conjunto de arestas M & um emparelhamento de U
em W se:

« M é um emparelhamento
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Emparelhamento

Dados dois conjuntos de vértices disjuntos U e W de grafo G,
dizemos que um conjunto de arestas M & um emparelhamento de U
em W se:

« M é um emparelhamento

+ cada aresta tem exatamente um extremo em U e um em W
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Emparelhamento

Dados dois conjuntos de vértices disjuntos U e W de grafo G,
dizemos que um conjunto de arestas M & um emparelhamento de U
em W se:

« M é um emparelhamento
- cada aresta tem exatamente um extremo em U e um em W

+ M satura U (i.e., todo vértice de U & um extremo de alguma
aresta de M)
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Decomposi¢ao em coroa

Definicao (Decomposicao em coroa)

Uma decomposicao em coroa de um grafo G € uma particao
de V(G) em trés partes C, H e R tal que:

0%,

& o &
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Decomposi¢ao em coroa

1. C é nao vazio;

2. C & um conjunto independente;
3. H é um separador de (C, R); }Z
4. G contém um emparelhamento de H em C

17
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Teoremas estruturais

<nd.t.
Teorema (K%ﬁg)

Se G e um grafo bipartido, entao o tamanho do

emparelhamento maximo é igual ao tamanho da cobertura
- . - .__—/

por vértices minima.




Teoremas estruturais

Teorema (K6noig)

Se G e um grafo bipartido, entao o tamanho do
emparelhamento maximo é igual ao tamanho da cobertura
por vértices minima.

Teorema (Hall) <

Seja G um grafo bipartido com parti¢ao V4, V,. Existe um
emparelhamento que satura V, sss para todo X C V; vale
INX)| = 1X].

U Corrd muca Vit

X XKJ\,/\— ‘ X\(\U\j\
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Encontrando um emparelhamento

Teorema (Hopcropt-Karp)

Seja G um grafo bipartido com parti¢ao V4,V, com n vértices
e m arestas.

20



Encontrando um emparelhamento

Teorema (Hopcropt-Karp)

Seja G um grafo bipartido com parti¢ao V4,V, com n vértices
e m arestas.

- Existe um algoritmo que encontra um emparelhamento
maximo e uma cobertura por vértices minima em tempo

O(m+/n).
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Encontrando um emparelhamento

Teorema (Hopcropt-Karp)
Seja G um grafo bipartido com parti¢ao V4,V, com n vértices
e m arestas.

- Existe um algoritmo que encontra um emparelhamento
maximo e uma cobertura por vértices minima em tempo
O(m+/n).

« Além disso, o algoritmo encontra um emparelhamento
que satura V4, ou encontra um conjunto minimal X C V;
tal que |N(X)| < |X|. \ Ve

. .

LX‘S\L\\(}S \%l:27\£\)\)\ﬂ\
1) RV )&
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Lema da coroa

Lema (Lema da coroa)

Seja G um grafo sem vertices isolados e com pelo menos
3k + 1 vertices. Existe um algoritmo polinomial que:
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Lema da coroa

Lema (Lema da coroa)

Seja G um grafo sem vertices isolados e com pelo menos

A
3k + 1 vertices. Existe um algoritmo polinomial que: Mfl/w"”"

QN T__—
« encontra um emparelhamento de tamanho kR +1em G; ou

e encontra uma decomposigdo em coroa de G.
o . -
A m;(réldc_\
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Lema da coroa

Lema (Lema da coroa)

Seja G um grafo sem vertices isolados e com pelo menos
3k + 1 vertices. Existe um algoritmo polinomial que:

« encontra um emparelhamento de tamanho kR +1em G; ou

- encontra uma decomposi¢do em coroa de G.

Aplicacao: Se um parametro k for limitante superior para a
cobertura por vértices, entao pode ser uma ferramenta para
encontrar um nucleo pequeno

Koienim

21



Lema da coroa

Lema (Lema da coroa)

Seja G um grafo sem vertices isolados e com pelo menos
3k + 1 vertices. Existe um algoritmo polinomial que:

« encontra um emparelhamento de tamanho kR +1em G; ou
« encontra uma decomposi¢ao em coroa de G.

Aplicacao: Se um parametro k for limitante superior para a
cobertura por vértices, entao pode ser uma ferramenta para
encontrar um nucleo pequeno

= iss0 &, se k for pequeno, entao também o tamanho da
cobertura minima.

21



Aplicagao: Cobertura por veértices

NUCLEO-VC(G, R):

1. Aplicamos VC.1 (removemos vértices isolados) ;

22



Aplicagao: Cobertura por veértices

NUCLEO-VC(G, R):

1. Aplicamos VC.1 (removemos vértices isolados) ;
2. Se |V| > 3k + 1, obtenha uma coroa (C,H,R

22



Aplicagao: Cobertura por veértices

NUCLEO-VC(G, R):

1. Aplicamos VC.1 (removemos vértices isolados) ;
2. Se |V| > 3k + 1, obtenha uma coroa (C, H, R)

21 Se ha um emparelhamento M, com |[M| =k +1:
[P = K 5E o
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Aplicagao: Cobertura por veértices

NUCLEO-VC(G, R):

1. Aplicamos VC.1 (removemos vértices isolados) ;
2. Se |V| > 3k + 1, obtenha uma coroa (C, H, R)

21 Se ha um emparelhamento M, com |[M| = R+ 1:
- responda nao;
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Aplicagao: Cobertura por veértices

NUCLEO-VC(G, R):

1. Aplicamos VC.1 (removemos vértices isolados) ;
2. Se |V| > 3k + 1, obtenha uma coroa (C, H, R)

21 Se ha um emparelhamento M, com |[M| = R+ 1:
- responda nao;

2.2 Senao:
- Faca (G,R) < (G — H,k — |H|);
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Aplicagao: Cobertura por veértices

NUCLEO-VC(G, R):

1. Aplicamos VC.1 (removemos vértices isolados) ;
2. Se |V| > 3k + 1, obtenha uma coroa (C, H, R)

21 Se ha um emparelhamento M, com |[M| = R+ 1:
- responda nao;

2.2 Senao:
- Faca (G,R) + (G — H,k —|H|);
- Volte ao passo 1

22



Aplicagao: Cobertura por veértices

NUCLEO-VC(G, R):

1. Aplicamos VC.1 (removemos vértices isolados) ;
2. Se |V| > 3k + 1, obtenha uma coroa (C, H, R)

21 Se ha um emparelhamento M, com |[M| = R+ 1:
- responda nao;
2.2 Senao:
- Faca (G,R) < (G — H,k — [H]|);
- Volte ao passo 1
.z
23 Devolva (G, R)

OK)
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Problema de satisfatibilidade maxima

Problema de satisfatibilidade maxima

Dada uma formula normal conjuntiva (CNF) F, e um inteiro R,
existe uma atribuicao de verdade nas variaveis que satisfaz
pelo menos k clausulas.

23



Problema de satisfatibilidade maxima

Problema de satisfatibilidade maxima

Dada uma formula normal conjuntiva (CNF) F, e um inteiro R,
existe uma atribuicao de verdade nas variaveis que satisfaz
pelo menos k clausulas.

Exemplo:

F= (Xo V X1) A (Xo \Y —\X1) VAN (—\Xo V X1 ﬂXo V —|X1)

- ﬂb\N\‘

— K=Y =7 /\/P\O 23



Aplicagao: Satisfatibilidade maxima

Vorr S
@M@> &(\4\ X\:—\K

Teorema
Satisf&tipflidade ima admite um ndcleo com no ?axg/no
dveis e lausulas.
(fvasd PR VI &
V4 F \Va

= v
DS & & 2

;ojv,“ 5)5"‘7(‘/)'&“’) S
V]2 1F| =2 iz
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Lema do Girassol




Girassol

Definicao (Girassol)

Um girassol com k pétalas e centro (niicleo) Y &€ uma colecao
de conjuntos Sy, ..., Sy, tais que:



Definicao (Girassol)

Um girassol com k pétalas e centro (niicleo) Y &€ uma colecao
de conjuntos Sy, ..., Sy, tais que:

* SiNS; =Y paratodoi # j;
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Definicao (Girassol)

Um girassol com k pétalas e centro (niicleo) Y &€ uma colecao
de conjuntos Sy, ..., Sy, tais que: =3

* SiNS; =Y paratodoi # j; —

* Si\Y#0paratodoi [ A 5{;{;7‘ ’?\ Loda /{3

3.5
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Lema do girassol

Lema

Qema do girasso})Seja A uma familia de conjuntos
(possivelmente com duplicatas) sobre um universo U, tal que
todo conjunto em A tem cardinalidade d.
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Lema do girassol

Lema

Lema do girassol Seja A uma familia de conjuntos
(possivelmente com duplicatas) sobre um universo U, tal que
todo conjunto em A tem cardinalidade d.

Se |A| > di(k — 1),
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Lema do girassol

Lema

Lema do girassol Seja A uma familia de conjuntos
(possivelmente com duplicatas) sobre um universo U, tal que
todo conjunto em A tem cardinalidade d.

Sa|A| > d!(k — 1)9/ entdo A contém um girassol comR_

pétatas,gte-pode ser obtido em tempo polinomial em
|Al,|U| e k.

3 —_
BQOQMJ(\ - (G009 "”@
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Aplicagao: Problema da transversal minima

Problema da transversal minima

Dada uma familia de conjuntos .4 em universo U, tal que
cada conjunto tem tamanho no maximo d e inteiro
positivo k. 2 z¢ | grel-

)lrfpm'wf*é"‘\

}l} (P EC wen¥ 0 -
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Aplicagao: Problema da transversal minima

Problema da transversal minima

Dada uma familia de conjuntos .4 em universo U, tal que
cada conjunto tem tamanho no maximo d e inteiro
positivo k.

Existe um conjunto H C U de tamanho no maximo k?
9\/1/&( fo\ahp
QAM,\

__La(’os USYSUIY, 7 X

de A
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Aplicagao: Problema da transversal minima

Problema da transversal minima

Dada uma familia de conjuntos .4 em universo U, tal que
cada conjunto tem tamanho no maximo d e inteiro
positivo k.

Existe um conjunto H C U de tamanho no maximo k?

~

Observacao: O conjunto H &€ chamado de transversal.

28



Nicleo para transversal minima

Teorema

O problema da transversal minima admite um ndcleo com no
maéximo d!k9 conjuntos e d'k%. d? elementos.

R7 T ~ L
() bres 21K A
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Nicleo para transversal minima

Teorema

O problema da transversal minima admite um ndcleo com no
maximo d'kR? conjuntos e d'k? - d? elementos.

Reducao HS:1: Se existe girassol S = {Sq, ..., Sk} com centro Y,
entdo devolva (U', A’, R), onde

(L «\
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Nicleo para transversal minima

Teorema

O problema dg trgasversal minima admite um ndcleo com no
méximabdik? conjuntos e dIk? - d? elementos.

i

Reducdo HS.: Se existe girassol S = {Sq, ..., Spq} com centro ¥,
entdo devolva (U', A’, R), onde Py

{
. A::(A\S)U\Y;/ g
« U= Ugea X

ast abit
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