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Algoritmos eficientes e ineficientes

» Para varios problemas, vimos algoritmos rapidos:
> Ordenacdo: O(nlogn)
> Multiplicacdo de matrizes: O(n
» Caminho mais curto*: O(mE)
» Circuito euleriano: O(V +E)

2,72)

> Para outros, s6 conhecemos algoritmos lentos:

> Problema da mochila: O(2")
» Caminho mais longo*: O(m!2™E)
> Circuito hamiltoniano: O(2")

Como identificar algoritmos rapidos?

*m é o tamanho do caminho
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Um algoritmo é polinomial se o tempo de execucao for
limitado por O(nk) para alguma constante k.

> nesse caso, dizemos que ele é um algoritmo eficiente
> nao necessariamente é rapido na pratica

> mas exclui muitos dos algoritmos considerados lentos

the RAND Combinatorial Symposium during the summer of 1961. I am
indebted to many people, at the Symposium and at the National Bureau of
Standards, who have taken an interest in the matching problem. There has
been much animated discussion on possible versions of an algorithm.

2. Digression. An explanation is due on the use of the words “efficient
algorithm.” First, what I present is a conceptual description of an algorithm
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wever. my
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1. Introduction. A graph G for purposes here is a finite set of element:
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to join its end-points.
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Organizando os problemas

Por que se preocupar com isso?
» desconhecemos algoritmos rapidos para varios problemas
> acreditamos que nao ha algoritmos eficientes para eles

» queremos saber quais deles tém algoritmos polinomiais!

Antes vamos discutir:
1. como representar problemas?

2. como comparar problemas?

Respondemos essas perguntas da seguinte forma:
1. representamos problemas como linguagens formais

2. comparamos problemas com um tipo de reducao
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Problemas de decisao

Um problema de decisao é um problema em que a resposta de
cada elemento da entrada é sim ou nao.

S&o problemas de decisao:
» Dado um ndmero m, m é primo?

» Dadas as posicoes das pecas em um tabuleiro de xadrez,
o rei esta em xeque?

Nao sao problemas de decisao:

> soma, ordenagao, caminho minimo etc.

Por que estudar problemas de decisao?
> é mais simples estuda-los do que problemas em geral
> varias situacoes sdo postas como problemas de decisao

> as vezes, decidir se existe alguma solucao para um
problema em geral é tao dificil quanto encontra-la
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Problema de busca do ciclo hamiltoniano
» Entrada: um grafo G

» Solugdo: um ciclo em G que percorre todos vértices

Problema de decisao do ciclo hamiltoniano
» Entrada: um grafo G

» Pergunta: existe ciclo em G que percorre todos vértices?

Suponha que sabemos decidir em tempo polinomial
» como encontrar em tempo polinomial?

> descubra uma aresta por vez (exercicio)
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Problema do Caixeiro Viajante
» Entrada: grafo ponderado G
» Solugao: um ciclo hamiltoniano C

» Objetivo: minimizar o peso de C

Versao de decisao
» Entrada: grafo ponderado G, parametro k
» Solugédo: um ciclo hamiltoniano C

> Pergunta: existe ciclo C de peso no maximo k?

Suponha que sabemos decidir em tempo polinomial
» como determinar o valor 6timo em tempo polinomial?

> faca uma busca binaria (exercicio)
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Vamos classificar problemas de decisao nas classes:

P: podem ser resolvidos em tempo polinomial

NP: tém solucdes curtas que podem ser
verificadas em tempo polinomial

NP-dificil: pelo menos tao dificeis quanto quaisquer
outros problemas em NP

NP-completo: sao NP e NP-dificil
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Exemplos de problemas em P

Soma de elemento:
» Entrada: conjunto de nimeros S

> Pergunta: existe n € S talque n =)_,c5\(, m?

Conexidade:
» Entrada: grafo G
» Pergunta: o grafo é conexo?

Caminho minimo:
» Entrada: grafo ponderado G, vértices s e t e inteiro k
> Pergunta: existe caminho de s até t de peso no maximo k?

4-Coloracéo:
» Entrada: uma mapa de regides

> Pergunta: é possivel colorir as regidoes com até 4 cores de
forma que regioes adjacentes tenham cores distintas?
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Exemplos de problemas em NP-completo

Biparticao:
» Entrada: conjunto de nimeros S

> Pergunta: existe N C S talque ) .oy m =) cq\nm?

Ciclo hamiltoniano:
» Entrada: grafo G
» Pergunta: existe um ciclo hamiltoniano?

Caminho mais longo:
» Entrada: grafo ponderado G, vértices s e t e inteiro k
> Pergunta: existe caminho de s até t de peso no minimo k?

3-Coloracgéo:
» Entrada: uma mapa de regides

> Pergunta: é possivel colorir as regidoes com até 3 cores de
forma que regioes adjacentes tenham cores distintas?
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muitos outros...

E imprescindivel saber se nosso problema é NP-dificil!



Um problema de roteamento

Calcular as rotas dos caminhdes de entrega de uma
distribuidora de bebidas em Sao Paulo, minimizando a
distancia percorrida.




Um problema de empacotamento

Calcular o nimero minimo de contéineres para transportar um
conjunto de caixas com produtos.
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Algumas sutilezas

Ja sabemos
> que o problema do caminho mais curto esta em P

> que o problema da 4-coloracao estd em P

Mas ainda ndo sabemos
» o problema do caminho mais longo esta em P?

> o problema da 3-coloracao esta em P?

Parecem perguntas bem diferentes
> mas as duas tém respostas idénticas
> responder sim é o mesmo que dizer P = NP

> mas conjecturamos que a resposta é nao!
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Possivel configuracao

NP-dificil

NP-completo

A, M |
P
Polinomiais

No restante do curso, queremos entender essa figural

NP
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Evidéncias para essa configuracao

Por que acreditamos que nao ha algoritmo rapido para
problemas NP-dificeis?

>

demonstrou-se que um problema é NP-completo pela
primeira vez na década de 1970 (Cook-Levin)

bem antes, varios desses problemas ja eram estudados
desde entao, mostrou-se que indmeros problemas
importantes também sao NP-completos ou NP-dificeis
varios pesquisadores estudaram seus problemas
NP-completos preferidos, mas ninguém descobriu
qualquer algoritmo polinomial

basta que um problema NP-dificil tenha algoritmo de

tempo polinomial para que todos problemas em NP
tenham algoritmos de tempo polinomial
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Se sabemos que um problema é NP-dificil, podemos
concentrar os recursos em busca de

> algoritmos para instancias pequenas
algoritmos que obtém solucoes aproximadas
algoritmos eficientes exatos, mas para casos particulares

algoritmos e métodos heuristicos

vV vyy

etc.

Antes, queremos identificar que problemas sao NP-dificeis
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Linguagens formais

Alguns termos:

» um alfabeto Y é um conjunto finito de simbolos
» uma palavra é uma sequéncia finita de simbolos de ¥

> o conjunto de todas as palavras é denotado por 3%,
que inclui a sequéncia vazia, ¢

Uma linguagem formal sobre 3 é um subconjunto L C ¥,

> alinguagemvaziaél =0
» uma finita é F = {banana, uva, pera} sobre ¥ = {a, b, ..., z}
» umainfinitaé P =1{2,3,7,11,...} sobre > ={0,1,...,9}
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» um bit O ou 1 representa a resposta da pergunta

A linguagem correspondente a um problema de decisdo Q é o
conjunto de instancias L com resposta sim, isso é,
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» identificamos um problema Q com sua linguagem L
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Uma codificacao é o mapeamento utilizado para representar
um objeto como uma palavra de ¥*.

» dado um objeto A, sua codificacdo é denotada por (A)

Problema do caminho minimo

PATH = {{G,u,v,k) : G éum grafo,
u,v sao vérticesde G e
k é um inteiro tais que
existe caminho de u até vem G
de tamanho no maximo k}
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O tamanho de uma instéancia x € {0, 1}* € o nimero de bits de x.
> denotamos o tamanho de x por n = |x|
> para um objeto de alto nivel A, temos n = [(A)|

> precisamos tomar cuidado com a codificacao

Considere a linguagem PARES = {(k) : k é par}

» em unario

»> representamos 100 como 1111111...1111111
> nesse caso, o tamanho é n = [(k)| = O(k)

> em binario

> representamos 100 como 1100100

> nesse caso, o tamanho é n = (k)| = [log, k1= O (logk)
> em ternario, quaternario etc.

> também, o tamanho é n = [(k)| = [log, k] = O (logk)
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Considere um algoritmo A e uma entrada x € {0, 1}*
> pode ser que A termina ao receber x e devolve A(x)
> pode ser que A termina ao receber x e devolve A(x)

> pode ser que A nao termina ao receber x

Um algoritmo A aceita uma linguagem L se

L={xe{0,1}' : A(x)=1}.

Um algoritmo A decide L se para todo x € {0, 1}*:
> sexel,entdo A(x) =1 (A aceita x)
> sex¢l,entdo A(x) =0 (A rejeita x)

Linguagem aceita

1
0
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Definicao

A classe P é o conjunto de linguagens L C {0, 1} para as quais
existe algoritmo A que decide L em tempo polinomial.

Em outras palavras, se L € P, entao
1. existe algoritmo A(x) que decide L

2. esse algoritmo executa em tempo polinomial em |x]|
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Aceita e decide em tempo polinomial

Teorema

P={L C{0,1}: L é aceita por um algoritmo polinomial}

Demonstracao:

C > considereL €P

por definicao de P, existe um algoritmo que decide L
logo, também existe um algoritmo que aceita L
suponha que L é aceita por um algoritmo polinomial A

o tempo do algoritmo é n*, para alguma constante k
construa um algoritmo A’ para uma entrada x:

U
vVvyvy Vvyy

1. simule o algoritmo A executando no maximo nk passos
2. se A aceitou x, entao responda sim
3. se A rejeitou x ou ndo terminou, entao responda nao

> observe que o algoritmo A’ decide L em tempo polinomial
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Certificado

Considere uma linguagem L

>

vV v.yYvyy

tome uma instancia x do problema correspondente
queremos encontrar uma sequéncia de bits y € {0, 1}
de forma que verificar y permite concluir que x € L
normalmente y é a codificacdo de uma solucdo para x

chamamos y de certificado para x

Certificado para PATH

> tome uma instancia x = (G, u, v, k) de PATH

>

1. se x é sim, existe caminho P de u a v com até k arestas
2. se x é ndo, nao existe caminho de u a v com até k arestas

no primeiro caso, y = (P) é um certificado de que x € PATH
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recebe uma instancia x e um sequéncia de bits y tal que

> se x € L, ele devolve sim para algum certificado y
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3. se P ndo sai de u e chega em v, devolva nao
4.

senao devolva sim



Um verificador para uma linguagem L é um algoritmo que
recebe uma instancia x e um sequéncia de bits y tal que

> se x € L, ele devolve sim para algum certificado y

> se x ¢ L, ele devolve nao independentemente de y

VERIFICA-PATH((G, u, v, k), (P))

[y

se (P) ndo é codificacao de um caminho de G, devolva ndo

2. se P tem mais que k arestas, devolva nao
3.
4

. senao devolva sim

se P nao sai de u e chega em v, devolva nao

normalmente, omitimos o passo que valida a codificacao
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Tempo de verificacao

Queremos executar o verificador em tempo polinomial:
1. otempo do verificador deve ser polinomial em x| e |y]

2. otamanho do certificado |y| deve ser polinomial em |x|

Por qué?
» queremos diferenciar as tarefas de decidir e verificar
» para certos problemas, decidir uma instancia é dificil
> mas pode ser que verificar uma solucao seja facil

> veremos um exemplo em seguida
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Ciclo hamiltoniano

Um ciclo hamiltoniano em um grafo G é um ciclo que passa
por todos os vértices.

» se houver esse ciclo, dizemos que G é hamiltoniano

Exemplo

Problema do ciclo hamiltoniano

HAM-CYCLE = {(G) : G é um grafo hamiltoniano }

Escolhas para certificado
» um ciclo hamiltoniano de G ou

> uma sequéncia de vértices de G



Exemplo de ciclo hamiltoniano

O grafo da direita ndo tem ciclo hamiltoniano!
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Chutando um ciclo hamiltoniano

Podemos decidir se ha um ciclo hamiltoniano:
> o algoritmo trivial gasta tempo O(V!)
> os melhores algoritmos tém tempo O(n?2")

> esses algoritmos sao deterministicos

Mas se sortearmos um ciclo C:
» ¢ facil verificar se ele é hamiltoniano em tempo linear
> basta sortear uma sequéncia S de |V/| vértices

> o sorteio do ciclo é um processo nao deterministico
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Verificando um ciclo

VeriFicae-HAM-CicLo((G),(S))
1. se S nao contém todos os vértices de G, devolva nao

2. facan <« |S|e S[n+ 1] « S[1]
3. paracadai=1,2,...,|S|:

> sejau <« Slilev <« S[i+1]
> se (u,v) ndo é aresta de G, devolva nao

4. devolva sim
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Linguagem verificada

Um algoritmo V verifica uma linguagem L se

L ={xe{0,1}" : existe y €{0,1}" tal que V(x,y) =1}

Em outras palavras,
1. se x € L, entdo existe certificado y tal que V(x,y) =1

2. se x ¢ L, entdo nao existe certificado y tal que V(x,y) =1
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Dado problema L, devemos seguir esses passos:
1. identifique um certificado de tamanho polinomial para L
2. construa um algoritmo verificador V(x,y) polinomial
3. demonstre que:

> se x €L, entdo existe y tal que V(x,y) =1
> xe x ¢ L, entdo para qualquer y, vale V(x,y) =0

Exemplos:
» VERIFICA-PATH é um verificador para PATH

» VEerIFicA-HAM-CicLo é um verificador para HAM-CYCLE

Portanto, PATH e HAM-CYCLE estao em NP.
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>
>

exite algoritmo A que decide L

vamos construir um verificador para L

VERIFICAL (X, y):
1. devolva A(x)

o verificador sé precisa ignorar o argumento y
podemos escolher qualquer certificado (e.g. y = ¢)

analisamos:

> sexel,entdo A(x) =1, dai VERIFICAL(x,¢) = 1
> sex¢L,entdo A(x) =0, dai VErIFicaL(x,y) = O para todo y
im

assim L € NP e concluimos que P C NP
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O problema complementar

Dada uma linguagem L, o seu complementar é L = {0,1}"\ L.
» [ éo conjunto de instancias de L com resposta nao

> exemplo:

HAM-CYCLE = {{G) : G possui ciclo hamiltoniano}
HAM-CYCLE = {{G) : G ndo possui ciclo hamiltoniano}

A classe complementar de NP € o conjunto de linguagens
co-NP={L C¥*:L e NP}
Exemplos:
» HAM-CYCLE € co-NP
> P C co-NP
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Outro exemplo: tautologia

O conjunto co-NP é contém as linguagens que possuem um
certificado curto para a resposta nao.

Tautologia

Dada uma férmula booleana com um conjunto de n variaveis e
operadores A, V, — etc, ela é verdadeira para toda atribuicao
de variaveis?

> pV-p, ((zAy)V—=xV(xA-y))V(-zAy) sdotautologias

> p, (-yVx)A(yV-x) ndosdo tautologias

» certificado curto para instancias ndao: x =0,y =1

» nao conhecemos certificado curto para instancias sim



NP-completude



Resumo das classes até agora

P={L C ¥* :hé& algoritmo que decide L em tempo polinomial}
NP = {L C ¥* :h& algoritmo que verifica L em tempo polinomial}

co-NP= {L C ¥* :ha algoritmo que verifica L em tempo polinomial}



Classes de complexidade

Possiveis configuracoes dessas classes:

NP = NP = co-NP
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Refletindo sobre o que vimos

Vimos alguns exemplos de problemas que
» podemos decidir em tempo polinomial: PATH

> s6 sabemos verificar em tempo polinomial: HAM-CYCLE

Por que nao conhecemos algoritmo rapido para HAM-CYCLE?
> serd que HAM-CYCLE é mais dificil do que PATH?
» ou que HAM-CYCLE é mais dificil que qualquer um em P?

Vamos mostrar que HAM-CYCLE é NP-dificil
> nao sabemos se é mais dificil do que algum problema P

» mas é pelo menos tao dificil quanto qualquer problema NP



Como comparar problemas?

A ferramenta adequada para comparar problemas sao as
reducoes

fi(n)

TI

B
S 75 ég

fa(n)
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Reducodes de Karp

Estamos interessados em reducdes em que:
1. atransformacao de entrada 7, leva tempo polinomial

2. nao ha transformacgao de saida s

Reducao de Karp

A linguagem L; é redutivel em tempo polinomial para L, se
> existe algoritmo f: {0, 1} — {0, 1},
> f(x) leva tempo polinomial em |x],

> x €L, se e somente se f(x) € L,.

> escrevemos Lq <, L,

» dizemos que f reduz L1 para L,
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Reducoes de tempo polinomial

Teorema

Considere linguagens Ly, L, C {0, 1}" tais que L; <, L.
Sel, eP,entdao L; €P.
Demonstracao:
» suponha que L, €P
seja A> um algoritmo que decide L, em tempo polinomial
seja f um algoritmo polinomial que reduz L; a L,

crie um algoritmo A; fazendo A (x) = A, (f(x))

vy vyvyy

ja que f é uma reducao, obtemos:
> sexely,entdof(x)ely,eAxf(x))=1,daiAj(x)=1
> sex¢Lq,entdof(x) &L, eAs(f(x))=0,dai A;(x) =0

> assim, A; decide L1 em tempo polinomial
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Classe NP-completo

A classe NP-completo é o conjunto de linguagens L C {0, 1}* tais que:

1. L eNP
2. L'}, L paratodo L" € NP

> se apenas 2 for satisfeita, dizemos que L é NP-dificil
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Condicao para NP = NP

Teorema

Se existe algoritmo que decide L € NP-completo em tempo
polinomial, entao P = NP.

Demonstracao:
> suponha que existe L € PN NP-completo
> como L € NP-completo, para toda L’ € NP, temos L' <, L
» mas como L € P, issoimplica L’ € P pelo teorema anterior
> entao NP C P e, portanto, NP =P

Teorema

Se existe problema L € NP tal que L ¢ P, entao para todo
NP-completo NP = 0.

» exercicio
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Como acreditamos que é a relacdo das classes:

NP-completo
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A classe NP-completo nao é vazia

Mas sera que a classe NP-completo é vazia?
> Cook e Levin responderam que nao (independentemente)

» eles mostraram que SAT € NP-completo

Teorema de Cook—Levin

SAT é NP-completo.

> SAT é o problema da satisfatibilidade
» nao vamos demonstrar esse teorema

> mas veremos um rascunho para um problema parecido
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Satisfatibilidade

Considere uma férmula booleana

> contém um conjuntos de variaveis booleanas

> ¢é escrita usando os seguintes operadores

1.

ik WwN

negacao ()
conjuncao (A)
disjuncao (V)
implicacao (—)
equivaléncia (<)

Problema da satisfatibilidade (SAT)

» Entrada: uma férmula booleana

> Pergunta: existe atribuicao de varidveis booleana para a
qual a avaliacdo da férmula é verdadeira?



Tabela de operadores

Tabela verdade dos operadores

al|lbij -~alaAnb|aVb|a—b|aeb
F|F V F F V \%
FlV Vv F V V F
V| F F F \% F F
V|V F Vv V Vv V
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Formula satisfazivel

Uma formula é satisfazivel se houver atribuicao das variaveis
para a qual a avaliacao é verdadeira.

Exemplo:
> formula: f = ((x;1 = x2) V =((—=x1 © x3) V x4)) A =x2
> atribuicao: x; =0, xo =0, x3=1, x4 =1

> avaliacao:

(0—-0)V-((-0-1)Vv1))A-0
-(1e 1)V ))/\1

(1v ))

) A

(
(1v
(1v
(1v

o |



Formula satisfazivel

Uma formula é satisfazivel se houver atribuicao das variaveis
para a qual a avaliacao é verdadeira.

Exemplo:
> formula: f = ((x;1 = x2) V =((—=x1 © x3) V x4)) A =x2
> atribuicao: x; =0, xo =0, x3=1, x4 =1

> avaliacao:

f=((0—->0)V-((-0-1)Vv1)A-0
=(1lv-((1le1)vi)Aal
=(1v=(lvl))al
=(1vo)al
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Satisfatibilidade

SAT = {{f) : f € uma férmula booleana satisfazivel}
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E facil verificar

Lema

SAT é NP.

Escrevemos um algoritmo verificador:

VERIFICA-SAT ((f),(y))
1. se f(y) =1, devolva sim

2. senao, devolva ndo

Observe que o algoritmo verifica SAT em tempo polinomial:

1. » se(f) € SAT, entao f é satisfazivel
dai, existe atribuicao y das varidveis que faz f verdadeira
e VERIFICA-SAT((f),(y)) devolve sim

suponha VERIFICA-SAT ((f), (y)) devolve sim
entdo y é uma atribuicao verdadeira para a férmula
dai f é satisfazivel e (f) € SAT

N
vVvyvyVvyy



NP-completude

» Um esquema do teorema de Cook-Levin
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Circuito légico

Considere um circuito logico

> contém n fios de entrada

» ¢é formado combinando portas légicas
> NOT ()
> AND (A)
> OR (V)

> a saida do circuito é dada por um fio
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Satisfatibilidade de circuito

» Uma atribuicao de um circuito € uma atribuicao de um bit
0 ou 1 para cada fio de entrada.

» Um circuito é satisfazivel se ele possuir uma atribuicao
que resulta em bit 1 no fio de saida.

Problema da satisfatibilidade de circuito (C-SAT)
» Entrada: um circuito légico

» Pergunta: o circuito é satisfazivel?



Exemplo de circuito

Hlah<
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Linguagem correspondente

A linguagem C-SAT contém circuitos loégicos satisfativeis.

Satisfatibilidade de circuito

C-SAT = {{C) : C é um circuito légico satisfazivel}

H& um algoritmo simples de tempo O(2"(n + m))
> n é ondmero de fios de entrada

> m é o nimero de ligacdes entre portas

C-SAT é NP.

> analogo a demonstracao de que SAT € NP (exercicio)
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Reducao de NP para circuitos

Queremos mostrar que C-SAT é NP-completo.

> falta mostrar entdo que C-SAT é NP-dificil

> queremos que para todo Q € NP, tenhamos Q <, C-SAT
Nosso objetivo é projetar uma reducao polinomial F:

> Entrada: instancia x € {0,1}" de Q

> Saida: circuito F(x) tal que

x€Q seesomentese F(x)e C-SAT
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C-SAT é NP-dificil.

>
>
>
>

considere um problema arbitrario Q € NP
existe um algoritmo verificador polinomial A para Q
dada instancia x de Q, criaremos instancia F(x) de C-SAT

o algoritmo verificador de Q recebe duas strings, x e y:

> aentrada x tem tamanho |x| = n
> o certificado y tem tamanho |y| = n*’, para k’ constante

v

relembre que A leva tempo polinomial em |x| e |y|
> assim, ele executa até n” passos, para k constante

> aideia é montar um circuito que simula n* passos de A
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Continuacao da prova

O algoritmo A pode ser implementado por um computador de
circuitos logicos.

(o) (o

» mas os circuitos tém retroalimentacao

> apdbs executar uma instrucao, a memoria é modificada
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> cada instrucao executada pelo algoritmo A

> comeca em um estado de meméria, PC e controle
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» criamos n* copias da maquina, uma para cada instrugao:
1. o estado de entrada da primeira maquina corresponde ao
estado inicial da execugao do algoritmo
2. asaida de uma instrugcao correspondente a uma cépia
modifica o estado de entrada da cépia seguinte
3. asaida do circuito é a saida de uma conjungao (porta V)
ligando os bits correspondentes a C
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O circuito construido tem tamanho polinomial.
» o tamanho da maquina, controle, PC e A independem de x
> a memobria, y e x tém tamanho polinomial em |x|

k

> fazemos apenas n” codpias da maquina

Fios de entrada e de saida
> todo circuito é fixo e pode ser construido a partir de x
» ha um fio de entrada para cada bit do certificado y

» o fio de saida vale 1 se algum campo C foi mudado para 1

Como a reducao levou tempo polinomial, falta mostrar apenas
que x € Q se e somente se F(x) € C-SAT.
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1. Suponha que x € Q
> entdo ha certificado y tal que A(x,y) =1
> forneca y como entrada para o circuito F(x)
> entao alguma cdédpia da maquina muda C para 1
> asaida do circuito sera 1
2. Suponha que x ¢ Q
> entdo A(x,y) =0 para todo y
> forneca entrada y arbitraria para o circuito f(x)

» assim o campo C de cada cépia nunca muda para 1
> portanto a saida do circuito sera 0

Teorema

C-SAT é NP-completo.
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Que outros problemas sao NP-dificeis?

Ja sabemos que C-SAT é NP-completo
» como descobrir se outro problema Q é NP-dificil?

» temos duas possibilidades:

1. mostrar que L <, Q para todo problema L € NP
2. mostrar que L <, Q para algum problema L € NP-dificil

Normalmente usamos a segunda opcao
» basta reduzir um problema NP-dificil para o problema Q
» ou seja, mostramos que Q é tao dificil quanto um NP-dificil

» esse problema NP-dificil pode ser C-SAT, por exemplo
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NP-completude via reducao

Teorema

Considere uma linguagem Q e seja L € NP-dificil.

Se L <, Q, entdo L & NP-dificil.

Demonstragao:
» como L é NP-dificil, para todo L" € NP temos L' <, L
> assimL’'<,Lel<,Q,oqueimplical’<, Q
» portanto L é NP-dificil

Se além disso Q € NP, entao Q é NP-completo.
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Relembrando: considere uma féormula booleana

> contém um conjuntos de variaveis booleanas

> ¢é escrita usando os seguintes operadores

1.

negacao (—)

2. conjunc¢ao (A)
3.
4
5

disjuncao (V)

. implicacao (—)
. equivaléncia (<)

Satisfatibilidade

SAT = {{f) : f é uma férmula booleana satisfazivel}
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SAT é NP-dificil.

» vamos reduzir C-SAT para SAT

» dado circuito ¢, vamos criar uma férmula f tal que:

(c) € C-SAT se e somente se (f) € SAT

> iremos criar uma variavel x; para cada fio do circuito
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2. Suponha que f é satisfazivel
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fornece os valores de x; para os fios de entrada

como f é uma conjuncao, todas equivaléncias valem 1
assim, cada porta légica é consistente com a equivaléncia
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Satisfatibilidade é NP-completo

Teorema

SAT é NP-completo.

Demonstracao:
> j4 sabemos que SAT € NP
> e olema anterior diz que SAT € NP-dificil
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Forma normal conjuntiva

Uma férmula esta na forma normal conjuntiva (CNF) se:
1. ela é uma conjuncgao (A) de clausulas
2. cada clausula é uma disjuncao (V) de literais

3. um literal é uma variavel ou sua negacao (—)
Se cada clausula tiver exatamente trés literais, ela é dita 3CNF.
Exemplos:

> aformula (x; V x3) A (=x1) V(x> A =x3) nao é CNF
> aférmula (x1) A (=x1 Vx3) A (xo V=x3) é CNF



Forma normal conjuntiva

Uma férmula esta na forma normal conjuntiva (CNF) se:
1. ela é uma conjuncgao (A) de clausulas
2. cada clausula é uma disjuncao (V) de literais

3. um literal é uma variavel ou sua negacao (—)

Se cada clausula tiver exatamente trés literais, ela é dita 3CNF.

Exemplos:
> aférmula (x1 V x3) A (=x1) V (x2 A =x3) nao é CNF
> aformula (x1) A (=x1 V x3) A (X2 V =x3) € CNF
> aformula (x; V—=xo V x3) A (X V=x3Vxg) € 3CNF
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Satisfatibilidade 3CNF

3CNF-SAT = {{f) : f é uma férmula 3CNF satisfazivel}

» observe que 3CNF-SAT é um subconjunto de SAT

> dizemos que 3CNF-SAT é um caso particular

3CNF-SAT é NP.

» verificamos se a entrada é uma féormula 3CNF

> depois utilizamos um verificador para SAT
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Satisfatibilidade 3CNF é NP-dificil

Lema

3CNF-SAT é NP-dificil.

Vamos fazer uma redugao do SAT para o 3CNF-SAT.
> considere uma férmula booleana arbitraria f;
> vamos criar em tempo polinomial uma férmula 3CNF f5

> queremos que

(f1) € SAT se e somente se (f>) € 3CNF-SAT

Faremos isso em trés etapas
1. mudar f; para conjuncao de clausulas com até 3 variaveis
2. transformar cada clausula em disjuncao de literais

3. garantir que cada clausula tenha exatamente 3 literais
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Construindo clausulas

Como separar a férmula f; em clausulas?
> note que cada operag¢ao tem no maximo dois operandos

> vamos construir uma arvore binaria de avaliacao:

1. cada operador da férmula corresponde a um né da arvore
2. os filhos de um né correspondem aos operando
3. cada né é associado a uma nova variavel booleana
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Arvore de avaliacao

Exemplo:

fi = ((x1 = x2) V=((=x1 © x3) V x4)) A =x2

¥i
¥2 \
—|X2
Y4
¥s

Y6

X1 X3

y3

N



Construindo clausulas (cont)

Podemos interpretar a arvore como um circuito



Construindo clausulas (cont)

Podemos interpretar a arvore como um circuito
> analogo a reducao de C-SAT para SAT



Construindo clausulas (cont)

Podemos interpretar a arvore como um circuito
> analogo a reducao de C-SAT para SAT
> cada “fio” corresponde a uma variavel booleana



Construindo clausulas (cont)

Podemos interpretar a arvore como um circuito
> analogo a reducao de C-SAT para SAT
> cada “fio” corresponde a uma variavel booleana
> avariavel de um né corresponde a avaliacao do né



Construindo clausulas (cont)

Podemos interpretar a arvore como um circuito
> analogo a reducao de C-SAT para SAT
> cada “fio” corresponde a uma variavel booleana

> avariavel de um né corresponde a avaliacao do né
> primeiro avaliamos os noés filhos



Construindo clausulas (cont)

Podemos interpretar a arvore como um circuito
> analogo a reducao de C-SAT para SAT
> cada “fio” corresponde a uma variavel booleana
> avariavel de um né corresponde a avaliacao do né
> primeiro avaliamos os noés filhos
» depois aplicamos a operacao



Construindo clausulas (cont)

Podemos interpretar a arvore como um circuito
> analogo a reducao de C-SAT para SAT
> cada “fio” corresponde a uma variavel booleana
> avariavel de um né corresponde a avaliacao do né
> primeiro avaliamos os noés filhos
» depois aplicamos a operacao
» o saida corresponde a variavel do né raiz



Construindo clausulas (cont)

Podemos interpretar a arvore como um circuito
> analogo a reducao de C-SAT para SAT
> cada “fio” corresponde a uma variavel booleana
> avariavel de um né corresponde a avaliacao do né
> primeiro avaliamos os noés filhos
» depois aplicamos a operacao
» o saida corresponde a variavel do né raiz

Y1
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Podemos interpretar a arvore como um circuito
> analogo a reducao de C-SAT para SAT
> cada “fio” corresponde a uma variavel booleana
> avariavel de um né corresponde a avaliacao do né
> primeiro avaliamos os noés filhos
» depois aplicamos a operacao
» o saida corresponde a variavel do né raiz

Y1

f'=y1A(y1 e (y2A=x2))
. o Ay2 < (¥3Vys))
3 9 /\(Y3H(X1 _)XZ))
x1/ \X2 @5 A(ya < (ys))
y6d>\ A(ys < (Y6 V xa))
Q ; A (Y & (~x1 © x3))
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Construindo clausulas (cont)

A transformacao é polinomial

>

vV v.yYvyy

cada operador é binario ou unario

assim, cada clausula tera 2 ou 3 variaveis

o numero de operadores é linear no tamanho de f
assim f’ tem tamanho polinomial em [{f7)]

e também pode ser criada em tempo polinomial

A nova férmula é equivalente

>
>

note que f’ é satisfazivel sse f é satisfazivel

o argumento é analogo ao da reducao de C-SAT
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Como transformar f’ em CNF?
> aférmula f’' ja é uma conjuncao

> falta transformar cada clausula em uma disjuncao

Transformando uma clausula em disjuncao
1. tome cada clausula c de f’
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Transformando em CNF

Como transformar f’ em CNF?
> aférmula f’' ja é uma conjuncao

> falta transformar cada clausula em uma disjuncao

Transformando uma clausula em disjuncao
1. tome cada clausula c de f’
2. construa a tabela verdade de ¢
3. construa uma disjuncao correspondente aos valores 0
4

. negue e aplique a regra de De Morgan
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Exemplo de transformacao de clausula

1. considere uma clausula (y; < (y> A =x2)

2. construa a tabela verdade

yi | y2 | x2 || b1 e 2A-x2)
1 1 1 0

1 1 0 1

1 0 1 0

1 0 0 0

0 1 1 1

0 1 0 0

0 0 1 1

0 0 0 1

3. construa uma disjungao correspondente aos valores O:
(1 AY2AX) V(Y1 A=y2 AX2) V(y1 A—y2 A=x2) V(21 Ay A=x)
4. negue e aplique a regra de De Morgan:

(1 Ay2AX2) V(Y1 A2 Ax2) V(y1 Amy2 A=x2) V (my1 Ayz A-xz))



Exemplo de transformacao de clausula

1. considere uma clausula (y; < (y> A =x2)

2. construa a tabela verdade

yi | y2 | x2 || b1 e 2A-x2)
1 1 1 0

1 1 0 1

1 0 1 0

1 0 0 0

0 1 1 1

0 1 0 0

0 0 1 1

0 0 0 1

3. construa uma disjungao correspondente aos valores O:
(1 AY2A%) V(Y1 A=y2 AX2) V(y1 Amya A=x2) V (my1 Ay2 A-x2)
4. negue e aplique a regra de De Morgan:
(1 Ay2 Ax2) V(y1 Amy2 Ax2) V(y1 A=y2 A=x2) V (my1 Ay2 A-x2))
= (w1 Vy2V ) A(my1 Vy2 V-x2) A(=y1 Vy2 Vx) Aly1 Vw2 V x2)
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Transformando em CNF (cont)

A transformacao é polinomial
> repetimos esse processo para cada clausula de ’
> isso resulta em uma nova férmula 1
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Transformando em CNF (cont)

A transformacao é polinomial
> repetimos esse processo para cada clausula de ’
> isso resulta em uma nova férmula 1
» relembre que clausula tem no maximo 3 variaveis
> dai a tabela verdade tem no maximo 8 linhas
> portanto f” tem tamanho polinomial no tamanho de f’

A nova férmula é equivalente
> cada clausula é trocada por uma subférmula equivalente

> entdo a férmula completa f” é equivalente a formula
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Transformando em 3CNF

Como transformar f” em 3CNF?
> aféormula f” ja é CNF
» cada cldusula tem um, dois ou trés literais

> falta completar clausulas pequenas

Analisamos cada clausula

1. trocamos clausula com dois literais (1, V [5) por
(LVELVP)A(LL VIV =p)
2. trocamos clausulas com um literal ([;) por

(LvpVva)A(lLVpV=g)A(lLV=pVg)A(lyV-pV-q)



Transformando em 3CNF

Como transformar f” em 3CNF?
> aféormula f” ja é CNF
» cada cldusula tem um, dois ou trés literais

> falta completar clausulas pequenas

Analisamos cada clausula

1. trocamos clausula com dois literais (1, V [5) por
(Lvivp)A(lLVIEV-p)
2. trocamos clausulas com um literal ([;) por
(LvpVva)A(lLVpV=g)A(lLV=pVg)A(lyV-pV-q)

Os valores das novas férmulas independem de p e q.
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>

>
>
>

apés a transformacao, obtemos uma férmula 3CNF £,
adicionamos no maximo mais duas novas variaveis
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>
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Transformando em 3CNF (cont)

A transformacao é polinomial
> apbs a transformacao, obtemos uma férmula 3CNF 1>
> adicionamos no maximo mais duas novas variaveis
> e para cada clausula, adicionamos no maximo outras trés
>

portanto f> tem tamanho polinomial no tamanho de

A nova férmula é equivalente
» cada clausula é trocada por uma subférmula equivalente

> entdo a féormula completa f> é equivalente a formula
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Reducao
» de uma férmula f; obtivemos uma férmula f>
> as transformacoes sao polinomiais no tamanho de f;
> f; ésatisfazivel se e somente se f> é satisfazivel
> concluimos que SAT <, 3CNF-SAT

Portanto, 3CNF-SAT é NP-dificil.



Demonstrando NP-completude

» Clique



Uma clique de um grafo nao direcionado G = (V,E) é um
conjunto de vértices V' C V de forma que quaisquer dois
vértices nesse conjunto estejam conectados.
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Clique

Uma clique de um grafo ndo direcionado G = (V,E) é um
conjunto de vértices V' C V de forma que quaisquer dois
vértices nesse conjunto estejam conectados.

Problema da clique maxima
> ¢é atarefa de achar uma clique de maior cardinalidade

> aversao de decisao é saber se ha clique de tamanho k

Clique maxima

CLIQUE = {{G, k) : G é um grafo com clique de tamanho k}



Clique é NP
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Demonstracao

» exercicio
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CLIQUE é NP-dificil.

» reduziremos 3CNF-SAT para CLIQUE
» dada férmula f com k clausulas, criamos um grafo G

» G tera clique de tamanho k sse f for satisfazivel

Reducao
> sejaf=C; ACoA... ACp uma féormula 3CNF
cada clausula C; de f possui trés literais [], [} e [}
para cada clausula C;, construimos 3 vértices vi, vg e vé

consideramos outra clausula C; com vértices v}, v e v}
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havera aresta entre v, e v, se os literais sdo consistentes



Clique é NP-dificil

CLIQUE é NP-dificil.

» reduziremos 3CNF-SAT para CLIQUE
» dada férmula f com k clausulas, criamos um grafo G

» G tera clique de tamanho k sse f for satisfazivel

Reducao
> sejaf=C; ACoA... ACp uma féormula 3CNF
cada clausula C; de f possui trés literais [], [} e [}
para cada clausula C;, construimos 3 vértices vi, vé e vé

>

>

> consideramos outra clausula C; com vértices Vji' v’2 e v’3
> havera aresta entre vj'( e vj, se os literais sao consistentes
>

ou seja, se o literal lX" nao & negacao do literal li



Exemplo de reducao

X1 \/—|X2 VX3

X1 X X

O

X2 X4 X3

X> V —xg V X3



Demonstracao
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A reducao leva tempo polinomial
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A reducao leva tempo polinomial

» para cada clausula, construimos trés vértices

» o numero de arestas o polinomial no nimero de vértices

» adicionar cada aresta leva tempo constante

A instancia reduzida é equivalente

1. Suponha que f é satisfazivel

>

vvyyvyy

assim cada clausula tem valor 1

para cada clausula, escolha um literal com valor 1

cada dois vértices escolhidos tém literais consistentes

do contrério, algum deles teria valor O

entao, os vértices escolhidos sdo uma clique de tamanho k



Demonstracao (cont)
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> cada vértice na clique vem de uma clausula distinta
> cada par de vértices tém literais consistentes
> entao cada variavel correspondente a um vértice:
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2.2 ousob aparece como literal negado

> isso induz uma atribuicao de variaveis
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2. Suponha que o grafo tem uma clique de tamanho k

> cada vértice na clique vem de uma clausula distinta
> cada par de vértices tém literais consistentes
> entao cada variavel correspondente a um vértice:
2.1 ousé aparece como literal ndo negado
2.2 ousob aparece como literal negado
> isso induz uma atribuicao de variaveis

2.1 x; =1 se xj ndao aparece negado
2.2 x; = 0 se x; aparece negado



Demonstracao (cont)

2. Suponha que o grafo tem uma clique de tamanho k

>
>
>

cada vértice na clique vem de uma clausula distinta
cada par de vértices tém literais consistentes
entdo cada variavel correspondente a um vértice:

2.1 ousé aparece como literal ndo negado

2.2 ousob aparece como literal negado
isso induz uma atribuicao de variaveis

2.1 x; =1 se xj ndao aparece negado

2.2 x; = 0 se x; aparece negado

essa atribuicao torna cada clausula verdadeira



Demonstracao (cont)

2. Suponha que o grafo tem uma clique de tamanho k

>
>
>

cada vértice na clique vem de uma clausula distinta
cada par de vértices tém literais consistentes
entdo cada variavel correspondente a um vértice:
2.1 ousé aparece como literal ndo negado
2.2 ousob aparece como literal negado
isso induz uma atribuicao de variaveis
2.1 x; =1 se xj ndao aparece negado
2.2 x; = 0 se x; aparece negado
essa atribuicao torna cada clausula verdadeira
portanto, f é satisfazivel



Demonstrando NP-completude

» Cobertura por vértices
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direcionado G = (V, E) é um subconjunto de vértices V' C V tal
que qualquer aresta do grafo é incidente a pelo menos um
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Cobertura por vértices

Uma cobertura por vértice (vertex cover) de um grafo nao
direcionado G = (V, E) é um subconjunto de vértices V' C V tal
que qualquer aresta do grafo é incidente a pelo menos um
vértice em V.

Problema da cobertura por vértices minima
» ¢é atarefa de achar uma cobertura de menor cardinalidade
» aversado de decisao é saber se ha cobertura de tamanho k

Cobertura por vértices maxima

VERTEX-COVER = {{G, k) : G é um grafo que possui uma

cobertura por vértices de tamanho k}
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VERTEX-COVER é NP.
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Cobertura por vértices é NP-dificil

Lema

VERTEX-COVER é NP-dificil.

> reduziremos CLIQUE para VERTEX-COVER
» dado grafo G = (V,E), criamos o complemento G = (V, E)

» vamos mostrar que G terd uma clique de tamanho k sse
G tiver uma cobertura por vértices de tamanho |V|— k.
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1. suponha que G tem uma clique C de tamanho k
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1. suponha que G tem uma clique C de tamanho k
» defina o conjunto V' =V \ C
vamos mostrar que V’ é uma cobertura por vértices de G
considere dois vértices u,v e C
como C é clique de G, (u,v) é uma aresta de G

entdo, (u,v) ndo é uma aresta de G
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isso significa que G[C] = G — V’ ndo tem arestas



Demonstracao

1. suponha que G tem uma clique C de tamanho k
» defina o conjunto V' =V \ C
vamos mostrar que V’ é uma cobertura por vértices de G
considere dois vértices u,v e C
como C é clique de G, (u,v) é uma aresta de G
entdo, (u,v) ndo é uma aresta de G

isso significa que G[C] = G — V’ ndo tem arestas

vVVvVvYyVvyYyyey

portanto, V' é uma cobertura por vértices de G
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2. Suponha que G tem cobertura V' de tamanho |V| - k

>

vV vyyvyy

defina o conjunto C = V' \ V/

vamos mostrar que C é uma clique em G

considere dois vértices u,v e C

como V'’ é cobertura de G, (u,v) ndo é uma aresta de G

entdo (u,v) é uma aresta em G



Demonstracao (cont)

2. Suponha que G tem cobertura V' de tamanho |V| - k

>

vVvyVvyYyvyywy

defina o conjunto C = V' \ V/

vamos mostrar que C é uma clique em G

considere dois vértices u,v e C

como V'’ é cobertura de G, (u,v) ndo é uma aresta de G
entdo (u,v) é uma aresta em G

portanto C é uma clique em G de tamanho k



Demonstrando NP-completude

» Ciclo hamiltoniano
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Ciclo hamiltoniano

Relembrando: considere um grafo ndo direcionado G = (V,E)
» um ciclo hamiltoniano é um ciclo que cobre V

» se G tiver ciclo hamiltoniano, entdao G é hamiltoniano

Problema do ciclo hamiltoniano

HAM-CYCLE = {{G) : G é um grafo hamiltoniano }
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Ciclo hamiltoniano é NP-dificil

Teorema

HAM-CYCLE é NP-dificil.

» reduziremos VERTEX-COVER para HAM-CYCLE
> dado grafo G e parametro k, criaremos um grafo G’

> queremos que

(G, k) € VERTEX-COVER se e somente se (G') € HAM-CYCLE
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Criaremos uma estrutura especial
» chamamos esses tipos de estruturas de widgets

> para cada aresta (u, v) de G, criamos W,

(uv,) (v,ul)
(uv.2) (ﬁ (v,u2)
(uv,3) vu3
(uv.4) ‘ (v.u4)
(uv,5) (v,u5)
(uv,6) ‘ (v,u.6)
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Iremos considerar uma instancia de exemplo
» um grafo G = (V, E) abaixo

» um valor k =2



Exemplo

Adicionamos um widget para cada aresta

S

[w.x,1]

[w,x,6]

Wz

[x,w,1]

[x,w,6]

[xy.1]

[xy.6]

Way

[yx.1]

[y.x.6]

[wy1]

[w.y.6]

[yw.1]

lyw.6]

[w,z,1]

[w,z,6]

Wz

[zw,1]

[zw,6]
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Propriedade do widget

> apenas quatro vértices tém ligagao externa

> o importante é que para percorrer todos os vértices dessa
estrutura temos apenas 3 opgoes:

N

(uv,2) (vu1) (uv,2) (v,u,) (uv,2) (v,u2)
(uv,2) ? (v,u,2) (uv,2) (E (v,u,2) (uv,2) ? v,u,2)
(uv,3) (v,u,3) (uv,3) (v,u,3) (uv,3) (v,u,3)

(uv.4) (v,u,4) (uv4) (v,u,4) (uv,4) (v,u4)
(v,u,5) (u,v,5) (v,u,5)

(v,u,6) (u,v,6) (v,u,6)

(uv,5) (v,u,5) (u,v,5)

(u,v,6) (v,u,6) (u,v,6)
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(uv.4) (v,u4) (uv.4) (v.u4) (uv.4) (v,u4)
(uv.5) (vus) (uv,5) Vus)  (uvs) (vus)

(uv,6) (v,u,6) (uv,6) (v,u,6) (uv,6) (v,u,6)
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Como utilizar o widget?
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Interpretando o widget

Como utilizar o widget?
> queremos cobrir todas arestas usando vértices

> entao vamos passar por todos widgets com um ciclo

(uv,1) (vul) (uv,1) (v.ul) (uv,1) (v.ul)
(uv.2) (v,u.2) (uv.2) vu2)  (uv2) (v,u2)
(uv,3) (v,u.3) (uv,3) (v,u3) (uv,3) (v,u.3)
(uv.4) (v,u4) (uv.4) (v.u4) (uv.4) (v,u4)
(uv.5) (vus) (uv,5) Vus)  (uvs) (vus)
(uv.6) (v,u8) (uv,6) (Vué)  (uv.6) (v,u6)

Interpretando as opg¢des do ciclo hamiltoniano
1. a aresta é coberta pelo vértice u somente
2. a aresta é coberta pelo vértices u e v

3. a aresta é coberta pelo vértice v somente
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Escolhendo um vértice

Cobrindo arestas com um vértice
> suponha que u esta em uma cobertura por vértices
» cobrimos todas as arestas incidentes em u

> entao o ciclo deve passar pelos widgets correspondentes

Como cobrir os widgets correspondentes?

> sejam u(l),...,u(d(“)) os vizinhos de u
ligamos os widgets das arestas (u, u(l)),..., (u, u(d(”)))
adicionamos {([u,u’,6], [u, ul*), 1)1 <i < d(u)-1)

assim, existe caminho de [u, u®) 1] até [u, u(d(“)),6]

vy vyvyy

esse caminho cobre todos esses widgets



Caminho de um vértice

Para o vértice w acrescentamos arestas:

S

[w,x,1] xwal  [xy.] [yx1  anyl] lyw1  fwzl] [zw,1]

[w,x,6] w6l [xy,6] yx6l | [wy.6l lyw.6] | [w,z6] [zw.6]




Caminho de um vértice

Para o vértice x acrescentamos arestas:

S

wxl] @—@xwl —pori-0—@[yx1l  [wyll [yw1  [wz1] [zw,1]
Wae| | W, Wy W
[w,x6] [xw.6] | [xy.6] @—@[yx6  [wye6] [yw6l  [w,z6] [zw.6]




Caminho de um vértice

Para o vértice y acrescentamos arestas:

S

[w.x,1] xw,1]  [xy1] [yx1 | [wyd] [yw1  [wz1] [zw,1]

[w,x,6] w6l [xy,6] yx6l | [wy.6l yw.6]  [w,z6] [zw.6]



Caminho de um vértice

Para o vértice z nao acrescentamos arestas:

S

[w.x,1] xw,1]  [xy1] [yx1  [wyd] [yw1  [wz1] [zw,1]

[w,x,6] w6l [xy,6] lyx6l  [wy.6]l yw.6]  [w,z6] [zw.6]
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Vértices seletores

Como selecionar os vértices a partir do ciclo hamiltoniano?
> criaremos mais k vértices sq,...,s, chamados seletores

» eles formardao um ciclo com os caminhos:

> um seletor liga-se ao inicio de um caminho de vértice
» um caminho de vértice retorna ao préximo seletor

Assim, precisamos adicionar arestas

1. de cada seletor s; para cada inicio de caminho [u, u@, 1]:
(s [u,uM,1]):ueVel<j<k)
2. de cada fim de caminho [u, u9("), 6] para cada seletor s; e

{([u,ud(“),6],sj) cueVel<j<k}



Caminho de um vértice

Ligamos os seletores ao caminho de w:

S

S1
S2
[w,x,1] xw,1]  [xy1] [yx1 byl lyw.1]  Nwx1] [zw,1]
Wa Way Wy Wz
[w,x,6] w6l [xy,6] yx6l | [wy.6] lyw.6] | [w,z6] [zw.6]




Caminho de um vértice

Ligamos os seletores ao caminho de x:

S

wx1l] @—&Tkw1] 1] [w,y,1]

[yw1  [wz1] [zw,1]

Wy Wy

[w.,6] “—Tﬁ xy.6] @ —@[yx6  [wyel yw.6]  [w,z6] [zw.6]




Caminho de um vértice

Ligamos os seletores ao caminho de y:

S

52

[w,x,1] [xwa1  [xy1] [y.x,1] [wy.1] ¢ ywl]  [wz1] [zw,1]
Wua Way W Wz

[w,,6] xw.6l  [xy.6l lyx8] | [wy.s6] @ ywsl  [wz6] [zw.6]




Caminho de um vértice

Ligamos os seletores ao caminho de z:

S

S1
S2
[w.x,1] xw,1]  [xy1] [yx1  [wyd] [yw1  [wz1] [zw,
Wua Way Wy Wz
[w,x,6] w6l [xy,6] lyx6l  [wy.6]l yw.6]  [w,z6] W,6]
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Quanto tempo gastamos com a reducao?
» comegamos com um grafo G = (V,E) e parametro k
» construimos outro grafo G’ = (V/,E’) com |V/|=k +12-|E|
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Reducao é polinomial

Quanto tempo gastamos com a reducao?

» comegamos com um grafo G = (V,E) e parametro k
construimos outro grafo G’ = (V/,E’) com |V/| =k + 12 |E|
V| <|V]+12-|E]
< IVI(VI-1)/2

portanto a construcao é polinomial

como k <|V/|, o nimero de vértices é

também, o nilmero de arestas é

v v.vyy
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Equivaléncia entre instancias

Queremos mostrar que a redugao é segura
1. se G tem cobertura com k vértices, entdo G’ é hamiltoniano

2. se G’ é hamiltoniano, entdao G tem cobertura com k vértices

Demonstracao
> em seguida, analisamos cada afirmacao
» damos apenas um esbogo das ideias

» detalhes formais estao em CLRS
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Demonstracao da ida

Suponha que G tem uma cobertura com k vértices.
> seja V* ={uy,..., u,} uma tal cobertura por vértices
> queremos encontrar um ciclo hamiltoniano de G’
> basta dizer quais arestas estao no ciclo

> e mostrar que todos os vértices sao cobertos

Construimos um subcaminho para cada vértice de V*
1. ligamos cada seletor s; ao inicio do caminho de u;
2. adicionamos o caminho de cada u; pelos widgets

3. ligamos a o final de cada caminho de u; ao préximo seletor
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Formando um ciclo hamiltoniano
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Formando um ciclo hamiltoniano
1. observe que V* = {w, y} é uma cobertura com 2 vértices

[w,x,1] [xw1] - [xy.] [yx1  [wyl] [ywi  [wz1] [zw.1]
Ww x Wm y Ww Y Ww z
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Adicionando subcaminhos

Formando um ciclo hamiltoniano
1. observe que V* = {w, y} é uma cobertura com 2 vértices
2. primeiro, adicionamos um subcaminho para w

[w.x,1] xw,a]  [xy.1] [y.x.1] Tay 1] [yw1] Jwkxd] [zw,1]
Ww x Wm y Ww Yy Ww z
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Adicionando subcaminhos

Formando um ciclo hamiltoniano
1. observe que V* = {w, y} é uma cobertura com 2 vértices
2. primeiro, adicionamos um subcaminho para w
3. depois, adicionamos um subcaminho para y

S2

[w.x,1] xw,a]  [xy.1] [y.x.1] Tay 1] [yw1] Jwkxd] [zw,1]

Wa Way W Wz
[w.x.6] xwl  [xy.6] lyx.8l | | [wy.6] w6 |[w.z6] [zwe]




Demonstracao da ida (cont)

(uv,1) (v.u1) (uv,1) (v,u,1)
(uv,2) (v,u,2) (uv,2) (v,u,2)
(uv.3) v.u3) (uv.3) v.u3)
(uv,4) (vV,u4) (uv,4) (v,u4)
(uv.5) (v.u5) (uv.5) (v.u5)
(u,v,6) (v,u,6) (u,v,6) (v,u,6)

Falta detalhar as arestas dos widgets

(uv,1) (v,u1)
(uv,2) (v.u,2)
(uv.3) (v,u.3)
(uv.4) (v,u.4)
(uv.5) (v,u,5)
(uv,6) (v,u,6)
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Demonstracao da ida (cont)

(uv,1) (v,u.1) (uv,1) vul) (vl (v.ul)
(uv,2) (v,u,2) (uv,2) vu2  Uv2) (v,u,2)
(uv,3) (v,u3) (uv,3) “vud)  uv.3) (v,u3)
(uv4) (v,u4) (uv.4) (vud) (v (v,u.4)
(uv,5) (v,u5) (uv.5) vub)  (uv.5) (v,u5)
(uv,6) (v,u,6) (uv,6) (VuB)  (uv.6) (v,u,6)

Falta detalhar as arestas dos widgets

> todo widget W, é percorrido por um ou dois subcaminhos
» os subcaminhos correspondem a u, a v ou a ambos

1. se corresponde a u, escolha a primeira opgao
2. se corresponde a ambos, escolha a opgao do meio
3. se corresponde a v, escolha a ultima opgao
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As arestas adicionas formam um ciclo
> por construcao, as arestas formam um caminho fechado
> observe que nenhum vértice é percorrido duas vezes
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O ciclo é hamiltoniano
> por construcao, todo vértice seletor é percorrido
> considere vértices de W,
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Demonstracao da ida (cont)

As arestas adicionas formam um ciclo
> por construcao, as arestas formam um caminho fechado
> observe que nenhum vértice é percorrido duas vezes

» entao as arestas formam um ciclo

O ciclo é hamiltoniano
> por construcao, todo vértice seletor é percorrido
> considere vértices de W,

» como V* é cobertura, u ou v foi selecionado

> entao W, foi percorrido por algum subcaminho



Demonstracao da ida (cont)

As arestas adicionas formam um ciclo
> por construcao, as arestas formam um caminho fechado
> observe que nenhum vértice é percorrido duas vezes

» entao as arestas formam um ciclo

O ciclo é hamiltoniano
> por construcao, todo vértice seletor é percorrido
considere vértices de W,,,

como V* é cobertura, u ou v foi selecionado

entao W, foi percorrido por algum subcaminho

vV vyYvyy

assim todo vértice foi percorrido



Demonstracao da ida (cont)

As arestas adicionas formam um ciclo

»
>
>

por construcao, as arestas formam um caminho fechado
observe que nenhum vértice é percorrido duas vezes

entao as arestas formam um ciclo

O ciclo é hamiltoniano

>

vV v vyVvYyy

por construcao, todo vértice seletor é percorrido
considere vértices de W,,,

como V* é cobertura, u ou v foi selecionado
entao W, foi percorrido por algum subcaminho
assim todo vértice foi percorrido

portanto o ciclo é hamiltoniano
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Demonstracao da volta

Suponha que G’ tem uma ciclo hamiltoniano.
> seja C C E’ arestas desse ciclo
» como C é hamiltoniano, cada seletor é percorrido por C

> defina
Vi={ueV: (Sj,[U,Ul,l]) € Cparaalgum1 <j <k}

> ou seja, os “vértices” adjacentes a algum seletor em C



Demonstracao da volta

Suponha que G’ tem uma ciclo hamiltoniano.

\4

seja C C E’ arestas desse ciclo

v

como C é hamiltoniano, cada seletor é percorrido por C

\4

defina

Vi={ueV: (Sj,[U,Ul,l]) € C para algum 1 <j <k}

v

ou seja, os “vértices” adjacentes a algum seletor em C

v

mostraremos que V* é uma cobertura de G com k vértices



Demonstracao da volta (cont)

> se um caminho entra em [u, u@), 1], ele sai por [u, u(l),6]
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> se um caminho entra em [u, u@), 1], ele sai por [u, u(l),6]

> mas se ele sai de [u,u(1),6], ele entra em [u, u(?), 1]



Demonstracao da volta (cont)

> se um caminho entra em [u, u@), 1], ele sai por [u, u(l),6]
> mas se ele sai de [u,u(1),6], ele entra em [u, u(?), 1]

> mas se ele entra de [u, u(?), 1], ele sai por [u, u(?), 6]
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vV v.vyy

se um caminho entra em [u, u@), 1], ele sai por [u, u(l),6]
mas se ele sai de [u, u(!), 6], ele entra em [u, u(?), 1]
mas se ele entra de [u, u(?), 1], ele sai por [u, u(?), 6]

e assim por diante até o proximo vértice seletor
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vV v vYvyy

se um caminho entra em [u, u@), 1], ele sai por [u, u(l),6]
mas se ele sai de [u, u(!), 6], ele entra em [u, u(?), 1]

mas se ele entra de [u, u(@), 1], ele sai por [u, u(z),6]

e assim por diante até o proximo vértice seletor

dai, o ciclo é formado por subcaminhos de vértices de V*



Demonstracao da volta (cont)

vV v v Vv YVvyy

se um caminho entra em [u, u@), 1], ele sai por [u, u(l),6]
mas se ele sai de [u, u(!), 6], ele entra em [u, u(?), 1]

mas se ele entra de [u, u(@), 1], ele sai por [u, u(z),6]

e assim por diante até o proximo vértice seletor

dai, o ciclo é formado por subcaminhos de vértices de V*

entao todo widget é percorrido por algum subcaminho



Demonstracao da volta (cont)

>
>
>
>
>
>
>

se um caminho entra em [u, u@), 1], ele sai por [u, u(l),6]
mas se ele sai de [u, u(!), 6], ele entra em [u, u(?), 1]

mas se ele entra de [u, u(@), 1], ele sai por [u, u(z),6]

e assim por diante até o proximo vértice seletor

dai, o ciclo é formado por subcaminhos de vértices de V*
entao todo widget é percorrido por algum subcaminho

portanto, cada aresta (u, v) tem um vértice incidente
em V* correspondente ao subcaminho que percorre W,



Demonstracao da volta (cont)

vV VvV vy VY VvVYy

se um caminho entra em [u, u@), 1], ele sai por [u, u(l),6]
mas se ele sai de [u, u(!), 6], ele entra em [u, u(?), 1]

mas se ele entra de [u, u(@), 1], ele sai por [u, u(z),6]

e assim por diante até o proximo vértice seletor

dai, o ciclo é formado por subcaminhos de vértices de V*
entao todo widget é percorrido por algum subcaminho

portanto, cada aresta (u, v) tem um vértice incidente
em V* correspondente ao subcaminho que percorre W,

concluimos que V* é uma cobertura com k vértices



Demonstrando NP-completude

» Problema do caixeiro viajante
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Problem do caixeiro viajante

Problema do caixeiro viajante
Entrada:

» um grafo completo G = (V,E)

» uma funcdodecustoc:VxV —Z
Solucao:

» um ciclo hamiltoniano C de G
Objetivo:

> minimizar }_(, \)ee[c] €(U, V)



Exemplo
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Caixeiro viajante é NP

Refletindo
> a entrada contém um grafo completo
> entao é claro que ele tem ciclo hamiltoniano

» a dificuldade é encontrar o de custo minimo

Caixeiro viajante

TSP ={({G, ¢, k) : G tem ciclo hamiltoniano de custo k}

> asigla TSP vem de traveling-salesman problem
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Caixeiro viajante é NP-dificil

Teorema

TSP é NP-dificil.

» reduziremos HAM-CYCLE para TSP
» dado um grafo G, vamos construir um grafo completo G’

» vamos mostrar que G é hamiltoniano sse G’ tiver um ciclo
hamiltoniano de custo O
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Dada uma instancia G = (V, E) de HAM-CYCLE
> construa um grafo completo G’

» para cada par (u,v) € V, defina

c(u,v) = {O se (u,v) é arestade G

se (u,v) ndo é arestas de G

» defina k =0
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Demonstracao

A reducao é polinomial
> o grafo G tem |V| vértices
» como G’ é completo, ele tem |V|(|V|—1)/2 arestas

» entao podemos construi-lo em tempo polinomial

As instancias sao equivalentes

= » suponha que G possui um ciclo hamiltoniano
> entdo esse ciclo tem custo 0 em G’

= » suponha que G’ possui um ciclo hamiltoniano de custo 0
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Demonstracao

A reducao é polinomial

> o grafo G tem |V| vértices

» como G’ é completo, ele tem |V|(|V|—1)/2 arestas

» entao podemos construi-lo em tempo polinomial

As instancias sao equivalentes

= | 2
>
— >
»
>

suponha que G possui um ciclo hamiltoniano
entao esse ciclo tem custo 0 em G’

suponha que G’ possui um ciclo hamiltoniano de custo 0
entdo esse ciclo ndo usa arestas de custo 1
portanto ele é um ciclo hamiltoniano de G



Demonstrando NP-completude

» Soma de subconjunto
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Soma de subconjunto

Problema da soma de subconjunto
» Entrada: um conjunto de naturais S e um natural t

> Pergunta: existe subconjunto S’ C S talque ) .5 s = t?

Soma de subconjunto

SUBSET-SUM = {{(S, t) : existe subconjunto S’ C S
tal que ) .5/ s =t}
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Exemplo de instancia
> sejam S =1{1,4,10,14,54,100,1004,1003} e t = 1027
> nesse caso, S’ ={10,14,1003} é uma solucao

> entdo (S, t) é uma instdncia sim do problema

Vamos mostrar que SUBSET-SUM é NP-completo.
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Demonstracao
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Teorema

SUBSET-SUM é NP-dificil.

» reduziremos 3CNF-SAT para SUBSET-SUM

> recebemos uma férmula f com variaveis xq, ..., x,
e clausulas Cy,..., C, com 3 literais cada

> sem perda de generalidade, supomos que uma variavel e
sua negacao nao aparecem na mesma clausula
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Reducao

Vamos criar uma série de niumeros naturais
» cada um tem n + k digitos decimais
> cada digito corresponde a uma variavel ou uma clausula

> os digitos estdo em ordem x1, x>,...,x,, Cq,..., Cy

Conjunto de nimeros S

» criamos dois nimeros para cada variavel e cada clausula

Ndmero alvo t

> criamos um ndmero especial



Exemplo de instancia reduzida

f= (Xl V—|X2V—|X3)/\(—|X1 V—|X2V—|X3)/\(—|X1 V =xo \/X3)/\(X1 V X5 VX3)

X1 X2 X3 Cl CZ C3 C4
vv 1 0 0 1 0 o0 1
vy 1 0 0 0 1 1 0
v»w 0 1 0 0 0 o0 1
v, 01 0 1 1 1 0
v 0 0 1 0 0 1 1
v, 0 0 1 1 1 0 0
s; 0 0 0 1 0 0 0O
s, 0O 0 0 2 0 0 O
s, 0 0 0 0 1 0 o
s, 0 0 0 0 2 0 O
ss 0 0 0 0 O 1 o0
s, 0 0 0 0 0 2 O
s,2, 0 0 O O O O 1
s, 0 0 0 0 O O 2
t 1 1 1 4 4 4 4
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Reducao (cont)

Para uma variavel x;

1. criamos um numero v; com um 1 no digito x; e
um 1 em cada digito C; tal que x; aparece em (;

2. também um ndmero v/ com 1 no digito x; e
um 1 em cada digito C; tal que —x; aparece em C;

Para cada clausula C;
1. criamos um numero s; com um 1 no digito C;

2. também um ndmero s/ com um 2 no digito C;

Para o nimero t

1. criamos um nuimero com um 1 em cada digito x; e
um 4 em cada digito C;



Exemplo de instancia reduzida

f= (Xl V—|X2V—|X3)/\(—|X1 V—|X2V—|X3)/\(—|X1 V =xo \/X3)/\(X1 V X5 VX3)

X1 X2 X3 Cl CZ C3 C4
vv 1 0 0 1 0 o0 1
vy 1 0 0 0 1 1 0
v»w 0 1 0 0 0 o0 1
v, 01 0 1 1 1 0
v 0 0 1 0 0 1 1
v, 0 0 1 1 1 0 0
s; 0 0 0 1 0 0 0O
s, 0O 0 0 2 0 0 O
s, 0 0 0 0 1 0 o
s, 0 0 0 0 2 0 O
ss 0 0 0 0 O 1 o0
s, 0 0 0 0 0 2 O
s,2, 0 0 O O O O 1
s, 0 0 0 0 O O 2
t 1 1 1 4 4 4 4
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Demonstracao

Propriedades da instancia reduzida

> todos os nimeros sao distintos, pois uma clausula nao
tem uma variavel e sua negacao

> os digitos x1,..., x, sao diferentes para todos os ndmeros
correspondentes a variaveis ou clausulas

Se somarmos todos os nimeros de S
» o maior valor que um digito pode atingir é 6, pois um
digito C; corresponde a um clausula com 3 literais

> entao a soma em um digito nao interfere na soma de
outro digito mais significativo
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Demonstracao (cont)

A reducao leva tempo polinomial.
> além de t, o conjunto S tem 2(n + k) ndmeros decimais

» cada um dos numeros tem n + k digitos
Vamos mostrar a equivaléncia das instancias:

f é satisfazivel sse existe S’ C Stalque) g s=t
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1. Suponha que f é satisfazivel

>
>
>

seja xq,...,X, uma atribuicao de variaveis que satisfaca f
vamos criar um subconjunto S’ C S

para cada variavel x;
> se x; = 1, adicione v; ao conjunto S’
> se x; = 0, adicione vi’ ao conjunto S’
para cada clausula C;
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> se apenas dois literais forem satisfeitos, adicione sj’ asS’

> se apenas um literal for satisfeito, adicione s; e sj' as’
definat’' =) ..o's

cada digito x; de t" vale 1, pois v; ou v/ esta em S’

7

cada digito C; de t’ vale 4 pela forma que inserimos s; e s/



Demonstracao (cont)

1. Suponha que f é satisfazivel

>
>
>

vV vyVvyy

seja xq,...,X, uma atribuicao de variaveis que satisfaca f
vamos criar um subconjunto S’ C S

para cada variavel x;
> se x; = 1, adicione v; ao conjunto S’
> se x; = 0, adicione vi’ ao conjunto S’
para cada clausula C;

> se todos trés literais de C; forem satisfeitos, adicione s; a S’
> se apenas dois literais forem satisfeitos, adicione sj’ asS’

> se apenas um literal for satisfeito, adicione s; e sj' as’
definat’' =) ..o's

cada digito x; de t" vale 1, pois v; ou v/ esta em S’

7

cada digito C; de t’ vale 4 pela forma que inserimos s; e s/

concluimos que t’ = t e a instancia reduzida é sim
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> relembre que temos 1 no digito x; de t
> entdo exatamente um ndmero de v; e v/ estdem S’
> issoinduz uma atribuicao de cada variavel x;

> sev; €S/, entdofacax; =1
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> também, temos 4 no digito C; de t
> assim ha pelo menos um nimero em S’ que tem 1 em C;
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2. Suponha que existe S"C S talque ) ..g/s =t
> relembre que temos 1 no digito x; de t
> entdo exatamente um ndmero de v; e v/ estdem S’
> issoinduz uma atribuicao de cada variavel x;

> sev; €S/, entdofacax; =1
> se v,-' €S’, entaofaca x; =0

também, temos 4 no digito C; de t
assim ha pelo menos um niimero em S’ que tem 1 em C;

esse nimero corresponde a um literal de C;

vV vyyVvyy
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Demonstracao (cont)

2. Suponha que existe S"C S talque ) ..g/s =t
> relembre que temos 1 no digito x; de t
> entdo exatamente um ndmero de v; e v/ estdem S’
> issoinduz uma atribuicao de cada variavel x;

> sev;€S’, entdofaca x; =1
> se v,' €S’, entaofaca x; =0

também, temos 4 no digito C; de t
assim ha pelo menos um niimero em S’ que tem 1 em C;
esse nimero corresponde a um literal de C;

entao a atribuicao induzida satisfaz cada clausula

vVvyVvyyvyywy

portanto f é satisfazivel
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Espaco utilizado

Podemos analisar algoritmos em termos de espaco utilizado

Definicao

O espaco utilizado por um algoritmo corresponde ao niimero
de bits que ele acessa durante sua execucao.

» um mesmo bit pode ser acessado varias vezes

» estamos interessados na memoria maxima utilizada



Complexidade de espaco

Também classificamos problemas em termos de espaco



Complexidade de espaco

Também classificamos problemas em termos de espaco

SPACE(f(n)) = {L :L é uma linguagem decidida
utilizando espaco O(f(n))}



Complexidade de espaco

Também classificamos problemas em termos de espaco

SPACE(f(n)) = {L :L é uma linguagem decidida
utilizando espaco O(f(n))}

NSPACE(f(n)) = {L :L é uma linguagem verificada
utilizando espaco O(f(n))}



Complexidade de espaco

Também classificamos problemas em termos de espaco

SPACE(f(n)) = {L :L é uma linguagem decidida
utilizando espaco O(f(n))}

NSPACE(f(n)) = {L :L é uma linguagem verificada
utilizando espaco O(f(n))}

> por exemplo, linguagens em NP usam espaco polinomial
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Espaco polinomial

PSPACE é o conjunto de linguagens decididas por algoritmos
que usam espaco polinomial:

PSPACE = | JSPACE(n*)
k>1

Definicao

NPSPACE é o conjunto de linguagens verificadas por
algoritmos que usam espaco polinomial:

NPSPACE = | JNSPACE(n*)
k>1
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Espaco polinomial

Seréa geu PSPACE = NPSPACE?

Teorema de Savitch

Para qualquer funcao f: IN — [R

NSPACE(f(n)) € SPACE(f?(n)).

> em outras palavras, se podemos verificar usando f(n) bits

> entdo também podemos decidir usando f(n) bits



Espaco polinomial

Teorema

PSPACE = NPSPACE.
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Espaco polinomial

Teorema

PSPACE = NPSPACE.

Demonstracgao:

» claro que PSPACE C NPSPACE
seja L uma linguagem em NPSPACE
ela é verificada usando O(n*) bits alguma constante k
por Savitch, podemos decidir L com O(n?) bits
portanto L € PSPACE e NPSPACE C PSPACE

vV v.yYvyy
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Relacoes entre classes

Conhecemos as seguintes relagdes

P € NP C PSPACE = NPSPACE

> é um problema em aberto determinar se P = NP

> assim como determinar se NP = PSPACE



Outros tépicos de complexidade

» Indecibilidade
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Indecibilidade

Até agora, estudamos algoritmos

> tentamos estimar os recursos necessarios
> comparamos diferentes algoritmos

> e estabelecemos limitantes para os problema

Mas existem problemas para os quais nao existem algoritmos!
> ou seja, a relacao de entrada e saida é bem definida
> mas nao hé algoritmo que compute a saida

> esses problemas sao chamados de indecidiveis
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Problema da parada
» Entrada: uma string s que codifica um algoritmo A

> Pergunta: o algoritmo A para se receber s como entrada?

Uma ideia ineficaz:
> criamos um algoritmo A’ que simula A sobre entrada s
> se a simulacao de A terminar, devolva sim

> mas se A nunca parar?

Nao é dificil mostrar que esse problema é indecidivell
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