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> S é o conjunto de saidas.
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Algoritmo para um problema

Definicao

Dizemos que um algoritmo ALG resolve um problema P = (Z, P)
se para toda entrada | € Z, ele devolve uma saida S € S tal que
(1,S)eP.

> escrevemos | € P para representar uma entrada
> escrevemos A (/) para representar a saida do algoritmo
> denotamos por n o “tamanho” de |

» normalmente n é o nimeros de bits de |
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Revisitando a complexidade de um algoritmo

Seja ALG um algoritmo para um problema P e n um parametro.

Notacao O:
> Se o algoritmo leva tempo no maximo f(n) para toda
entrada de tamanho n, entao dizemos que ALG executa
em tempo O(f(n)).
Notacao ():
> Se o algoritmo leva tempo pelo menos g(n) para alguma
entrada de tamanho n, entao dizemos que ALG executa
em tempo Q(g(n)).
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Cotas superior e inferior de um problema

Seja P um problema e seja n um parametro:

Cota superior

Uma fungao f(n) é chamada de cota superior para P se
existe algum algoritmo que resolve P em tempo O(f(n)).

Cota inferior

Uma fungéo g(n) é chamada de cota inferior para P se
todo algoritmo que resolve P leva tempo Q(f(n)).



Algoritmo 6timo

Um algoritmo ALG é 6timo para um problema P se:



Algoritmo 6timo

Um algoritmo ALG é 6timo para um problema P se:

1. ALc resolve P em tempo O(f(n)) e



Algoritmo 6timo

Um algoritmo ALG é 6timo para um problema P se:
1. ALc resolve P em tempo O(f(n)) e

2. f(n) é uma cota inferior de P.



Algoritmo 6timo

Um algoritmo ALG é 6timo para um problema P se:
1. ALc resolve P em tempo O(f(n)) e

2. f(n) é uma cota inferior de P.

» HEAP-SORT e MERGE-SORT sdo 6timos para ordenacao:



Algoritmo 6timo

Um algoritmo ALG é 6timo para um problema P se:
1. ALc resolve P em tempo O(f(n)) e

2. f(n) é uma cota inferior de P.

» HEAP-SORT e MERGE-SORT sdo 6timos para ordenacao:
> eles tém complexidade O(nlgn)



Algoritmo 6timo

Um algoritmo ALG é 6timo para um problema P se:
1. ALc resolve P em tempo O(f(n)) e

2. f(n) é uma cota inferior de P.

» HEAP-SORT e MERGE-SORT sdo 6timos para ordenacao:

> eles tém complexidade O(nlgn)
> ordenacdo tem cota inferior Q(nlgn)



Algoritmo 6timo

Um algoritmo ALG é 6timo para um problema P se:
1. ALc resolve P em tempo O(f(n)) e

2. f(n) é uma cota inferior de P.

» HEAP-SORT e MERGE-SORT sdo 6timos para ordenacao:
> eles tém complexidade O(nlgn)
> ordenacdo tem cota inferior Q(nlgn)

> Busca-BINARIA é 6timo para busca em vetor ordenado:



Algoritmo 6timo

Um algoritmo ALG é 6timo para um problema P se:
1. ALc resolve P em tempo O(f(n)) e

2. f(n) é uma cota inferior de P.

» HEAP-SORT e MERGE-SORT sdo 6timos para ordenacao:
> eles tém complexidade O(nlgn)
> ordenacdo tem cota inferior Q(nlgn)

> Busca-BINARIA é 6timo para busca em vetor ordenado:
> tem complexidade O(lgn)



Algoritmo 6timo

Um algoritmo ALG é 6timo para um problema P se:
1. ALc resolve P em tempo O(f(n)) e

2. f(n) é uma cota inferior de P.

» HEAP-SORT e MERGE-SORT sdo 6timos para ordenacao:
> eles tém complexidade O(nlgn)
> ordenacdo tem cota inferior Q(nlgn)

» Busca-BINARIA é 6timo para busca em vetor ordenado:
> tem complexidade O(lgn)
> qualquer algoritmo leva tempo Q(Ign)
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Como comparamos dois algoritmos para um Unico problema?
> comparamos a complexidade de cada algoritmo

» descobrimos se um algoritmo é mais “rapido” que outro

E se quisermos comparar dois problemas A e B?
> queremos descobrir se entdo A é mais “facil” do que B

> podemos comparar as cotas de cada algoritmo

Exemplo: Achar o maximo é mais facil que ordenar um vetor!
> maximo tem cota superior O(n)

> ordenacdo tem cota inferior Q(nlgn)
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Combinando problemas

Uma analogia

Um certo editor de literatura internacional é especialista em
publicar livros em portugués. Ele conta com um time de
tradutores, entre os quais:

» Cook, responsavel por traduzir de inglés para portugués.
> Levin, responsavel por traduzir de russo para inglés.

Em uma edicao especial, ele ird publicar Crime e Castigo;
como entao traduzir de russo para portugués?

» Em geral, lidamos com problemas bem conhecidos
» Mas eventualmente, topamos com problemas novos

Pergunta: como relacionar esses problemas?
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Reducao

Problema A: Problema B:
> Instancia: I > Instancia: Ig
> Solugao: S, > Solugao: Sg

Uma reducao do problema A ao problema B é um par de
sub-rotinas 7, e 7g tais que:
» 7, transforma instancia [, de A em uma instancia Iz de B

> 7g transforma solucdo Sg de Iz em uma solucao S, de 4.
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Reducao como um algoritmo

Como podemos resolver o problema A?
1. Suponha que existe um algoritmo ALGg para o problema B.

2. Podemos usar ALGg como uma caixa-preta

RebucAo(/,)

Ig < 7i(la)

2 SB «— ALGB(IB)
3 Sa<1s(la Ss)
4 devolva S,

[

Em outras palavras:
» se seiresolver B, entao também sei resolver Al
> A é mais “facil’que B
» denotamos A<B
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Um problema de origem

Problema da Alocagéo de Centros (AC)

Entrada:
> um grafo bipartido conexo G = ((XUY),E) e

> uma funcao de pesos nas arestas w : £ — R

Saida:

> alocar cada vértice vem X a um vértice ¢[v] em Y tal que o
peso w(v, ¢[v]) seja minimo
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Um problema de destino

Problema do Caminho Minimo (CM)

Entrada:
> grafo direcionado aciclico G = (V,E)
» fungdo de peso w : E — IR nas arestas
> origem s.
Saida:
> vetor d com d[v] = dist(s,v) parav eV

» vetor 7t definindo uma arvore de caminhos minimos
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Reduzindo: transformacao da entrada

Recebemos uma entrada do problema de origem AC:

7(G, w) X Y

1 GG o «—w

2 Adicione um novo vértice s a G’.

3 paracadaveY faga s
4 Adicione aresta (s,v) a G'.
5 w'(s,v) <0
6 devolva (G, w’,s)

Tempo: O(Y)
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Também recebemos uma solucao do problema de destino CM:

X Y
15(G, w, d, ) y
1 paracadave X faga
2 ¢[v] « w[v] s
3 devolva ¢

Tempo: O(X)
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Reduzindo: ACKXCM

Seja ALGcy um algoritmo para Caminho Minimo.
> ALGcy poderia ser DIUKSTRA, BELLMAN-FORD...

> Pode ser que nao conhecamos um algoritmo para o
problema de destino!

RebugAo-AC-CM(G, w)

1 (G,w,s) <« 1(G w)

2 (d,m) <« Agen(G, ', s)
3 ¢« 15(Gw,dn)

4 devolva ¢

Tempo total: [tempo da reducdo] + [tempo deALGey]
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Tempo da reducao

Quanto tempo gastamos s6 com a reducao?
» nado contamos o tempo do algoritmo para o problema B

> a complexidade de uma reducao f(n) é a soma dos tempos das
transformacoes 1) e Tg

> escrevemos A <¢(,) B

RebucAo-AC-CM(G, w)

1 (G,w,s)«1(G w)

2 (d,n) <« Agen(G, ', s)
3 ¢<—15(Gw,dn)

4 devolva ¢

Nesse caso: AC <(x|{|y| CM
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nteses: reducoes polinomiais

Queremos construir algoritmos rapidos. Mas o que é “rapido”?

» normalmente, dizemos que um algoritmo é rapido se ele
executa em tempo polinomial

> dai, queremos reducdes de tempo polinomial

> nesse caso, escrevemos A <; B

Qual a consequéncia de A <,,; B?
1. se B tem algoritmo de tempo polinomial, entdao A também

2. se A nao tem algoritmo de tempo polinomial, tampouco B

> |sso é (til para distinguir problemas faceis de dificeis!

> Mas é assunto para depois...
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Entrada:
» matriz M de dimensdes n x n com determinante nao nulo

» vetor b de dimensao n

Saida:

> vetor x de dimensao n que satisfaz o seguinte sistema linear:

Mx=0>b
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Sistema Linear Simétrico (SLS)

Entrada:

» matriz M simétrica de dimensoes n x n com determinante nao
nulo

» vetor b de dimensao n

Saida:

> vetor x de dimensao n que satisfaz o seguinte sistema linear:

Mx =b
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SLS é um caso particular de LS
» entdo trivialmente SLS<LS

> sera que LS é estritamente mais dificil?

A resposta é nao!
» Iremos reduzir LS para SLS.
> |sso é, LS<SLS.
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Um vetor x é solugao de Mx = b se, e sé se, x é solugao de
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Um vetor x é solugao de Mx = b se, e sé se, x é solugao de
MTMx=MTb.

Demonstracao:
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>

<)
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Um fato simples

(
(

Lema

Um vetor x é solugao de Mx = b se, e sé se, x é solugao de
MTMx=MTb.

Demonstracao:

=) »
>

<)

vvyyvyy

multiplicamos Mx = b por M
obtemos M Mx =MTb

MT tem determinante nao nulo
entdo M tem inversa Z
multiplicando M"Mx = MTb por Z
obtemos Mx = b

Observe que M’ = MTM é uma matriz simétrical
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RebucAo-LS-SLS(M, b)

1

2
3
4

M — MM

b’ MTh

X < ALGSLs(M/,b/)
devolva x

Concluimos que de fato LS <SLS.
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Problema do casamento ciclico de strings (CSM)

Entrada:

> alfabeto ¥

» cadeia A = apa;...a,_1 com n simbolos

» cadeia B = bgb; ... b,_1 com n simbolos
Saida:

> decidir se B € um deslocamento ciclico de A

> se sim, entdo o nimero k de letras deslocadas

Exemplo:
» Entrada: A = acgtact e B = gtactac
» Saida: TRUE, k =2
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Problema do casamento de strings (SM)

Entrada:

> alfabeto ¥

» cadeia A = apa;...a,_1 com n simbolos

» cadeia B = bgb; ... b,,_1 com m simbolos
Saida:

> decidir se B é subcadeia de A

» se sim, qual indice k da primeira ocorréncia de B em A
Exemplo:

» Entrada: A = acgttaccgtacccg e B = tac

» Saida: TRUE, k =4

Observacao: o problema SM pode ser resolvido em tempo O(n + m)
pelo algoritmo KMP de Knuth, Morris and Pratt (1977).
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CSM<SM

RebucAo-CSM-SM(A, B, n)

A’ — AA > concatena duas cépias de A
B’ B

n’ <« 2n

m’ < n

5 devolva ALcgy(A’,n’,B’,m’)

A WN -

» Tempo da reducdo: O(n)
» Correcdo: basta mostrar que se k é a solugcao de SM,
entao k também é solucao de CSM.
Exemplo:
> Icsy = (acgtact, gtactac,7)
> sy = (acgtactacgtact, 14, gtactac,7)
» Ssu = Scsy = (TRUE, 2)
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» Existéncia de Triangulo para Multiplicacao de Matrizes
Quadradas
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Entrada:

> grafo conexo G = (V,E) sem lagos com n = |V| e m = |E]|

Saida:

> decidir se G contém um tridngulo

Exemplo:

SIM NAO
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Observacoes sobre o PET

Alguns algoritmos conhecidos:

> um algoritmo trivial de tempo O(n3):
> verificar todas as triplas de vértices

» um algoritmo O(mn) que
» & muito bom se o grafo é esparso

Vamos supor que o grafo é denso:

» G serdrepresentado por uma matriz de adjacéncia A

1 se(i,j)ekE
a.. p—
" 10 se(ij)eE



Um lema util

Lema

Seja A=A x A, ou seja, aijg =) p_1 ik



Um lema util

Lema

Seja A=A x A, ou seja, a =) p_1 ik
Entao a,-j > 0 se e somente se existe caminho de tamanho dois
saindo de i e chegando em j.



Um lema util

Lema

Seja A=A x A, ou seja, a =) p_1 ik
Entao a,-j > 0 se e somente se existe caminho de tamanho dois
saindo de i e chegando em j.

Demonstracao:



Um lema util

Lema
SejaA2=AxA,ouseja, a’ =Y ", ayay
] — ) ja, ij — k=1 Yik ¢kj-
Entao a,-JZ- > 0 se e somente se existe caminho de tamanho dois

saindo de i e chegando em j.

Demonstracao:

=)



Um lema util

Lema

Seja A=A x A, ou seja, a =) p_1 ik
Entao a,-j > 0 se e somente se existe caminho de tamanho dois
saindo de i e chegando em j.

Demonstracao:

(:>) > se aUZ- >0, entdo algum termo aj, a;; € positivo



Um lema util

Lema

Seja A=A x A, ou seja, a =) p_1 ik
Entao a,-j > 0 se e somente se existe caminho de tamanho dois
saindo de i e chegando em j.

Demonstra<;50'

(:>) > se a >0, entao algum termo a ik Qkj é positivo
> segue queay =leay=1



Um lema util

Lema

Seja A=A x A, ou seja, a =) p_1 ik
Entao a,-j > 0 se e somente se existe caminho de tamanho dois
saindo de i e chegando em j.

Demonstrac;éo

(:>) > se a >0, entao algum termo a ik Qkj é positivo
> segue queay =leay=1
> ou seja, ha arestas (i, k) e (k,j)



Um lema util

Lema

Seja A=A x A, ou seja, a =) p_1 ik
Entao a,-j > 0 se e somente se existe caminho de tamanho dois
saindo de i e chegando em j.

Demonstrac;éo

(:>) > se a >0, entao algum termo a ik Qkj é positivo
> segue queay =leay=1
> ou seja, ha arestas (i, k) e (k,j)

(=)



Um lema util

Lema

(

(

Seja A=A x A, ou seja, a =) p_1 ik
Entao a,-j > 0 se e somente se existe caminho de tamanho dois
saindo de i e chegando em j.

Demonstrac;éo

:>) > se a >0, entao algum termo a ik Qkj é positivo
> segue queay =leay=1
> ou seja, ha arestas (i, k) e (k,j)
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Lema

Seja A2 =

Entao a,-j

A X A, ou seja, a =) p_1 ik
> 0 se e somente se existe caminho de tamanho dois

saindo de i e chegando em j.

Demonstracao:

(=) »

(=) »

se aUZ- >0, entdo algum termo aj, a;; € positivo
segueque ay = leay =1
ou seja, ha arestas (i, k) e (k,j)

seja um caminho (i, k,j) de i até j
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Lema

Seja A2 =

Entao a,-j

A X A, ou seja, a =) p_1 ik
> 0 se e somente se existe caminho de tamanho dois

saindo de i e chegando em j.

Demonstracao:

=) :

(=) »

v

se aUZ- >0, entdo algum termo aj, a;; € positivo
segueque ay = leay =1
ou seja, ha arestas (i, k) e (k,j)

seja um caminho (i, k,j) de i até j
entdoay =lea, =1
dai aj a,; > 0 e, portanto, aUZ >0
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Problema da Multiplicacdo de Matrizes Quadradas (MMQ)

Entrada:
> matriz quadrada A de ordem n.

» matriz quadrada B de ordem n.

Saida:
» produto P = A x B.

Observacoes:
> ha um algoritmo 6bvio de complexidade O(n?)
» MMQ pode ser resolvida mais rapidamente

> em tempo O(n?®%7) pelo algoritmo de Strassen (1969)
> em tempo O(n?3728639) pelo de Francois Le Gall (2014)
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PET < MMQ

Observe que sé existe triangulo com aresta (i,j) se
1. existir caminho de tamanho 2de i aj

2. existir aresta (i,j)

RebucAo-PET-MMQ(A, n)

1 A2« Aoyuq(A, n)

2 parai=1aténfaca

3 paraj =1 até n faca

4 sea,.12.>0ea,-j:1ent§o
5 devolva SIM

6 devolva NAO

» Tempo da reducdo: O(n?)
> Tempo total: O(n2,3728639)



A2 =A(G)xA(G)

123 45
11200 21
200 3211

302201

42 1031
5511112

123 45

101100

2010011

3 10010

401101

5501010



Exemplos de reducoes

» Multiplicacao de Matrizes para Multiplicacao de Matrizes
Simétricas
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Considerando o caso particular

Considere um caso particular de MMQ:
Multiplicacdo de Matrizes Simétricas (MMS)

Entrada:
> matriz simétrica quadrada A de ordem m.

> matriz simétrica quadrada B de ordem m.

Saida:
» produto P = A x B.

Claro que MMS <, MMQ.
» Portanto, MMQ é pelo menos tao dificil quanto MMS
» Sera que MMS também é pelo menos tao dificil quanto MMQ?
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VIVIORIVIVIS

Reduzindo MMQ <,,2 MMS:

1. Considere uma instancia de MMQ, Iy = (A, B, n).
2. Construa uma instancia de MMS, lys = (A’,B’,2n), em que

) 0 A , | o BT
3. Asolucao de MMS é:
;) o | AB 0
P=ab _[ 0 A'BT ]

4. Devolva o primeiro bloco da matriz P’.

Tempo da redugdo: O(n?).
> construir lyo leva tempo 0(n?)

> copiar o bloco e P’ leva tempo O(n?)
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» suponha que exista um algoritmo para MMS de tempo
O(T(m)) para algum polindmio T(m)
> relembre que m é a ordem das matrizes A’ e B’
> qudo pequeno pode ser T(m)?
> éclaro que T(m) = Q(m?), pois é preciso ler a entrada
> sera que pode ser mais rapido que o(m?®3728639)?

Para responder isso, usamos a reducao MMQ <, MMS:
> ela implica em um algoritmo de tempo total O(T(m) + n?)
» como m = 2n, tempo é O(T(2n) + n?) = O(T(n)+ n?)

» como T(n) domina n?, o tempo é simplesmente O(T(n))

Ou seja:
= algoritmo T(m) para MMS implica algoritmo T(n) para MMQ!
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RebucgAo(l4)

I —7(la)

2 SB «— ALGB(IB)
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[E

Suponha que
> A tem cota inferior h(n)
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> aredugado gasta tempo f(n) < =5

REpbucao é um algoritmo para A de tempo

f(n) + &(n) 2 h(n) = g(n) 2 h(n) - f(n) 2 h(n) - "o =

Conclusao: g(n) > Q(h(n))
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Transferindo cotas inferiores

Teorema

Considere dois problemas A e B e suponha que
1. h(n) é cota inferior para A e
2. A <f(n) B,
3. f(n) =o(h(n)).
Entdo h(n) é cota inferior para B.
Observacao:

> a cota inferior depende do modelo de computacao

> supomos o mesmo modelo para ambos problemas



Reducodes para obtencao de cota inferior

» Ordenacao para Envoltéria Convexa
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Problema da Ordenagéo (ORD)

Entrada:

> sequéncia X = (x1,x>,...,X,) de n elementos comparaveis

Saida:
> permutacao X cujos elementos estejam ordenados

Observacoes:

> sé podemos comparar dois elementos por uma sub-rotina
caixa-preta de tempo constante (chamada oraculo)

> esse problema tem cota inferior (2(nlgn)
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Reduzindo ORD <, EC:
1. Considere uma instancia de logp = (X1, X5..., X, )-

2. Construa instancia

lec = {(x1, X8), (X2, X3), .., (Xps X2)).

X6 X8 X3 X1 X2 X4 X7 X5
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3. Resolva lgc e obtenha solucdo Sg-, que é uma lista ciclica
dos vértices do poligono.

X6 Xg X3 X1 X2 X4 X7 X5

4. Determine indice i de Sg- do ponto com menor abcissa.

5. Liste os todos os indices a partir de i.

» O tempo da reducao é O(n).

> Portanto ()(nlgn) também é cota inferior para EC.
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» Unicidade de Elementos para Ponto Mais Préximo em 2D
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Entrada:
> sequéncia X = (x1,x5,...,X,) de n elementos comparaveis
Saida:

» decidir se os elementos sao todos distintos

Observacoes:

» sé podemos comparar dois elementos por uma sub-rotina
caixa-preta de tempo constante (chamada oraculo)

> esse problema tem cota inferior (2(nlgn)

> o problema pode ser resolvido em tempo O(nlgn). (Como?)
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Entrada:

> colecdo {(x1,¥1),-..,(xn,¥,)} de n pontos no plano
Saida:

> par de pontos i e j que estejam a menor distancia.

Observacao:
> pode ser resolvido em tempo O(nlgn)
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Reduzindo UE <, PMP:
1. Considere instancia lyr = (x1,%2,..., Xp,)-

2. Construa instancia

levp ={(x1,0), (x2,0),..., (x5, 0)}.

Xqg X8 X3 X1 X2 = Xg X4 X7 X5
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3. Resolva Ipyp e obtenha par de pontos (x;,0), (x;,0).
4. Calcule a distancia d entre os pontos:

(a) Se d =0, entao devolva NAO.
(b) Se d >0, devolva SIM.

— & 00— ———— O — 00— 00— >

Xqg Xg X3 X1 X2 = Xp X4 X7 X5

» O tempo da redugdo é O(n).

> Portanto Q(nlgn) também é cota inferior para PMP.
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Problema da 3-Soma (3SUM)

Entrada:
> sequéncia X = (xq,X5,...,x,) de n reais

Saida:
> determinar se existem indices distintos i,j e k tais que:

Xi+x;j+x,=0

Exemplo:
> instancia X = (4,-6,1,8,7,-5)
» solucaoi=1,j=3ek=6

Observacoes:
> pode ser resolvido em O(n?) (Como?)
> acreditava-se que ()(n?) era cota inferior
> pode ser resolvido em o(n?) (Grenlund e Pettie, 2014)
>

ainda se acredita que nao da pra fazer melhor que n2-Q(1)
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Entrada:

> conjunto {(x1,¥1),...,(Xn,¥n)} de n pontos no plano

Saida:

> determinar se trés pontos estao em alguma reta nao horizontal

Observacoes:
> pode ser resolvido em tempo O(n?)

> acredita-se que ()(n?) é cota inferior
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Reduzindo 3SUM <, COL:
1. Considere instancia lzsyy = (X1, X2,..-, X )-

2. Construa instancia

lco. = {(x:,0),(=x;/2,1),(x;,2) :i=1,2,...,n}.

X2 Xg X3 X1 X5 X4

Exemplo: X = (4,-6,1,8,7,-5)
3. Resolva Icp, e obtenha S¢ .

4. Se aresposta Scp, for SIM, responda SIM;
mas se a resposta Sc, for NAO, responda NAO.
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Portanto, x; + x; + x, = 0.
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» E claro que (Q)(n) é uma cota inferior para 3SUM.

> E se houver cota inferior ()(h(n)) maior para 3SUM?
> areducdo gasta tempo f(n) = O(n)
> nesse caso, f(n) = o(h(n))
> entdo Q)(h(n)) seria cota inferior para COL

> Mas sé conhecemos a cota trivial ()(n) para 3SUM.
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Exercicio

O problema 3SUMplus consiste em: dados uma sequéncia

X =(x1,%2,...,%,) de reais e um valor real b, determinar se

existem trés indices distintos i, j e k tais que x; + x; + x, = b.
1. Mostre que 3SUM <, 3SUMplus.
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Exercicio

O problema 3SUMplus consiste em: dados uma sequéncia

X =(x1,%2,...,%,) de reais e um valor real b, determinar se

existem trés indices distintos i, j e k tais que x; + x; + x, = b.
1. Mostre que 3SUM <, 3SUMplus.

2. Mostre que 3SUMplus <, 3SUM.

3. Suponha que o Professor Sabit Udo descobriu uma cota
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Exercicio

O problema 3SUMplus consiste em: dados uma sequéncia

X =(x1,%2,...,%,) de reais e um valor real b, determinar se

existem trés indices distintos i, j e k tais que x; + x; + x, = b.
1. Mostre que 3SUM <, 3SUMplus.

2. Mostre que 3SUMplus <, 3SUM.

3. Suponha que o Professor Sabit Udo descobriu uma cota
inferior de Q(nl'g) para 3SUMplus. Nesse caso, quais das
afirmacoes abaixo sao verdadeiras?

(i) Nao existe algoritmo O(n'?) para 3SUMplus.
(i) Nao existe algoritmo O(n'>) para 3SUM.
(iii) Existe um algoritmo O(n'?) para 3SUMplus.
(iv) Existe um algoritmo O(n%?) para 3SUM.
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» Sistema de Representantes Distintos (SRD) para
Emparelhamento Maximo (EM)
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Problema de origem

Sistema de Representantes Distintos (SRD)

Entrada:
> uma colecdo de conjuntos Sy, ..., Sy
Saida:
» conjuntoR ={ry,...,r jtalquer; € S;parai=1,...,k

> R é chamado de sistema de representantes distintos
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Um exemplo:
» considere o sistema de conjuntos

Ecolégicos: Ana, Alberto
Ruralistas: Joao, Alberto
Feministas: Ana, Maria

> entdo {Ana, Jodo, Maria} € um SRD

Um nao exemplo:
» considere o sistema de conjuntos

S =112}

S, ={3,4}

S3=1{3,4}

Sa=1{1,2,4)
{2,
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Um exemplo:
» considere o sistema de conjuntos

Ecolégicos: Ana, Alberto
Ruralistas: Joao, Alberto
Feministas: Ana, Maria

> entdo {Ana, Jodo, Maria} € um SRD

Um nao exemplo:
» considere o sistema de conjuntos

S, ={1,2}
S, =1{3,4}
S3;=1{3,4}
S4={1,2,4)
Ss ={2,4}

» nao existe SRD para esse sistema
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Um fato util

Teorema de Hall

Uma colegcao Sy, ..., S tem um SRD se e somente se

'[S,1 U '~~USim}‘ >m
para toda colecéo {iq,..., i} €1{1,2,3,..., k}.
> i.e., cada subcolecao de m conjuntos tem m elementos

> isso sugere que basta testar todas possiveis subcolecoes

> mas o niimero de subcolecoes é 2~



Problema de destino

Problema do Emparelhamento Maximo (EM)



Problema de destino

Problema do Emparelhamento Maximo (EM)

Entrada:



Problema de destino

Problema do Emparelhamento Maximo (EM)

Entrada:
> grafo bipartido G = (X U Y, E) com biparticdo X e Y



Problema de destino

Problema do Emparelhamento Maximo (EM)

Entrada:
> grafo bipartido G = (X U Y, E) com biparticdo X e Y

Solucao:



Problema de destino

Problema do Emparelhamento Maximo (EM)

Entrada:
> grafo bipartido G = (X U Y, E) com biparticdo X e Y
Solucao:

> subconjunto de arestas M que nao compartilham vértices



Problema de destino

Problema do Emparelhamento Maximo (EM)

Entrada:

> grafo bipartido G = (X U Y, E) com biparticdo X e Y
Solucao:

> subconjunto de arestas M que nao compartilham vértices

Objetivo:



Problema de destino

Problema do Emparelhamento Maximo (EM)

Entrada:

> grafo bipartido G = (X U Y, E) com biparticdo X e Y
Solucao:

> subconjunto de arestas M que nao compartilham vértices
Objetivo:

> maximizar |M|
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SRD <EM

Reducéao:
1. Tome uma instancia de Sy,..., S, de SRD sobre A
2. Construa um grafo bipartido G = (XU Y, E) com
> X:SIU"'USk
> Y =1(1,2,... k|
» E={(aj) : ac€S;el<j<k}

3. Encontre um emparelhamento maximo de G

Teorema

SRA<EM

» note que existe um SRD se e somente se G tem
emparelhamento com k arestas



Outros exemplos de reducoes

» Edicao de String para Problema do Caminho Minimo
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Problema de origem

Considere as seguintes operacodes sobre strings:

> insercao de um caractere
> remocao de um caractere

» troca de um caractere por outro

Edicao de String

Entrada:

» duas strings A e B
Solucao:

> sequéncia de operacoes para transformar A em B
Objetivo:

» minimizar nimero de operacdes
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Considere strings A = babb e B = bbc

» podemos transformar A em B

babb

U remova a
bbb

U troque o ultimo b por ¢
bbc

> realizamos duas operacgoes

Observagao:

> pode ser resolvido por programacao dinAmica (exercicio)
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Problema do Caminho Minimo
Entrada:

» grafo direcionado G(V,E)
> peso c; >0 para cada aresta (i,j) € £
> vérticess et
Solucao:
» caminhodesatemG
Objetivo:

> minimizar o comprimento do caminho



Problema de destino

Problema do Caminho Minimo
Entrada:

» grafo direcionado G(V,E)
> peso c; >0 para cada aresta (i,j) € £
> vérticess et
Solucao:
» caminhodesatemG
Objetivo:

> minimizar o comprimento do caminho

1
Um caminho minimo de s para’



Reducao:



Reducao:
1. Tome duas strings A =aa,...a, e B=b1b>...b,



Reducao:
1. Tome duas strings A =aa,...a, e B=b1b>...b,

2. Construa um grafo da seguinte forma:



Reducao:
1. Tome duas strings A =aa,...a, e B=b1b>...b,
2. Construa um grafo da seguinte forma:
| bl b2 bm

NN



Reducao:
1. Tome duas strings A =aa,...a, e B=b1b>...b,
2. Construa um grafo da seguinte forma:
| bl b2 bm

NN

3. Encontre um caminho minimo de | até F
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Edicao de String

4. Converta o caminho em operacoes de strings:

> Arestas horizontais correspondem a insercao de um
caractere e possuem custo 1.

> Arestas verticais correspondem a remocao de um
caractere e possuem custo 1.

> Arestas diagonais correspondem a uma troca e tem
custo 1 caso os caracteres sejam diferentes, e O caso
sejam iguais.

5. Devolva a sequéncia de operacdes construida
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Exemplo da reducao

Considere strings A = caa e B = aba e o grafo G

| a b a
o
0 0
a
0 X
ae o ° 'Y
F

> ha duas operacodes de custo ndo nulo

> o custo de edicao correspondeal+0+4+1+4+0=2



Outros exemplos de reducoes

» Ordenacao para Codificagao de Huffman



Problema de origem

Ordenacéao



Problema de origem

Ordenacéao

Entrada:



Problema de origem

Ordenacéao

Entrada:

> sequéncia de ndmeros naturais distintos xq, x>,..., X,



Problema de origem

Ordenacéao

Entrada:

> sequéncia de ndmeros naturais distintos xq, x>,..., X,

Saida:



Problema de origem

Ordenacéao
Entrada:
> sequéncia de ndmeros naturais distintos xq, x>,..., X,

Saida:

> permutacdo dos nimeros de entrada



Arvore binaria para codificacao variavel

Relemebrando: codificagdo de comprimento variavel

| a b ¢ d e f
Frequéncia 45 13 12 16 9 5
Cédigo variavel 0 101 100 111 1101 1100
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Problema de destino

Codificacao de Huffman

» Entrada:

> alfabeto C
> tabela de frequéncias f

> Solucao:
> codificacdo de comprimento variavel
» Objetivo:
» minimizar o tamanho do texto codificado

Observacao
> ja vimos um algoritmo O(nlogn) para o problema

> vamos utiliza-lo para resolver ordenacao
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Lema util

Lema

Considere caracteres Cq, C,, ..., C, com frequéncias fy,f>,...,f,
tais que
j-1
fi<fjparacadaj=2,...,n.

i=1
Entao existe uma arvore de Huffman tal que

» C, éfolha nonivel 1,

> C,_; éfolha no nivel 2

> ...

>

C, e C; sao folhas no nivel n —1.



Exemplo de arvore

Instancias baseadas no ultimo teorema terao uma arvore de
Huffman com a seguinte forma:

1110 1111
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Demonstragao:

>

>
>

seja T* uma arvore de Huffman para instancia enunciada
suponha por contradicao que C, nao esteja no nivel 1

adicione uma nova raizem T

»> torne C, filho esquerdo da nova raiz
> efaca T" filho direto dessa raiz

o custo da arvore muda

> ele diminuiu de pelo menos f,
> e aumenta de no maximo Z,”:_% fi

portanto o custo diminui
isso é um absurdo porque T é codificacao 6tima

podemos repetir o argumento para os demais caracteres
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1. Tome uma instancia de ordenacgao xi,x2,..., Xy

2. Crie caracteres Cy, Cy,..., C, com frequéncias
fl = 2X1,f2 = 2X2,...,fn = 2%n,

3. Observe que para todo caractere j temos
j-1
) 2'<2
i=1

4. Encontre um codificacao de huffman para a instancia
criada.

5. Percorra a arvore em ordem de niveis, listando as folhas
percorridas.



Outros exemplos de reducoes

» Reducgoes de Turing



Reducao de Turing

Podemos reduzir P; para P> fazendo varias aplicacdes de P-.

T

12:=Ti(ll
o (1) s
Instancia Il —» —> S1:=Ts(S)
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Exemplo de reducao de Turing

Problema de Multiplicacao de Inteiros

Dados inteiros a e b, calcular a - b.

Problema do Quadrado

Dados inteiro x, calcular X2,

Reducao:
» Podemos reduzir Multiplicacdo de Inteiros para Quadrado.

> Fazemos apenas um nimero constante de somas,
subtracoes e divisao por dois

(a+b)°—a’-b?
2

a-b=



	Cotas para um problema
	Reduções
	Exemplos de reduções
	Sistema Linear (LS) para Sistema Linear Simétrico (SLS)
	Casamento Cíclico de Strings para Casamento de Strings
	Existência de Triângulo para Multiplicação de Matrizes Quadradas
	Multiplicação de Matrizes para Multiplicação de Matrizes Simétricas

	Reduções para obtenção de cota inferior
	Ordenação para Envoltória Convexa
	Unicidade de Elementos para Ponto Mais Próximo em 2D
	3-Soma para Colinearidade

	Outros exemplos de reduções
	Sistema de Representantes Distintos (SRD) para Emparelhamento Máximo (EM)
	Edição de String para Problema do Caminho Mínimo
	Ordenação para Codificação de Huffman
	Reduções de Turing


