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Arvore geradora minima

Arvore geradora minima

Questao 1. (CLRS) Exercicios: 23.1-1, 23.1-2, 23.1-3, 23.1-4, 23.1-5, 23.1-6, 23.1-7, 23.1-8, 23.1-9, 23.1-
10, 23.1-11* (n2o0 use os algoritmos de Prim ou Kruskal)

Questao 2. (Kleinberg and Tardos) Suponha que é dado um grafo G com custos nas arestas positivos.
Seja T uma arvore geradora minima de G. Agora suponha que substituimos o custo cada aresta, c., por
seu quadrado, ¢2, criando assim uma nova instancia do problema com o mesmo grafo, mas com custos
diferentes. Concorde ou descorde: T ainda deve ser uma arvore geradora minima para a nova instancia.
Prove ou dé um contraexemplo.

Dica: compare os custos das arestas entre duas arvores geradoras minimas 7 e 7’ para as duas instancias,
respectivamente; por exemplo, se o custo da menor aresta de 7" € m, quanto deve valer o custo da menor
aresta de 7’7

Algoritmos de Prim e Kruskal
Questao 3. (CLRS) Exercicios: 23.2-1, 23.2-2, 23.2-3, 23.2-4, 23.2-5, 23.2-7(*), 23.2-8,
Questao 4. (CLRS) Problemas: 23-1

Questio 5. Seja G = (V,E) um grafo conexo com pesos associados a cada aresta. Professor B. Smart
prop0s o seguinte algoritmo para encontrar uma arvore geradora minima de G.

SMART-AGM(G, ®)

1. Ordene E em ordem ndo crescente de pesos

2. H+—G

3. Para cada e€ E em ordem ndo crescente de pesos, faca
4. Se H—e é conexo,

5. entdo H+ H—e

6. Devolva H

(a) Argumente sucintamente (em poucas linhas) que o grafo obtido é conexo e aciclico.

(b) Mostre que se e € uma aresta de G com peso maximo e G — e € conexo, entdo existe arvore geradora
minima de G que ndo contém e.

(¢) Conclua mostrando que o algoritmo estd correto.

Questio 6. Seja G = (V,E) um grafo ndo direcionado com pesos nas arestas e seja F um subgrafo de G que
é uma floresta (i.e., F' € aciclico). Projete um algoritmo eficiente para encontrar uma arvore geradora em G
que contém todas as arestas de F' e tem um custo minimo dentre todas as drvores geradoras que contém F.
Argumente que seu algoritmo estd correto e calcule sua complexidade de tempo.

Questao 7. Seja G um grafo nio direcionado com pesos nas arestas:

(a) Mostre que, se todo para todo X C V, o corte §(X) contém exatamente uma aresta leve, entdo existe
uma unica drvore geradora minima 7 de G.

(b) Suponha que todas arestas de G tém custos distintos, com excecdo de duas (u,v), (x,y), que tém o
mesmo custo. Suponha também que todo caminho de u até x contém essas duas arestas. Argumente
que existe uma tnica arvore geradora minima. Vocé pode utilizar o fato enunciado no item anterior.
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Conjuntos disjuntos com florestas disjuntas

Questao 8. (CLRS) Exercicios: 21.1-1, 21.1-2, 21.2-1, 21.2-2, 21.2-4, 21.3-1, 21.3-2,

Questdo 9. (CLRS) (21.3-4, 3ed) Suponha que desejamos adicionar a operacdo PRINT-SET(x), para a qual
é dado um né x e que imprime todos os membros do conjunto de x, em qualquer ordem. Mostre como
podemos adicionar apenas um tnico atributo a cada n6 em uma floresta de conjuntos disjuntos, de modo
que PRINT-SET(x) leve tempo linear no nimero de membros do conjunto de x e os tempos de execucdo
assintdticos das outras operagdes sigam inalterados. Suponha que possamos imprimir cada membro do
conjunto em tempo O(1).

Questao 10. Considere a estrutura de conjuntos disjuntos implementada com listas ligadas e utilizando a
heuristica de unido ponderada (weighted-union). Suponha que € realizada a seguinte sequéncia de opera-
coes:

MAKE-SET(x; ), MAKE-SET(x2),..., MAKE-SET(x,) ,

UNION(x3,x7),

UNION(x4,x2),

UNION(xs,x3),

UNION (x6,x4),

UNION (X—1,X7-3),
UNION (X, Xp—2),

(a) Supondo n = 11, faga um desenho do estado de foda a estrutura imediatamente apés UNION (xg, x7)
(use quadrados para nds; nao € necessario desenhar os ponteiros para cabega a partir de cada no).

(b) No desenho acima, circule (somente) os nés que seriam atualizados se fosse realizada a operacio
UNION(x3,X6).

(c) Dé o nimero exato de vezes (em funcdo de n) que um no € atualizado, somando-se todas as operagdes
de unido. Argumente em poucas linhas.

(d) Apds todas as operagdes acima, suponha que é executado UNION(x,,x,—1). Calcule o custo amor-
tizado por operacdo para essa sequéncia de operacdes e conclua se essa € ou ndo uma sequéncia de
pior caso. Argumente em poucas linhas, definindo o que significa uma sequéncia de pior caso quando
fazemos uma andlise amortizada.

Aplicagbes

Questdo 11. (Skiena) Seja G = (V, E) um grafo ndo direcionado. Um conjunto F C E de arestas é chamado
conjunto de retroalimentagdo se cada ciclo de G tiver pelo menos uma aresta em F.

(a) Suponha que G nio seja ponderado. Crie um algoritmo eficiente para encontrar um conjunto de retro-
alimenta¢do de tamanho minimo.

(b) Suponha que G é um grafo nio direcionado com pesos positivos nas arestas. Projete um algoritmo efi-
ciente para encontrar um conjunto de retroalimenta¢do de peso minimo. Argumente que seu algoritmo
estd correto.

Questao 12. Uma empresa possui  filiais que devem ser conectadas, direta ou indiretamente. Cada par de
filiais que sdo conectadas diretamente utiliza um servigo de fibra ética, ou um servi¢o de conexao via linha
telefonica. A velocidade da conexdo (em MBit/s) via linha telefonica entre duas filiais depende da distancia
e é fornecida pela empresa de telefonia. A velocidade da fibra é sempre constante, 1GBit/s. Devido a
restricdes orcamentdria, somente f (f < n) conexdes via fibra serdo contratadas. Uma vez instalada a rede,
duas filiais podem ser conectadas (indiretamente) por uma sequéncia de conexdes diretas; a velocidade de
conexdo entre as duas filiais é a velocidade da conexdo mais lenta nessa sequéncia. A velocidade de rede
¢ a menor velocidade de conexao entre quaisquer duas filiais. Escreva um algoritmo para encontrar uma



rede com a maior velocidade de rede possivel. Argumente por que o algoritmo estd correto e analise a
complexidade.

Dica: se houvesse dois caminhos disjuntos entre duas filiais, entdo poderiamos remover pelo menos uma
conexdo; qual? como uma conexao de fibra 6tica poderia melhorar uma rede existente?



