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Grafos

Conceitos de grafos

Questao 1. Sejam G um grafo e u,v vértices de G. Mostre que se existe um passeio de # a v em G, entdo
existe um caminhode v avem G.

Questao 2. Sejam G um grafo e u,v,w vértices de G. Mostre que se em G existem um caminhode u ave
um caminho de v a w entdo existe um caminho de # a w em G.

Questao 3. Seja G um grafo direcionado e u, v vértices de G. Mostre que se existe um passeio de # a v em
G, entdo existe um caminho de u av em G.

Questao 4. Sejam G um grafo direcionado e u, v, w vértices de G. Mostre que se em G existem um caminho
de u a v e um caminho de v a w entdo existe um caminho de ¥ a w em G.

Questiao 5. Demonstre ou dé contraexemplo:

(a) Todo passeio fechado contém um ciclo.
(b) Todo passeio fechado em um grafo direcionado contém um ciclo direcionado.

(¢) Uma rota € um passeio fechado com pelo menos uma aresta e que ndo tem repeticao de arestas. Toda
rota contém um ciclo.

Questio 6. Considere um grafo G = (V, E). Demonstre que as seguintes afirmagdes sdo equivalentes:

e G éuma drvore.

e G é conexo e possui exatamente |V| — 1 arestas.

e G é conexo e a remogdo de qualquer aresta desconecta o grafo.

e Para todo par de vértices u, v de G, existe um tinico caminho de # a v em G.

Questdo 7. Prove por indugéo que todo grafo conexo G = (V,E), com |V| > 2, tem um vértice cuja remogao
mantém o grafo resultante conexo.

Questao 8. O Problema das Sete Pontes de Konigsberg é um problema matematico famoso e resolvido por
Euler: existe um percurso que passe exatamente uma vez por cada uma das sete pontes da antiga cidade de
Konigsberg? Euler respondeu que nao.

(a) Descreva esse problema em termos de um grafo, i.e., defina um grafo (seus vértices e arestas) e faca
uma pergunta acerca dele que seja equivalente ao problema das pontes.

(b) A figura da direita € uma casa e € apresentada com um desafio para criangas: desenhd-la sem tirar a
ponta do l4pis do papel e sem repetir linhas. Argumente que tanto a pergunta sobre as pontes quanto o
desafio para as criancas corresponde a0 mesmo problema, mas para grafos distintos.
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Questao 9. O jogo ¢ o seguinte: alguém faz um desenho fazendo alguns riscos no papel e depois pede para
reproduzi-lo sem refazer o mesmo risco nem levantar a ponta do ldpis do papel. Impressionado por sua
habilidade em resolver esse problema, um amigo, que € editor de uma pequena coluna sobre tecnologia no
jornal local, convidou-o para escrever na edi¢do da préxima semana. Vocé€ explicou que era um problema
simples e de ficil resolucdo. Escreva um artigo que descreva para os leitores do jornal (que sdo interessados
em Matemdtica, mas cujo conhecimento ndo vai muito além de aritmética bésica e nocdo de conjuntos)
como resolver esse problema. No seu artigo vocé deverd descrever o problema em termos de grafos, usando
uma linguagem acessivel e dando as defini¢des necessdrias. Vocé deve explicar que nem sempre é possivel
realizar o que o jogo pede, mas é facil verificar isso. Mais do que isso, quando € possivel, existe uma
estratégia simples para resolvé-lo. A coluna do jornal deve ser um texto continuo, adequadamente separado
em paragrafos, com cerca de 400 palavras.

Questao 10. Mostre que, em uma festa com pelo menos n > 6 pessoas, existem trés pessoas que se conhe-
cem mutuamente ou trés pessoas que nio se conhecem mutuamente.

Questao 11. Suponha que, em um grupo S de n pessoas, com n > 4, vale o seguinte: em qualquer grupo
X C S de 4 pessoas, existe uma que conhece as demais pessoas de X. Mostre que existe uma pessoa em S
que conhece todas as demais pessoas de S.

Questao 12. Circule C para afirmacdes corretas e E para incorretas.

(a) C E SejaGum grafoe u,v,w vértices de G. Se existe aresta de u a v e aresta de v a w, entdo existe
uma aresta de u a w.

() C E Seja G um grafo e u,v,w vértices de G. Se ndo existe caminho de u a w, entdo o niimero de
arestas no grafo induzido por u#,v e w € no maximo 1.
(c) C E Todo grafo tem um nimero par de vértices impares, i.e., com grau impar.
(d) C E Todo grafo tem um nimero impar de vértices pares, i.e., com grau par.
(e) C E Existem grafos que contém passeios fechados e sdo aciclicos, isso €, sdo florestas.
(H C E Todo grafo que contém um passeio fechado sem repeticdo de arestas é ciclico.
(g C E Seja G um grafo simples qualquer com 10 vértices. O nimero de arestas de G somado ao
nimero de arestas do complementar G ¢é 45.
(h) C E Dadoum grafo G, se o menor caminho entre u e v tem tamanho exatamente 2, entdo existe
aresta que ligau avem G.
(i) C E T éuma arvore se e somente se contém |V| — 1 arestas.
G) C E Seemum grafo simples conexo todo vértice tem grau dois, entdo esse grafo € um ciclo.
(k) C E Toda arvore com pelo menos 2 vértices € um grafo bipartido.
() C E Dadauma arvore T, existe um subconjunto de vértices X C V(T) tal que G =T — X tem
pelo menos V(T') /2 vértices com grau zero.
(m) C E Todo grafo com um nimero impar de vértices € bipartido.
(n) C E O melhor algoritmo para calcular o quadrado de uma matriz quadrada de tamanho n é estri-

tamente melhor que o trivial com tempo O(n?).

(o) C E Seum grafo G tiver muitas arestas, i.e., E = Q(V?), entdo todo algoritmo para calcular o
quadrado de G leva tempo pelo menos Q(V?), j4 que VE = @(V?) nesse caso.

(p)) C E A quarta poténcia de um grafo G = (V,E) é um grafo Q tal que existe aresta entre dois
vértices u e v em Q se, e somente se, houver caminho entre u € v de tamanho no maximo 4
em G. Ndo existe um algoritmo que calcula Q, dado G, em tempo O(V?).

Representacao de grafos

Questao 13. (CLRS) Exercicios: 22.1-1, 22.1-2, 22.1-3, 22.1-4, 22.1-6, 22.1-7,



Questio 14. Seja M uma matriz de adjacéncia de um grafo G = (V,E) e calcule o quadrado M?. Dados
u,v €V, se existe um caminho de u até v, que valores pode haver em M?[u,v]? Utilize essa informacio e
dé um algoritmo que calcule o quadrado de um grafo, representado como uma matriz de adjacéncias, com
tempo assintoticamente melhor do que |V |*.

Questao 15. Crie um algoritmo que receba um grafo G em forma de lista de adjacéncias e um conjunto
S C V e crie um novo grafo G[S]. Analise a complexidade de seu algoritmo.

Questao 16. O diametro de um grafo G € a maior distancia entres dois vértices de G.

(a) Seja G um grafo simples de diAmetro maior que trés. Mostre que G tem diAmetro no maximo trés.

(b) Seja T uma arvore com pelo menos uma aresta de didmetro d. Suponha que apés a remocao de uma
aresta, obtemos duas componentes conexas 77 e 7> com didmetro d; e d;, respectivamente. Mostre que
d> (dl +d2)/2+ 1.

Questao 17. O produto cartesiano (Bondy e Murty) de grafos simples G ¢ H é um novo grafo, deno-
tado GOH, cujo conjunto de vértices é V(G) x V(H) e cujo conjunto de arestas sdo todas as arestas

((u1,v1), (u2,v2)) tal que
(u1,u2) € E(G)e vy = v, ou (vi,v2) € E(H)e uj = us.

Portanto, para cada aresta (u;,u>) de G e cada aresta (v, v2) de H, existem quatro arestas em GLIH, a saber:
L ((u1,v1), (u2,v1)), 2. ((u1,v2), (u2,v2)), 3. ((ur,v1), (ur,v2)) e 4 ((uz,v1), (u2,2)).
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Escreva um algoritmo para calcular o produto cartesiano de dois grafos usando matriz de adjacéncias. Ana-
lise a complexidade do algoritmo. Depois refaca usando listas de adjacéncias.



