Projeto e Analise de Algoritmos

Algoritmos gulosos

Lehilton Pedrosa

Primeiro Semestre de 2020


https://www.ic.unicamp.br/~lehilton/

Algoritmos gulosos



Problemas e subproblemas

Vamos estudar algoritmos gulosos
» decompomos um problema em varios subproblemas
» de novo, um deles corresponde a subestrutura 6tima

» mas podemos escolher a subestrutura eficientemente

Comparando as estratégias

> algoritmo de programacao dinamica:
1. primeiro resolvemos todos os subproblemas
2. depois decidimos o subproblema étimo

> algoritmo guloso:

1. primeiro escolhemos o subproblema 6timo
2. depois resolvemos apenas esse subproblema



Algoritmos gulosos

Ideia:
» nao resolver todos os subproblemas
» fazer uma escolha gulosa por um deles

> resolver apenas o subproblema escolhido

Premissas dos algoritmos gulosos:

> existe um critério guloso para selecionar o subproblema
corresponde a subestrutura étima

» sabemos executar esse critério eficientemente



Uma receita para algoritmos gulosos

Varios problemas tem a seguinte estrutura
> existe um conjunto de elementos S

» uma solucado é algum subconjunto A* de £

Um estratégia genérica:
1. faca A <0

2. enquanto A nao é solucao:

(a) escolha um elemento e com algum critério guloso
(b) certifique-se de que existe solucao A* contendo A U {e}
(c) faca A — AU{e}

3. devolva A



Algoritmos gulosos

» Selecao de atividades



Selecao de atividades

Considere n atividades executadas em certo lugar
> podem ser palestras, reunides em um sala etc.

> denote essas atividades por S = {ay,...,a,}

Duracao das atividades
> a atividade a; comeca no tempo s; e termina no tempo f;

> assim, ela deve ser realizada no intervalo [s;, f;)

Definicao

Duas atividades a; e a; sdo compativeis se os intervalos [s;, f;)
e [s;, f;) sao disjuntos.



Problema de selecao de atividades

Problema:
» Entrada:

> conjunto de atividades S = {ay,...,a,}
> tempos de inicio s e de termino f

> Solucgao:
> subconjunto A de atividades compativeis
» Objetivo:

> maximizar |A|



Uma instancia

Os tempos de inicio e de término sao

i1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
ss/1 3 0 5 3 5 6 8 8 2 12
/4 5 6 7 9 9 10 11 12 14 16

> as atividades estao em ordem de tempo de término

> iremos usar essa ordem em seguida

Exemplos de solucdes
> {(ai,a>} e{aj,as} sdo pares incompativeis
> {a;,as} e{as, aqg, a;1} sao viaveis, mas ndo étimas

> l(ai,a4,ag, a1} e{as, as, aqg, a1} sdo vidveis e otimas



Definicoes preliminares

Supomos que f1 <> <... < f,
> ou seja, as atividades estao em ordem de término

> se nao estiverem, podemos ordenar

Para um par (i,j), defina S ={a, € S : f; <5 < fi < 5}
> atividades que comecam depois que a; termina

> e além disso terminam antes que a; inicie

Considere atividades dummies
» atividade ag com fy = O e atividade a,, ; com s, ;1 = o
> assim S esta definido paratodoO<i,j<n+1

» e o conjunto de todas atividades € S = Sg ;11



Subestrutura étima

Considere uma solucao 6tima

> suponha que a, esta nessa solucao 6tima
> as demais atividades da solucao devem estar

> antes do inicio de a,
» depois do término de a,

Descobrimos uma subestrutura 6tima
> queremos uma solucao étima para o conjunto Spy

> além de uma solugao étima para o conjunto Sy ;11

Mas nao sabemos qual é a atividade a, na solucao 6timal



Usando programacao dinamica

Definimos o seguinte subproblema
» considere um par (i,j) para0<i,j<n+1

» defina c[i,j] o valor de uma solucao 6tima para a instancia
do problema com atividades S;

Podemos computar c[i,j] com a recorréncia

0 seS; =0
clijl= max _{c[i,k]+c[k,j]+ 1} seS;=0
i<k<j:ax€S;
Voltando ao problema original
> o valor 6timo corresponde a entrada c|[0, n + 1]

> ¢ facil calcular usando programacao dinamica (exercicio)



Escolha gulosa

Algumas observacoes

> na programacao dinamica, testamos todas atividades a,

> em um algoritmo guloso, queremos escolher uma apenas

Escolha gulosa
Suponha que S;; # () e seja a,, uma atividade em S;; com
fm = min{fy : ax € S;}.

Entdo existe uma solucdo 6tima para S;; que contém a,.

Algumas consequéncias
> como as atividades estao em ordem de término, a,, = a;
» entdo o conjunto S;,,, é vazio

> e resta resolver apenas um subproblema para S,



Demonstracao da escolha gulosa

Seja A® uma solucao otima para S
> se a,, € A, entao nada ha a fazer

> suponhaentdoque a,, €A

Vamos criar outra solucao 6tima A’ contendo a,,
> seja a, € A a atividade com menor f,
> defina A’ =A\{a }Ul{a,}

2

Temos que provar que A’ é solucao 6tima
> éclaroque |[A*[=|A’]
entdo resta mostrar que A’ é viavel
nenhuma atividade de A*\ {a,} comeca antes de f
dai nenhuma atividade de A*\ {a,} comeca antes de f,

assim as atividade de A’ sdo mutualmente compativeis



Resolvendo recursivamente

A discussao anterior sugere um algoritmo recursivo:
> suponha que estamos tentando resolver S;
> escolha a atividade a,;, com menor término em S,

> resolva o subproblema S, e junte a,,



Algoritmo recursivo

Observacoes
> as atividades estao em ordem de tempo de término

> entdo S; ={ajy1,ai42,.-.,2j-1}

SeLec-ATIV-GUL-REC(s, f,i,))

m<«—i+1

enquanto m<je s, <f;facga > achaprimeiraemsS
m<«<—m-+1

se m <j entdo
devolva {a,,} U SELEC-ATIV-GUL-REC(S, f, m, )

senao
devolva 0

i

NOu b WN PR

Analise
> cada elemento é visto uma vez, dai o tempo total é ©(n)

> pode ser que precisemos ordenar as atividades



Algoritmo iterativo

Podemos reescrever de maneira iterativa

SELEC-ATIV-GUL-ITER(S, f, n)
1 A«l{a}

2 i<1

3 param < 2 até n faga
4 se s, > f; entdo

5 A «— AU{ay,}

6 i<—m

7 devolva A.



Algoritmos gulosos

» Codificacao de Huffman



Codificacoes

Queremos representar um texto
> é uma sequéncia de caracteres de um alfabeto C

» cada caractere esta associado a uma sequéncia de bits

Tipos de codificacao
» comprimento fixo

» cada sequéncia tem o mesmo ndmero de bits
> basta que elas sejam distintas

> codificacao de comprimento variavel

> as sequéncias podem ter tamanhos diferentes
> sdo livres de prefixo: uma sequéncia nao é prefixo de outra

Tamanho do texto codificado
» é o numero de bits usados para representar o texto

> codificacoes diferentes tém tamanhos diferentes



Considere um texto com 100.000 caracteres de C = {a, b, c,d, e, f}:

a b c d e f
Frequéncia (em milhares) 45 13 12 16 9 5
Cédigo de tamanho fixo 000 001 010 o011 100 101
Cédigo de tamanho variavel 0 101 100 111 1101 1100

Tamanho do texto codificado

» com a codificacao de tamanho fixo, usamos

3-100.000 = 300.000 bits

» com a codificagdao de tamanho variavel, usamos

(45-1413-3+12-3416-3+ 9-4 + 5-4)-1.000 = 224.000 bits

—_—— ——— —— ~—— ~— o ~—
a b c d e f



Codificacao de Huffman

Codificacao de Huffman
» problema para a compressao de dados

» dependendo da aplicagao, reduz de 20 a 90%

Problema
» Entrada:

> alfabeto C
> tabela de frequéncias f

> Solugao:
» codificacdo de comprimento variavel
» Objetivo:
> minimizar o tamanho do texto codificado



Representacao de codificacao

Uma codificagao é representada por uma arvore binaria
» o filho esquerdo esta associado ao bit 0
> o filho direito esta associado ao bit 1

> as folhas representam os caracteres do alfabeto

Vantagens dessa estrutura de dados
> representam codificagdes variaveis livres de contexto

> permite facil decodificacao do texto codificado



Arvore binaria para codificacao fixa

Codificacao de comprimento fixo

| a b ¢ d e f
Frequéncia 45 13 12 16 9 5
Cédigo fixo 000 001 010 011 100 101




Arvore binaria para codificacao variavel

Codificacao de comprimento variavel

| a b c d e f
Frequéncia 45 13 12 16 9 5
Cédigo variavel 0 101 100 111 1101 1100




Detalhes da estrutura

Arvores binarias cheias
> sdo arvores em que cada né interno tem dois filhos
> assim, ha |C| folhas e |C| - 1 nds internos

> sempre existe uma codificacdo 6tima cheia (exercicio)

Estrutura deumné z
» o filho esquerdo é denotado por z.esqg
» o filho direito é denotado por z.dir

> a frequéncia dos caracteres na subarvore é z.freq



Construindo uma arvore étima

Vamos adotar a seguinte estratégia
> caracteres infrequentes estao em folhas mais profundas

» construimos a arvore de maneira bottom-up

Ideia:
» comecar com |C| nés correspondendo aos caracteres
> juntar os dois nés menos frequentes
> repetir |C| — 1 vezes até sobrar apenas um né

» o nodrestante é a raiz da arvore devolvida



Algoritmo de Huffman

HurrFrmaN(C)

1 n<|C|

2 Q«C

3 parai< 1latén-1faca

4 alocar novo registro z

5 z.esq « x « ExTRACT-MIN(Q)
6

7

8

9

z.dir « y « EXTRACT-MIN(Q)
z.freq < x.freq + y.freq
INSERT(Q, 2)

devolva EXTRACT-MIN(Q)

> ( é uma fila de prioridades ordenada pela frequéncia



Custo de uma codificacao

Algumas notacoes
» T é uma arvore binaria representando uma codificacao
» dr(c) é a profundidade do né representado o caractere ¢

» f(c) é a sua frequéncia do caractere ¢

Tamanho do texto codificado

» o numero de bits de um texto codificado por T é
B(T)= ) f(c)dr(c).

> dizemos que B(T) éocustode T



Escolha gulosa

Sejam x e y os dois caracteres em C com as menores
frequéncias. Entao, existe uma codificacao 6tima na qual os
cédigos de x e y diferem apenas no altimo bit.

Demonstracao
» Considere uma arvore 6tima T
» Sejam a e b duas folhas irmas mais profundas
» Também, sejam x e y as duas folhas de menor frequéncia

» Construa uma arvore T’ trocando a e x e depois uma
arvore T” trocando b por y

» Vamos mostrar que T” também é uma arvore 6tima



Escolha gulosa (cont)

» assim, B(T) > B(T’) e, analogamente, B(T') > B(T")

> como T é 6tima, T” também é 6tima e o enunciado segue



Subestrutura étima

Subestrutura 6tima

Suponha que
» x e y sao os dois caracteres com menores frequéncias
> C'=CU{z}—{x,y} é alfabeto com f(z) = f(x) + f(y)
» T’ éuma arvore 6tima para o alfabeto C’
> T é obtida de T’ substituindo-se z por duas folhas x e y

Entdo T é uma arvore étima para C.



Subestrutura 6tima (cont)

Comparando os custosde T e T’

» sece C—{x,y}, entdao
f(c)dr(c) = f(c)dr(c)
> para x e y temos

f(x)dr(x) + f(y)dr(y) = (f(x) + f(y))(dr(2) + 1)

> portanto, B(T')=B(T)-f(x)—f(y)

Suponha que existe arvore 6tima T” para C com B(T") < B(T)
> pelo lema anterior, suponha que x e y sao folhas irmasem T”
> seja T obtida de T” trocando x e y por z com f(z) = f(x) + f(y)

> entdo o custode T" étal que

B(T"”)=B(T")-f(x)—f(y) <B(T)-f(x)—f(y) =B(T’)

> isso contradiz o fato de que T’ é uma arvore 6tima para C’



Correcao do algoritmo de Huffman

Teorema

HUFFMAN constréi uma codificacao 6tima.

Segue imediatamente dos Lemas 1 e 2.
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