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Programacao dinamica



Problemas e subproblemas

Vamos estudar problemas com algumas propriedades:

» subestrutura 6tima

» decompomos a instancia em varios subproblemas
> asolugao 6tima corresponde a exatamente um deles
> normalmente, € uma generalizacao do problema original

> sobreposicdo de subproblemas

»> uma instancia é quebrada em varias instancias menores
> arecursado recalcula uma mesma instancia varias vezes



Programacao dinamica

Ideia:
» evitar o recalculo desnecessario de subproblemas
> guardar as solucoes de subproblemas em uma tabela

» cada entrada é uma instancia distinta do subproblema

Premissas da programacao dinamica:
> o numero entradas da tabela é pequeno

> sabemos computar cada uma eficientemente



Problemas de otimizacao

Consideramos tipicamente problemas de otimizacao
> cada instancia tem um conjunto de solugdes viaveis
> cada uma delas tem um valor dado pela funcao-objetivo

> queremos alguma cujo valor € minimo ou maximo

Uma solucao viavel com o melhor valor é chamada de 6tima



Programacao dinamica

» Multiplicagao de cadeias de matrizes



Considere um produto de matrizes

M=M xMyx...M;---xM,

» as dimensoes das matrizes sao dadas por um vetor b

» a matriz M; tem b;_; linhas e b; colunas

Ordem de multiplicacdo:
> s6 podemos multiplicar matrizes aos pares
» devemos escolher uma parentizacao para o produto

> produto matrizes m x ¢ e { x n faz m-{-n multiplicacoes



Exemplo de parentizacao

Exemplo:
> seja M = M; x M> x M3 x M, tal que b = (200, 2,30, 20, 5)

> as possiveis parentizagoes sao:

5.300 multiplicagoes
3.400 multiplicacoes
4.500 multiplicacoes
29.200 multiplicacoes
152.000 multiplicacoes

)
)
)
)
)

Ll

M = (((My x Mz) x M3) x My

> a ordem das multiplicagoes faz diferenca!



Multiplicacao de cadeias de matrizes

Problema:
» Entrada: vetor b com dimensoes de n matrizes
> Solucao: parentizacao das matrizes

» Objetivo: minimizar o nimero de multiplicagoes

Testando todas as solucoes vidveis

»> o nUmero de parentizacdes é dado por

P(n) = 1, n=1
| ZiZiP(k)-P(n—k) n>1,
> a solucdo dessa recorréncia é P(n) = Q(4”/n%)

> um algoritmo de forca bruta é impraticavel



Encontrando uma subestrututra 6tima

Considere uma parentizacao 6tima

> para cada par (i,j) talque 1 < i <j < n, defina
Mi,j — M,’XM,’+1 X...XMJ'
> existe k tal que a ultima multiplicacao realizada é

M =My x Mii1,n

> como essa parentizacao é 6tima, o nUmero de
multiplagbes para computar M; , e My 1 , € minimo

Encontramos uma substrutura 6tima

» os produtos M; , e M, , tém parentizagoes 6timas



Subproblema

Definimos o seguinte subproblema
> considere uma tabela m com entrada para cada par (/,))

> seja m|i,j| o valor de uma parentizacdo 6tima para

M; x M1 x...x M,

Podemos resolver esse subproblema recursivamente
> ndo sdo feitas multiplicacdes se i = j, entdao m|i,j] =0
» do contrario, deve haver uma ultima multiplicacao

» listando as possibilidades, obtemos uma recorréncia

mli,j] = irpljgj{m[i,k] +mlk+1,j]+ by - by - by}



Algoritmo recursivo

MiNIMO-MuLTIPLICACOES-RECURSIVO(D, i, /)
se i = j entao
mli,j] <0
senao
m[i,j] «— 00
para k < i até j—1 faca
g < MiNnIMO-MuLTIPLICACOES-RECURSIVO(D, i, k)
+ MiNiMO-MuLTIPLICACOES-RECURSIVO(b, k + 1, j)
+ b[i—1]-b[k]- blj]
7 se m > g entdo
8 mli,j] < q
9 sli,j] < k
0 devolva mli,j]

AUl N WN -

> sli,j] guarda o indice para a Gltima multiplicacao de M, ;

> achamada inicial é MiNniIMO-MuULTIPLICACOES-RECURSIVO(b, 1, n)



Recuperando a solucao 6tima

> a funcao anterior devolve apenas o valor da solucao

> mas a tabela s induz uma parentizacao 6tima

MuLTipLiIcA-MATRIZES(M, s, i, j)

1 sei=jentao

2 devolva M;

3 sendo

4 X < MuLtipLicA-MATRIZES(M, s, i, S[i, j])

5 Y « MuLTipLica-MATRIZES(M, s, s[i, j] + 1, )

6 devolva Multiplica(X, Y, b[i — 1], b[s[i,]], b[j])



Complexidade do algoritmo recursivo

Sejan =j—i+ 1 ondmero de matrizes

> o tempo de execucdo é dado pela recorréncia

©(1) sen=1
T(n) - n-1
YioalT(k)+T(n-k)]+O©(n) sen>1

» podemos mostrar que T(n) = Q(2")

» isso ainda é impraticavel



Complexidade do algoritmo recursivo (cont)

Analisando com calma
> o algoritmo recalcula o mesmo valor m|i,j| varias vezes

> por exemplo, se n = 4, os valores m([1,2], m[2,3] e m[3,4]
sao computados duas vezes

Melhorando
> o namero de pares (i,j) distintos é limitado por O(n?)
> podemos guardar todos os valores m[i,j| em uma tabela

> e resolver cada subproblema apenas uma vez



Recalculando os mesmos subproblemas

Considere a execucao de um algoritmo recursivo

Nessa arvore de chamadas
> P, éresolvido 2 vezes
» P, éresolvido 3 vezes
> Pg éresolvido 4 vezes
>

Pg é resolvido 3 vezes



Memorizacao x pr acao dinamica

Evitamos o recalculo de subproblemas de duas maneiras

1. Memorizacao

| 4
»
>

mantemos a estrutura recursiva do algoritmo
guardamos os valores computados em tabela
devolvemos valores ja conhecidos antes da chamada
recursiva

2. Programacao dinamica:

>

»
>
>

criamos uma tabela com entrada para cada subproblema
inicializamos as entradas correspondentes a casos basicos
preenchemos o restante da tabela com uma recorréncia

a ordem de preenchimento deve obedecer a dependéncia
entre subproblemas



Algoritmo de memorizagcao

MiNiMOo-MuLTIPLICACOES-MEMORIZADO(D, i, j)

1

NoOou h~whiN

10
11

se m|[i,j] ndo esta definido entdo
se i = j entdo
mli,j] < O
senao
mli,j] « oo
para k < i até j—1 faca
g < MiNniMO-MuLTIPLICACOES-MEMORIZADO( b, i, k)
-+ MiNIMO-MuLTIPLICACOES-MEMORIZADO(b, k + 1, )
+ bli—1]-b[k] - b[j]
se m > g entdo
m[i,j] —q
s[i,j] < k
devolva m[i, ]



Algoritmo de programacao dinamica

» denotamos por u o tamanho da cadeia do subproblema

» preenchemos a tabela em ordem crescente de tamanho

MiNiIMO-MuLTIPLICACOES(D)

para i« 1 até n faca
mli,i] < O
para u < 1 até n—1 faga
para i« 1 até n—u faca
j—i+u
mli,j] < oo
para k < i até j—1 faga
q < m[i,k] +m[k +1,j]+ b[i - 1] - b[k] - b[j]
se g < mli,j] entdo
mli,j] < q
sli,jl < k
devolva m[1, n]



Exemplo de tabela

i i+l i+2 i+3

i+1

i+2

i+3




Exemplo de preenchimento

1 2 3 4 1 2 3 4
1| 0 1] _
2 0 2 _
3 0 3 _
4 0 4 _




Exemplo de preenchimento

1 2 3 4 1 2 3 4
1| o |12000 1) _| 1
2 0 | 1200 2 | 2
3 0 | 3000 3 _ 3
4 0 4 _
m s

{200, 2, 30, 20,5}



Exemplo de preenchimento

1] o 9200 1

2 0 | 1200 2

3 3000 3

4 0 4
m

\ bO*bl*b3=200*2*20=8000‘

S

{200, 2, 30, 20,5}




Exemplo de preenchimento

1 2 3 4 1 2 3 4
1| o |12000 9200 1) ) 1)1
2 0 2 _ 2 3
3 3 _ 3
4 4 _
m s

{200, 2, 30, 20,5}

\ b1*b2*b4=2*30*5=300‘




Exemplo de preenchimento

1 2 3 4 1 2 3 4

1 0 | 12000 3400 1 1 1 1

2 1200 | 1400 2 —| 2| 3
3 0 | 3400 3 _ 3
4 4 _

m S

\ b0*b1*b4=200*2*5=2000‘ {200, 2,30, 20,5}

\ bo*bz*b4=2oo*3o*5=3ooo¢




Exemplo de preenchimento

1 2 3 4 1
1| o0 |12000 9200| 3400 1) _| 1
2 0 | 1200| 1400 2 _
3 0 | 3000 3
4 0 4
m




Complexidade da programacao dinamica

Analise
o algoritmo preenche cada entrada (i,j) uma vez
o nimero de pares diferentes na tabela é O(n?)

>

>

> preencher cada entrada leva tempo O(n)

> o tempo total é limitado niUmero de pares X tempo por par
>

além disso, usamos uma matriz n X n para a tabela

Complexidade
> o tempo gasto pelo algoritmo é O(n?)

» a memoéria usada pelo algoritmo é O(n?)



Programacao dinamica

» Problema da mochila binario



Problema do ladrao

Um ladrao vai roubar uma casa
> ir4 colocar alguns itens na mochila

» mas a mochila tem um limite de peso W

Ele tem n itens disponiveis
» cada item i tem um peso w;

> cadaitem i tem um valor ¢;

Pergunta: quais itens escolher para maximizar o valor?



Problema da mochila binario

Problema:

» Entrada:

> inteiro nao negativo W representando a capacidade
> vetor de inteiros nao negativos w representando pesos
> vetor de inteiros nao negativos c representando valores

> Solugao:

> subconjunto/ C{1,2,...,n}talque ) ;o w; < W
» Objetivo:

> maximizar ) ;¢ ¢

Podemos fazer algumas suposicoes
1. 2721 4 >W
2. 0<w;<Wparatodoi=1,...,n



Substrutura étima

Algoritmo de forca bruta
> ha 2" possiveis subconjuntos de itens

> decidir todos os itens da solucao 6tima é impraticavel!

Podemos decidir se o Ultimo item esta na solucao
1. seele estiver

> ainda restara capacidade W — w,, na mochila
> teremos que escolher entre os n — 1 primeiros itens

2. se ele nao estiver

> ainda restara capacidade W na mochila
> teremos que escolher entre os n — 1 primeiros itens



Subproblema

Definimos o seguinte subproblema
> seja d a capacidade residual da mochila
» considere os k primeiros itens

» defina z[k, d] o valor maximo de um
subconjunto I’ € {1,2,...,k}talque ) ;. w; < d

Podemos computar z[k, d] com a recorréncia:

0 sek =0,0u
zlk,d] =< z[k—1,d] se wy > d, ou
max(z[k - 1,d], zlk - 1,d - w] + ¢} sew, <d



Sobreposicao de subproblemas

Considere a arvore de recorrénciapara W=7ew =(2,1,6,5):

z[4, 7]
2[3‘ 7] 2[3, 2]
|
22, 7] 22, 1] 72, 2]
7[1, 7] 7[1, 6] 7[1, 1] 7[1, 0] 71, 2]
SN N \ \ 7N
0.7] 20,5 20,6 20,4  z[0, 1] 20, 0] 7[0, 2] [0, 0]

O subproblema z[1, 1] é computado duas vezes.



Programacao dinamica

Observe que as capacidades sdo inteiros

>

v v.yYvyy

criamos uma tabela com n + 1 linhas e W+ 1 colunas
o nimero de entradas da tabela é (n +1)(W +1)
inicializamos a primeira linha com O

o caculo de uma entrada s6 depende da linha anterior!

o valor do problema original sera z[n, W|



Ordem de preenchimento

d-w[k] d
0
SN
k

z[k,d]zmax {- , Z[k=1,d-wlK]] + c[k

O calculo de z[k, d] depende de z[k — 1,d]| e z[k — 1,d — w].

LN




Algoritmo de programacao dinamica

MocHiLA(W, w, ¢, n)
para d < O até W faga
z[0,d] <O
para k < 1 até n faga
para d < O até W faga
z[lk,d] « z[k - 1,d]
se w, < dez[k,d]| <c,+z[k—1,d— wg] entdo
zlk,d] « cx +z[k —1,d — wy]
devolva z[n, W]

0ONO Ul WN P



Exemplo de preenchimento

Tome W=7,w=(2,1,6,5) e c =(10,7,25,24)




Exemplo de preenchimento

Tome W=7,w=(2,1,6,5) e c =(10,7,25,24)




Exemplo de preenchimento

Tome W=7,w=(2,1,6,5) e c =(10,7,25,24)

1 0 010 | 10| 10| 10| 10|, 10




Exemplo de preenchimento

Tome W=7,w=(2,1,6,5) e c =(10,7,25,24)

1 0 010 | 10| 10| 10| 10|, 10




Exemplo de preenchimento

Tome W=7,w=(2,1,6,5) e c =(10,7,25,24)

1 0 0|10 | 10| 10| 10| 10 10

2 0 7|10 | 17| 17| 17| 17| 17




Exemplo de preenchimento

Tome W=7,w=(2,1,6,5) e c =(10,7,25,24)

1 0 0|10 | 10| 10| 10| 10 10

2 0 7|10 | 17| 17| 17| 17| 17




Tempo de execugao

> a complexidade de tempo é O(nW)
> é um algoritmo pseudo-polinomial

» a complexidade é polinomialem n e W
> mas W é um ndmero da entrada

Recuperando a solucao
> o algoritmo nao devolve uma solugcao 6tima

» podemos obté-la a partir da tabela z



Recuperacao da solucao

MocHILA-SoLucao(W, z, n)
d—W
para k <— n decrescendo até 1 faca
se z[k,d] = z[k — 1, d] entdo
x[k] < O
sendo
x[k] <1
d e d—w
devolva x

00N Ul N WN P

> o vetor x que indica os itens de uma solucao 6tima



Exemplo de recuperacao

Tome W =7,w=(2,1,6,5) e c =(10,7,25,24)

1 0 0|10 | 10| 10| 10| 10 10

2 0 7|10 | 17| 17| 17| 17| 17




Exemplo de recuperacao

Tome W =7,w=(2,1,6,5) e c =(10,7,25,24)

1 0 0|10 | 10| 10| 10| 10 10

2 0 7|10 | 17| 17| 17| 17| 17




Exemplo de recuperacao

Tome W =7,w=(2,1,6,5) e c =(10,7,25,24)

1 0 0|10 | 10| 10| 10| 10 10

2 0 7 (10 | 17| 17| 17| 17| 17




Exemplo de recuperacao

Tome W =7,w=(2,1,6,5) e c =(10,7,25,24)

1 0 0|10 | 10 | 10| 10| 10 10

2 0 7 (10 | 17| 17| 17| 17| 17




Exemplo de recuperacao

Tome W =7,w=(2,1,6,5) e c =(10,7,25,24)

1 0 0|10 | 10 | 10| 10| 10 10

2 0 7 (10 | 17| 17| 17| 17| 17

3 0 711017 | 17| 17 | 25| 32

4 | o| 710|217 | 17| 24| 31| 34

X[1]=x[4]=1, x[2]=x[3]=0



Complexidade de espaco

-

E possivel economizar meméria

| 2
»
>
>
>

a complexidade de espacgo é O(nW)

precisamos apenas da ultima linha para a recorréncia
em dado momento, mantemos no maximo duas linhas
o algoritmo melhorado usa apenas O(W) de espago

mas isso inviabiliza a recuperacao da solucao



Programacao dinamica

» Problema da arvore de busca étima



res binarias de busca

Considere um conjunto de elementos
> elas podem ser ordenadas e; < e, <:--< e,

> e afrequéncia de consulta f; para cada chave g;

Vamos criar uma arvore binaria de busca
> respeita a propriedade de busca

» consultar uma chave acessa os nés antecedentes

Pergunta: qual arvore minimiza o nimero de acessos a nés?



Exemplo de arvore de busca

Considere quatro chaves:
» ordenadas como A <B<C<D
> frequéncias fy =45,fg =25,fc =18efp =12

Exemplo de arvore de busca:

ee

®

90+75+18+24=207

> o total de nés acessados nesta arvore é 207

» podemos encontrar uma arvore melhor?



Listando todas as arvores de busca
® ®
® ® e
@
© © @

45+50+54+48=197 45+50+72+36=203 45+75+36+36=192 45+75+72+24=216 45+100+54+24=223

®) \ © © ©

& @ | @ & B & ® &
® d @ ® o)

90+25+36+36=187 90+25+54+24=193 135+50+18+24=227 90+75+18+24=207 180+75+36+12=303

®

®
/© @
ee

135+100+36+12=283 135+50+54+12=251 90+75+72+12=249 90+100+54+12=256

> éimpraticavel listar todas as arvores!

» exercicio: quantas arvores de busca com n nds existem?



Problema da arvore de busca 6tima

Problema:
» Entrada:

> sequéncia de chaves e] < ey, <---< e,
> frequéncias de consulta f; para cada chave ¢;

> Solucgao:

» Aarvore binaria de busca com nés e, ey, ..., e,
» Objetivo:

» minimizar ndmero total de nés consultados



Propriedade da arvore de busca

Considere a arvore a seguir
Seja T uma arvore de buscacom A<B<C<D

> pergunta: a arvore acima pode ser subarvore de T?

> resposta: nao, ela deveria conter o elemento C

Denote por T(v) a subarvore enraizada em v
> suponha que T(v) contém e; e e,

> entdo T(v) contém todos elementos de e; a e



Subestrutura étima

Considere uma arvore de busca T com chave g;
> se T(e)=1{e,...,ei_1,€,€41,..., €}, entdo
> noramo esquerdo deve haver os elementos ¢;,...,€j_1.
> noramo direito deve haver os elementos € 1,..., €.

» subarvores de e;,...,€j_1 € €,1,..., € devem ser 6timas

Decompondo em subproblema
> qualquerumde g;,..., e, pode ser a ser raiz

> o numero de acessos a raiz é a soma de todas frequéncias



Subproblema

Definimos o seguinte subproblema
> considere um par de indices (i, k)

> seja ali, k| o menor nimero de acessos em arvore de
busca contendo g;,..., e,

Podemos utilizar a recorréncia:
0 sek<i,

ali,k| = .
-] th(,-ft—i—ir<nj|<nk{a[f,j—i]+a[1+1:k]} sek i



» considere elementos dummy ep e e, 1 com fog =f,,1 =0

» denotamos por t o tamanho da subsequéncia

Arvore-Busca(e, f)
1 parai<1latén+1faca
2 ali,i-1]«0
3 parat<« Oatén-—1faca
4 parai« 1até n—tfaca
5 ke—i+t
6 ali, k]« LI £+ mini<< {alij - 1]+ alj + 1, k]}
7 devolva a[l,n]
Observacoes

> a complexidade de tempo é O(n?)

> exercicio: modifique para encontrar uma solucao 6tima



Exemplo de solucao

Arvores otimas de tamanho 1
45 25 18 12

®  ® ©

Arvores étimas de tamanho 2

%o o

Arvores étimas de tamanho 3
149 92

\@ \@

Arvores étimas de tamanho 4
187

& e

®



Programacao dinamica

» Problema da subsequéncia comum maxima



Subsequéncia

Vamos trabalhar com sequéncias de simbolos
» considere uma sequéncia X = (x1,X2,..., Xy )

> e uma outra sequéncia Z = (zy,2>,...,2x)

Dizemos que Z é uma subsequéncia de X se
> existe uma sequéncia crescente de indices (i, i, ..., i)

> Xj = zj para cadaj=1,2,...,k

Exemplo:
» sequéncia X = ABCDEFG
» subsequéncia Z = ADFG



Subsequéncia comum maxima

Problema:

» Entrada:
> sequéncia X
> sequéncia Y

> Solugao:
> subsequéncia comum Zde X e Y

» Objetivo:
» maximizar o comprimento de Z



Subestrutura étima

Seja S uma sequéncia de comprimento n
» denotamos por S; o prefixo de S de comprimento i
» por exemplo,se S = ABCDEFG, entao S, = AB

Vamos estudar uma solucado 6tima
> considere sequéncias X =(xj...x0e Y ={(y1...v,)

> a subsequéncia comum maxima é Z = (zy...zy)

Olhamos para os altimos elementos de X e Y
1. sexm, =Yyn
» z, =X, =Y, €olltimo elemento da solugao 6tima
» Z,_1 é subsequéncia comum maxima de X,,_1 e Y,_1
2. s€ Xy % Yn

> pelo menos x,, ou y, ndao é parte da solucao 6tima
» ou Z é subsequéncia comum maxima de X,,_1 e Y
» ou Z é subsequéncia comum maxima de X e Y,,_;



Subproblema

Definimos o seguinte subproblema
» considerei =0,1,...,mej=0,1,...,n

> seja cli,j] o comprimento da subsequéncia comum
mais longa dos prefixos X; e Y;

Podemos utilizar a seguinte recorréncia

0 sei=0o0uj=0
cli,jl]=3cli-1,j-1]+1 sex; =y;
maX{C[i - 1}j])C[in - 1]} se X; iy]



Algoritmo de programacao dinamica

SCM(X,m, Y, n)

1 parai« 0até m facga

2 c[i,0] <0

3 paraj< 1aténfaca

4 c[0,j]<0

5 parai«< 1atém faga

6 para j =1 até n faca

7 se x; = y; entdo

8 cli,jlcli-1,j-1]+1
9 bli,j] — “~\"

10 sendo se c[i,j — 1] > c[i—1,j] entdo

11 cli,jl < cli,j—1]

12 bli,j] « “<"

13 sendo

14 cli,jl < cl[i—1,j]

15 bli,j] < “1”

16 devolva c[m,n]

> atabela b guarda quais subproblemas foram escolhidos



Exemplo de tabelas preenchidas

Exemplo para X = abcb e Y = bdcab.

Y b d ¢ a b Y ® d @ a ®
X 0 1 2 3 4 5 X o 1 2 3 4 5
ojlo|o0|o0o|0|0]O 0

®e ® »
- -
/
«
-1




Complexidade de tempo
» cada entrada da tabela é preenchido em tempo contante

> assim, o algoritmo gasta tempo O(mn)

Complexidade de espaco
> o algoritmo gasta tabelas de tamanho total O(mn)
> podemos manter apenas duas linhas ou colunas
> o algoritmo melhorado usa meméria O(min{m, n})

> mas manter a tabela b permite encontrar a solucao



Recuperando uma solucao

RecuPeErRA-SCM(b, X, i, )
sei=0ouj=0entao
retorne
se b[i,j] = “\” entdo
RECUPERA-SCM(b, X,i—1,j—1)
imprima x;
sendo se b[i,j] = “7" entdo
RECUPERA-SCM(b, X,i—1,j)
senao
RecUPERA-SCM(b, X, i,j — 1)

O 00N U M WN -

> a chamada inicial € REcUPERA-SCM(b, X, m, n)
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