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Estamos interessados no problema da selecao:
» Entrada: vetor A com n ndmeros reais e um inteiro i

» Saida: o i-ésimo menor elemento de A

Casos particulares importantes:

> Minimo: i =1
> Maximo: i =n
> Mediana: i = [”HJ (mediana inferior)
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Mediana: i = [ -| (mediana superior)
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Minimo e maximo

MINMAX(A, n)
1  min«< max«— A[1]
2 paraj < 2atén faca
3 se A[j] < min
4 entdo min < Al[j]
5 se A[j] > max
6 entdo max «— Al[j]
7 devolva (min, max)
Analise:
> realiza 2(n — 1) comparacoes

> ¢é possivel fazer melhor!
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Minimo e maximo (melhorado)

Ideia para melhorar algoritmo
> inicializamos min e max

» com o primeiro elemento se n for impar
» com o minimo e o maximo dos dois primeiros se n for par

> comparamos os demais elementos em pares

> o menor deles com min
> e o maior deles com max

> fazemos 3 comparacoes para cada 2 elementos

Analise:

> o numero de comparacgoes é dado por

3|n/2] se n for impar
3|n/2]-2 se n for par

> nao é possivel fazer melhor (exercicio de CLRS)
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Algoritmo para problema da selecao

Podemos selecionar o i-ésimo elemento ordenando o vetor.

SELECT-ORD(A, n, i)
1 OrbpENE(A,n)
2 devolva A[i]

Andalise:
» usamos MERGE-SORT ou HEAP-SORT como ORDENE

> o algoritmo realiza O(nlgn) comparacoes

E possivel fazer melhor que isso?
» achamos minimo e maximo com O(n) comparacoes

» vamos tentar descobrir o i-ésimo em tempo linear
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Relembrando particionamento

Problema:
> rearranjar um vetor A[p...r]

» devolver um indice g, com p < g <r, tal que

Alp...q-1]<A[q]<A[g+1...r]

Entrada:

A \9p9\33\55\77\11\22\88\66\33\42\

Saida:

p q r
A [33]11]22]33]44|55|99|66|77|88]




Relembrando PARTICIONE

PARTICIONE(A, p, r)

1 x< A[r] >xéopivd
2 i<p-1

3 paraj <« patér—1faca
4 se A[j] < x

5 entdoi—i+1

6 Ali]l « Alj]
7  Ali+1l] < Alr]

8 devolvai+1
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Selecionando via particionamento

ldeia:

» particionamos o vetor de forma que

All...q-1]<Alq] <A[g+1...n]

> verificamos o indice g do pivd
1. sei= g, entdo o i-ésimo menor é A[q]!
2. se i< qg,entdo o i-ésimo menor estaem A[l...q—1]

3. sei>qg,entdo o i-ésimomenor estaem A[g+1...n]
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1 sep=rentdo
devolva A[p]
g < PARTICIONE(A, p, 1)
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Algoritmo baseado em particionamento

SeLecT-NL(A, p,r, i)
1 sep=rentdo
devolva A[p]
g < PARTICIONE(A, p, 1)
k—qg-p+1
se i = k entao
devolva A[q]
sendo se i < k entao
devolva SELecT-NL(A,p,g—1,i)
senao
devolva SELecT-NL(A, g+ 1,r,i — k)

O LVWOONOU NMNWN

[EY

» p e r sao os indices de limite do vetor

> k é a posicao relativa do pivo



Analise do algoritmo melhorado

SeLecT-NL(A, p, r, i)

Tempo

1

O 0 N O U1 M W N

=
o

se p = r entdo
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Analise do algoritmo melhorado

SeLecT-NL(A, p, r, i)

Tempo

1 sep=rentao
devolva A[p]
g < ParTICIONE(A, p, )
ke—qg-p+1
se i = k entao
devolva A[qg]
sendo se i < k entdo
devolva SeLecT-NL(A,p,q-1,i)

O 0 N O U1 M W N

senao
devolva SeLecT-NL(A, g+ 1,r,i — k)

=
o

Sejan:=r-p+1

> no piorcaso T(n) =7
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Analise do algoritmo melhorado

SeLecT-NL(A, p, r, i) Tempo
1 sep=rentio 0(1)
2 devolva A[p] O(1)
3 g < ParTiciONE(A, p,r) o(n)
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Analise do algoritmo melhorado

SeLecT-NL(A, p, r, i) Tempo
1 sep=rentio 0(1)
2 devolva A[p] O(1)
3 g < ParTiciONE(A, p,r) o(n)
4 keg-p+1 o(1)
5 sei=k entdo O(1)
6 devolva A[qg] 0O(1)
7 sendo se i<k entdo Oo(1)
8 devolva SeLecT-NL(A,p,g—1,i) T(k-1)
9 sendo 0(1)

10 devolva SeLecT-NL(A, g+ 1,r,i — k) T(n—k)

Sejan:=r-p+1
> no pior caso T(n) = max{T(k—-1), T(n—k)}+0O(n)

> j& sabemos que T(n) = 0(n?)
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Anéalise do algoritmo melhorado (cont)

Comparando
> sabemos que SELECT-ORD gasta tempo O(nlogn)

> mas, no pior caso, SeLecT-NL tem complexidade ©(n?)

Seria melhor usar SELECT-ORD?
» nao, SELECT-NL é eficiente na pratica

> no caso médio, ele tem complexidade O(n)
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Versao aleatorizada

> o pior caso ocorre devido a escolhas infelizes do pivo
> podemos minimizar isso usando aleatoriedade

» vamos reutilizar PARTICIONE-ALEATORIO

PARTICIONE-ALEATORIO(A, p, )

1 i< Ranpom(p,r)

2 Ali]l < Alr]

3 devolva ParRTICIONE(A, p, r)



Algoritmo aleatorizado

SELECT-ALEAT(A, p,r, i)

1

O LVWOONOU ~NWN

[EY

se p = r entao

devolva A[p]
g < PARTICIONE-ALEATORIO(A, p, 1)
k—qg-p+1
se i = k entao

devolva A[q]
senao se | < k entdo

devolva SELECT-ALEAT(A,p, g —1,1)
senao

devolva SELECT-ALEAT(A, g+ 1,r,i — k)
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Analise do tempo esperado

> Defina a seguinte variavel indicadora

X 1 seA[p...q] tem exatamente k elementos
k= -
O caso contrario

» Podemos limitar o tempo de execucao por

T(n):{@(l) sen=0,1
Y i1 Xk T(max{k —1,n—k})+O(n) sen>2

» Queremos calcular E[T(n)]
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Anéalise do tempo esperado (cont)

n
ZXK T(max{k —1,n—k})+ an
k=1

E[T(n)] <E

<
k

E[X ] E[T(max{k —1,n—k})]+an

n
=1



Anéalise do tempo esperado (cont)

E[T(n)]<E iXk T(max{k —1,n—k})+an

k=1

< iE[Xk] E[T(max{k —1,n—k})]+an
k=1

< I;%E[T(max{k -1,n—k})]+an



Anéalise do tempo esperado (cont)

E[T(n)]<E iXk T(max{k —1,n—k})+an

k=1

< iE[Xk] E[T(max{k —1,n—k})]+an
k=1

< I;%E[T(max{k -1,n—k})]+an

n-1

Z E[T(k)]+an

k=Ln/2]

<

3N



Anéalise do tempo esperado (cont)

E[T(n)]<E iXkT(max{k—l,n—k})—&—an
k=1
< Y E[Xk] E[T(max{k —1,n—k})] + an

k=1

< I;%E[T(max{k -1,n—k})]+an

> n-1

<= Y EIT(K)]+an

k=Ln/2]

pois
k-1 sek>[n/2],

max{k —1,n —k} = {n—k sek <[n/2].
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Anéalise do tempo esperado (cont)

Vamos demonstrar por inducdo que E[T(n)] < cn

> n-1
E[T(n)]< = E[T(k)]+an
n k=Ln/2]
hi 2 ot
< — ck + an

n
k=Ln/2]



Anéalise do tempo esperado (cont)

Vamos demonstrar por inducdo que E[T(n)] < cn

n-1

E[T(n)] <= Y EIT(K)]+an

k= )«

k=1 k=1

n-1 Ln/2]-1
[ +an




Anéalise do tempo esperado (cont)

Vamos demonstrar por inducdo que E[T(n)] < cn

n-1

E[T(n)] <= Y EIT(K)]+an

k= )«

_ 2c Ln/2]-1)n/2]
77( 2 2 )+a”

n-1 Ln/2]-1
[ +an

—~ =
3
|
=
~—
3
~




Anéalise do tempo esperado (cont)

E[T(n)] < Zn—c((”-ZU” (Ln/2] —21)Ln/2J) .



Anéalise do tempo esperado (cont)

E[T(n)] < Zn_C((n -21)n _(Ln/2] —21)|_n/2J ) o
2¢((n-1)n (n/2-2)(n/2-1)
= 7( 2 B > )—l—an



Anéalise do tempo esperado (cont)

(n-1n_ (072} 1)inv2) ) o
((n— n (n/2—2)2(n/2— 1))+an
3n2 n
T E—Z)—i—an



Anéalise do tempo esperado (cont)

2 2

Zn_C((”—l)” (Lf"/ZJ—l)Lﬂ/ZJ)+an
2n_c((n—l)n (n/2—2)(n/2—1))+an




Anéalise do tempo esperado (cont)

2 2

Zn_C((”—l)” (Lf"/ZJ—l)Lﬂ/ZJ)+an
2n_c((n—l)n (n/2—2)(n/2—1))+an




Anéalise do tempo esperado (cont)

2 2

Zn_C((”—l)” (Lf"/ZJ—l)Lﬂ/ZJ)+an
2n_c((n—l)n (n/2—2)(n/2—1))+an

sec>4aen>2c/(c-4a).



Estatisticas de Ordem

» Algoritmo BFPRT
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Algoritmo linear para selecao

Veremos um algoritmo linear para o problema da selecao.
» chamaremos de algoritmo BFPRT
» devido aos autores Blum, Floyd, Pratt, Rivest e Tarjan

> vamos supor que os elementos em A sao distintos



Algoritmo BFPRT

1. Divida os n elementos em {%J subconjuntos de 5
elementos e um subconjunto de n mod 5 elementos.
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Algoritmo BFPRT

1. Divida os n elementos em {%J subconjuntos de 5
elementos e um subconjunto de n mod 5 elementos.

1
2

e 6 o o o

e 6 o o o

e 6 o o o

e 6 o o o

e 6 o o o

e 6 o o o
3

2. Encontre a mediana de cada um dos [%] subconjuntos.

[y

®e ¢ O o o
®e ¢ O o o
®e ¢ O o o
®e ¢ O o o
®e ¢ O o o
®e ¢ O o o

» na figura acima, cada subconjunto esta em ordem
crescente, de cima para baixo.



Algoritmo BFPRT (cont)

3. Determine, recursivamente, a mediana das medianas x
dos subconjuntos de no maximo 5 elementos.

e ¢ O o o
® ¢ O o o
®e ¢ O o o
e ¢ X o o
® ¢ O o o
®e ¢ O o o
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Algoritmo BFPRT (cont)

3. Determine, recursivamente, a mediana das medianas x
dos subconjuntos de no maximo 5 elementos.

e ¢ O o o
® ¢ O o o
®e ¢ O o o
e ¢ X o o
® ¢ O o o
®e ¢ O o o

> afigura acima é a mesma que a anterior, mas com as
colunas ordenadas pela mediana de cada grupo

» a ordem dos elementos em cada uma das coluna
permanece inalterada

» por simplicidade de exposicao, suponha que ultima coluna
permanece no mesmo lugar.



Algoritmo BFPRT (cont)

3. Determine, recursivamente, a mediana das medianas x
dos subconjuntos de no maximo 5 elementos.

e ¢ O o o
® ¢ O o o
®e ¢ O o o
e ¢ X o o
® ¢ O o o
®e ¢ O o o

> afigura acima é a mesma que a anterior, mas com as
colunas ordenadas pela mediana de cada grupo

» a ordem dos elementos em cada uma das coluna
permanece inalterada

» por simplicidade de exposicao, suponha que ultima coluna
permanece no mesmo lugar.

» note que o algoritmo nao ordena as medianas!
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4. Usando x como pivd, particione o conjunto original A
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> A. contém os elementos menores que x
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Algoritmo BFPRT (cont)

4. Usando x como pivd, particione o conjunto original A
criando dois subconjuntos A. e A., em que

> A. contém os elementos menores que x
> A, contém os elementos maiores que x

Se a posicao final de x apés o particionamento for k, entao

[Acl=k-1 e |A|]=n—-k.



Algoritmo BFPRT (cont)

5. Finalmente, para encontrar o i-ésimo menor elemento do
conjunto, compare i com a posicao k de x apds o
particionamento:
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Algoritmo BFPR

5. Finalmente, para encontrar o i-ésimo menor elemento do
conjunto, compare i com a posicao k de x apds o
particionamento:

> se i =k, oelemento procurado é x
> se i <k, procure recursivamente o i-ésimo de A



Algoritmo BFPRT (cont)

5. Finalmente, para encontrar o i-ésimo menor elemento do
conjunto, compare i com a posicao k de x apds o
particionamento:

> se i =k, oelemento procurado é x
> se i <k, procure recursivamente o i-ésimo de A
> sei >k, procure recursivamente o (i — k)-ésimo de A,
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Seja T(n) a complexidade de tempo no pior caso.
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Analise do algoritmo BFPRT

Seja T(n) a complexidade de tempo no pior caso.

1. divisdo em subconjuntos de 5 elementos O(n)
2. encontrar a mediana de cada subconjunto O(n)
3. encontrar x, a mediana das medianas T([n/57)
4. Particionamento com pivo x. O(n)
5. ou encontrar o i-ésimo menor de A_, T(k-1)

ou encontrar o i — k-ésimo menor de A, T(n-k)

Obtemos a recorréncia

T(n)=T([n/51)+ T(max{k —1,n—k})+©(n)



Anélise do algoritmo BFPRT (cont)

O diagrama abaixo classifica os elementos da dltima figura.

o O O O e °

o o O O e e o [0 = <X
o O O x A A A|A = >X
e o e A A A ANl o = 7
o o e A A A
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Anélise do algoritmo BFPRT (cont)

O diagrama abaixo classifica os elementos da dltima figura.
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Anélise do algoritmo BFPRT (cont)

O diagrama abaixo classifica os elementos da dltima figura.

o O O O e °

o o O O e e o [ = <X
o O O x A A A A = >X
e o e A A A A|le =7
o o e A A A

Podemos contar o ndmero de elementos maiores que x:

> contém pelo menos os tridngulos A da figura

3n

» h& no minimo 5 — 6 tantos elementos

> ha [J%H grupos com 3 elementos maiores que x
> exceto talvez o Ultimo e o que contém x
> assim o numero de elementos é 3(|' (511~ 2) 3—0 6.
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Anélise do algoritmo BFPRT (cont)

Repetindo o argumento para os quadrados O
> ha pelo menos 22 — 6 elementos menores que x

> portanto

3n 7n
_ _Kl<p—|——_ i
max{k —1,n—k} <n (10 6)_10+6

Encontramos uma recorréncia limitada por

{@(1) n < 140,
T(n) <
T([n/51)+ T(L7n/10)+6)+©(n) n>140

» o limiar 140 foi escolhido para as contas funcionarem

> asolucdo darecorréncia é T(n)e©(n)



Anélise do algoritmo BFPRT (cont)

Vamos demonstrar por inducdo que T(n) < cn

T(n) < T([n/57) + T(|7n/10] +6) + an

<
h.i

< ¢[n/51+ ¢([7n/10]+6) + an
<qc(n/5+4+ 1)+ ¢c(7n/10+6) + an
=9cn/10+7c+an
=cn+(-cn/10+7c+ an)

<cn,



Anélise do algoritmo BFPRT (cont)

Vamos demonstrar por inducdo que T(n) < cn

se c > 20a.

T(n) < T([n/57) + T(|7n/10] +6) + an

h.i.
sl c[n/5714 ¢(l7n/10]+6) + an

<qc(n/5+4+ 1)+ ¢c(7n/10+6) + an
=9cn/10+7c+an
=cn+(-cn/10+7c+ an)

<cn,



Pseudocédigo do algoritmo BFPRT

SELECT-BFPRT(A, p,r, i)

1

QO LVWOONOOU ~NWN

[

se p =r entado

devolva p
g < PARTICIONE-BFPRT(A, p, r)
k—qg-p+1
se i = k entao

devolva g
senao se i < k entao

devolva SELecT(A,p,g—1,i)
senao

devolva SeLecT(A,q+ 1,r,i — k)



Pseudocédigo do algoritmo BFPRT

SELECT-BFPRT(A, p, r, i)
1 sep=rentao

devolva p
g < PARTICIONE-BFPRT(A, p, r)
k—qg-p+1
se i = k entao

devolva g
senao se i < k entao

devolva SELecT(A,p,g—1,i)
senao

devolva SeLecT(A,q+ 1,r,i — k)

QO LVWOONOOU ~NWN

[E

» devolve o indice do elemento, nao o valor



Pseudocédigo do particionamento de BFPRT

PARTICIONE-BFPRT(A,p,r) >n:=r—-p+1

1 paraj« p,p+5,p+5-2,... até p+5([n/5]-1) faga
2 ORDENE(A, j,j+4)

3 OrDENE(A, p+5[n/5],n)

4 paraj < 1até[n/5]-1 faga
Alj] & A[p+5j-3]
6 Alln/51] & A[l(p+5Ln/5]+n)/2]]

w

7 k< SELECT-BFPRT(A, p, p+[n/51-1,1([n/51+1)/2])

8 Alk] < Alr]

9 devolva ParTICIONE(A, p, 1)
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