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Numero de comparacgodes para ordenacao

Vimos diversos algoritmos para o problema da ordenacao

Todos eles baseados em comparacoes
> elas ditam a posicao relativa de dois elementos
> arelagao x; < x; determina se x; vem antes de x;

» nao usamos outro tipo de informacgao sobre elementos

Podemos contar o nimero de comparacgoes
> o tempo de execugao fornece uma cota superior
» as melhores cotas sdo de MERGE-SORT e HEAP-SORT

> eles executam O(nlogn) comparagdes no pior caso
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Cota inferior para o nUmero de comparacoes

Existe algoritmo para ordenar um vetor mais eficiente?
> se ele for baseado em comparacgdes, vamos ver que nao!l

» qualquer algoritmo de ordenacgao precisa executar pelo
menos () (nlogn) comparacoes

Para formalizar isso, restringiremos o modelo computacional
> ¢é proibido acessar o valor de um elemento x; diretamente
> s acessamos elementos por meio de comparagao x; < x;

> a execugao de um algoritmo nesse modelo computacional
induz o que chamamos de arvore de decisao
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Arvores de decisao

Uma arvore de decisao é uma arvore binaria em que
> noés internos representam comparacoes executadas

> subarvores representam a continuacao do algoritmo
apds a comparacao

> folhas representam as saidas possiveis do algoritmo

Propriedades

> toda execucao do algoritmo deve corresponder a um
caminho entre a raiz e uma folha

> o numero de comparacodes realizada corresponde ao
ndmero de nés internos nesse caminho

> o pior caso corresponde a altura da arvore
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Ordenacao como problema de permutacao

Podemos redefinir o problema da ordenacao

» Entrada: vetor de n inteiros xq1, x>,..., X,

» Saida: permutacao p tal que Xp(1) £ Xp(2) <. < Xp(n)

Com isso, reinterpretamos a arvore de decisdo

> um no interno representa a comparagao x; < x;

> oramo esquerdo corresponde a vetores com Xx; < Xx;
> oramo direito corresponde a vetores com Xx; > Xx;.
>

uma folha representa uma permutacdes da entrada



Exemplo de arvore de decisao

Arvore de decisdo de INSERTION-SORT para 3 elementos:

((1,3,2)) ((3,1,2>) 62,3,1)) 63,2,19
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Analisando o caso geral

Quantas folhas deve haver para um vetor com n elementos?

» cada permutacao de n indices corresponde a pelo menos
uma entrada do problema de ordenacao

> todas as permutacoes devem estar representas

» a arvore de decisao deve ter pelo menos n! folhas

Consequéncias para o tempo de execucao
» o pior caso corresponde a altura da arvore
» entdao o melhor algoritmo tem a arvore mais baixa

» quao baixa pode ser uma arvore binaria com n! folhas?
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Considere uma arvore de decisao com altura h
> como ela é binaria, ha no maximo 2" folhas
» mas ha pelo menos n! folhas, entao n! < 2"

> portanto, h > Ign!
Desenvolvendo o limitante inferior

n

n
gn!=) lgi> ) lgn/2>n/2-lgn/2
i=1 i=[n/2]

Entdao h € Q(nlgn).
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Conclusao

O que aprendemos sobre o problema da ordenacao?
> qualquer algoritmo executa () (nlogn) comparacoes
» assim, ()(nlogn) é uma cota inferior para o problema

» portanto, MERGE-SORT e HEAP-SORT sdo algoritmos
assintoticamente étimos

E preciso atentar-se ao problema considerado!
> veremos algoritmos lineares para ordenacao depois
> mas eles nao sao baseados em comparacgao

> e tém restricdes adicionais sobre a entrada
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Problema:

> Entrada: vetor crescente A[p...r| e elemento x

> Saida: indice i com A[i] = x, ou —1 se nao existir.

Busca-BINARIA(A, p, r, x)
se p < r entao
q<L(p+r)/2]
se A[g] > x entdo
devolva Busca-BINARIA(A,p, g — 1, x)
se A[g] < x entdo
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devolva g
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devolva -1
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Busca em vetor ordenado

Problema:

> Entrada: vetor crescente A[p...r| e elemento x

> Saida: indice i com A[i] = x, ou —1 se nao existir.

Busca-BINARIA(A, p, r, x)
1 sep <rentao

2 qel(p+r)/2l

3 se A[g] > x entdo

4 devolva Busca-BINARIA(A,p, g — 1, x)
5 se A[g] < x entdo

6 devolva Busca-BINARIA(A, g + 1,1, x)
7 devolva g

8 senao

9 devolva -1

Ndamero de comparacgoes: O(lgn).
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E possivel projetar um algoritmo mais rapido?
> nao, se baseado em comparagoes Ali| < x ou A[i] > x
» um algoritmo deve executar ()(lgn) comparagdes

» provamos isso usando uma arvore de decisao
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vore de decisao para busca em vetor ordenado

Para cada algoritmo, definimos uma arvore de decisao
> noés internos correspondem comparagcoes com x
> subarvores correspondem as saidas

> folhas correspondem as possiveis respostas

Obtendo uma cota inferior
> existem n + 1 respostas possiveis
> a arvore de decisao tem pelo menos n + 1 folhas

> dai, a altura é pelo menos Q(lgn)



Cotas inferiores

» Cota inferior para problema do maximo



Problema do maximo

Problema:



Problema do maximo

Problema:

> Entrada: um vetor A[1...n]



Problema do maximo

Problema:
> Entrada: um vetor A[1...n]

» Saida: o maior elemento de A



Problema do maximo

Problema:
» Entrada: um vetor A[1...n]

» Saida: o maior elemento de A

O algoritmo trivial executa n —1 comparacoes



Problema do maximo

Problema:
» Entrada: um vetor A[1...n]

» Saida: o maior elemento de A

O algoritmo trivial executa n —1 comparacoes

> é o melhor algoritmo baseado em comparacoes



Problema do maximo

Problema:
» Entrada: um vetor A[1...n]

» Saida: o maior elemento de A

O algoritmo trivial executa n — 1 comparagoes
> é o melhor algoritmo baseado em comparacoes

> para ver isso, vamos investigar um algoritmo genérico
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Algoritmo genérico para o problema do maximo

Para uma algoritmo, defina uma colecdo A de pares (i, )
» um par (i,j) é um arco tal que A[i] < A[j]
> adicionamos um par para cada comparacao executada

Algumas implicac¢oes da relacao de comparacao
» cada indice sem arco de saida é um sorvedouro
» se houver dois ou mais deles, ndo conhecemos o maximo

Assim, um algoritmo deve ter a seguinte forma

MAxiMO(A, n)
1 A<0

2 enquanto A nao possui sorvedouro Unico faga
3 escolha indicesiejem{l,...,n}

4 se Ali] < Alj]

5 entdo A — AU({(i,j)}

6 sendo A — AU{(j,i)}

7 devolva A
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Considere a colecao A devolvido
> A contém exatamente um sorvedouro
» isso induz uma arvore enraizada no indice do maximo

> uma arvore contém pelo menos n — 1 arcos

Concluimos

> todo algoritmo para o problema do maximo baseado em
comparagoes executa pelo menos n — 1 comparagoes

> o algoritmo trivial dado é 6timo
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Estudaremos algoritmos de ordenacao de tempo linear:

» Counting Sort

> os elementos sdo inteiros pequenos
> os valores sdo limitados por O(n)

» Radix Sort
> representacao numérica com comprimento constante
> os valores dos elementos independente de n

» Bucket Sort

> elementos do vetor sdo sorteados no intervalo [0..1)
> os valores sao distribuidos uniformemente
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>

>
>
>

entrada é um vetor A[1...n] de inteiros
saida serd outro vetor B[1...n]| de inteiros
supomos que o valores estdo no intervalo entre O e k

para cada inteiro i no vetor, contamos o nimero C|[i] de
elementos menores ou iguais i em A

entdo, na posicao C[i| do vetor B, deve haver o elemento i



Counting Sort - Algoritmo

COUNTING-SORT(A, B, n, k)
para i < O até k faca
Cli]<0
para j « 1 até n faga
CIAU]] « ClALTI+1
para i < 1 até k faga
Cli] « Cli]+ C[i—-1]
para j < n decrescendo até 1 faga
BIC[A[]]] < AL
ClA[]] < CIAL] -1

OoON OuUu MW N



Counting Sort - Exemplo
A|3/6/4/113/41/4

CEEEEEE Cﬂﬂﬁgﬂﬂ
a)

B 4 B[ [1 4
c|2[2[4]6]7]8 cl1/2[4]e]7]8

(0) (d)

B 1 414 B|1/1/3/3|/4/4/4|6
c[12[4]5]7]8]

(® )
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Qual a complexidade de COUNTING-SORT?
» COUNTING-SORT realiza O(n + k) instrugdes elementares

» quando k € O(n), ele tem complexidade O(n)

E a cota inferior de ()(nlogn) para ordenacao?
> nao ha comparagoes entre elementos de A

> a cota s6 vale para algoritmos baseados em comparacao
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Algoritmos in-place e estaveis

Algoritmos de ordenacao in-place

> um algoritmo é in-place se a quantidade de memoaria
adicional requerida independe de n

» sdo in-place INSERTION-SORT, HEAP-SORT

» nao sao in-place MERGE-SORT, QUICKSORT, COUNTING-SORT

Algoritmos de ordenacao estaveis

> um algoritmo é estavel se elementos com chaves iguais
mantém-se na ordem passada na entrada.

> sdo estaveis INSERTION-SORT, MERGE-SORT, QUICKSORT,
COUNTING-SORT

» o HEAP-SORT nado é estavel
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>
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a entrada é um vetor A[1...n] inteiros

cada inteiro é representado em na base k-aria

supomos que um inteiro tem apenas d digitos

por exemplo, CEPs sdo inteiros de 8 digitos na base 10
ordenaremos um digito por vez com um algoritmo estavel

ordenamos primeiro os digitos menos significativos



Radix Sort - Algoritmo

RADIX-SORT(A, n, d)

1 parai«< 1atéd faga

2 ordene A[1...n] pelo i-ésimo digito
usando um método estavel
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Radix Sort - Exemplo

329 720 720 329
457 355 329 355
657 436 436 436
839 457 839 457
436 657 355 657
720 329 457 720
355 839 657 839

T T T
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Radix Sort - Correcao

Demonstramos a corregao do algoritmo por inducao

> suponha que o vetor de nimeros esta ordenado relacao
aos i — 1 digitos menos significativos

> ordene o vetor pelo i-ésimo digito com um método estavel

» considere dois niUmeros adjacentes no vetor resultante:

1. se os i-ésimos digitos forem distintos, entao eles estao em
ordem com relacao aos i digitos menos significativos,
independentemente dos i — 1 primeiros digitos

2. se os i-ésimos digitos forem iguais, entao eles estao em
ordem com relagao aos i digitos menos significativos, ja
que estao em ordem pelos i — 1 primeiros digitos, pois o
método é estavel
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Radix Sort - Complexidade

Qual é a complexidade do RADIX-SORT?

>

v v.yYvyy

o algoritmo de ordenagado usado tem tempo O(f(n))
entao RADIX-SORT tem tempo total © (d f(n))

quando d é constante, a complexidade é O(f(n))

se usarmos COUNTING-SORT, a complexidade é ©(n + k)

se k é contante, entao o tempo resultante é ©(n)
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Radix Sort - Comparacao

Vamos comparar RADIX-SORT e MERGE-SORT
220

» temos n = nimeros de 64 bits

> interpretamos os niumeros na base k = 216

> entao cada um tem até d = 4 digitos

1. Ordenando com MERGE-SORT

> executamos cerca de nlgn = 20 x 229 comparacées
> usamos um vetor auxiliar de tamanho 220

2. Ordenando com RADIX-SORT

> utilizamos COUNTING-SORT como sub-rotina de ordenacao
> executamos cerca de d(n + k) = 4(2°0 4 2'©) operacoes
> usamos dois vetores auxiliares de tamanhos 216 e 220

Conclusao: RADIX-SoRT foi mais rapido, mas usa mais memoria
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Bucket Sort

Ideia:
> temos n ndmeros em [0, 1) distribuidos uniformemente
» dividimos [0,1) em n segmentos de tamanhos iguais

> particionamos os elementos em listas (buckets)
correspondentes aos segmentos

> o numero esperado de elementos por lista é constante
» podemos ordenar cada lista independentemente

> e concatenar os listas ja ordenadas



Bucket Sort - Algoritmo

BUCkKeT-SoORT(A, n)
para i< Oaté n—1 faca

crie uma lista ligada vazia Bi]
para i < 1 até n faga

insira A[i] na lista ligada B[ n A[i]]]
para i« Oaté n—1 faca

ordene a lista B[i] com INSERTION-SORT
concatene as listas B[0], B[1],...,B[n —1]

NOu b~ WN -
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=
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OO NOYU A~ WN P

.78
17
.39
.26
72
.94
.21
12
.23
.68

OoOoONOUL N~ WNHRFO

12,.17
.21,.23,.26
.39

.68
.72,.78

.94
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Bucket Sort - Correcao

Considere dois elementos x e y da entrada com x < y:

» se ambos terminam na mesma lista

> x aparecera antes de y ja que a lista foi ordenada
> e se manterdo ordenados apds a concatenacao

> sem terminam em listas B[i| e B[j], respectivamente
» comox<y,temosi=|nx|<|ny]=jeentaoi<j
> assim, x aparecerd antes de y apds a concatenacao
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Bucket Sort - Pior caso

Pior caso
n-1
T(n) < chiz <cn?=0(n?)
i=0

> um pior caso ocorre se todos nimeros caem em uma lista
> o tempo de execucao é maior se ha listas muito grandes

> mas o numero esperado em cada lista é pequeno
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Queremos calcular E[n?

> seja X a variavel
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Bucket Sort - Tempo esperado (cont)

Queremos calcular E[n?
> seja X a variavel que indica se A[j] esta em Bi]

> assim, temos n; =} ! ; X;
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Voltando & estimativa de E[T(n)], temos
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Voltando & estimativa de E[T(n)], temos

ET(m] = )_cEln]
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