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Notacao assintética e crescimento de funcgoes



> Vamos expressar complexidade como uma funcao em n.

> A funcdao mede o nimero de instrugdes de um algoritmo.
> Entdo, as funcdes consideradas sdo sempre positivas.

» Dependendo do caso, n representa diferentes valores:
» Problemas de precisao arbitraria: nimero de bits.
> Problemas em grafos: namero de vértices e/ou arestas
» Problemas com vetores: tamanho do vetor
» Problemas de busca em textos: tamanho das strings



» Queremos desprezar as constantes multiplicativas

» Vamos falar em termos de ordem de crescimento

Comparacao de funcoes

> Vamos comparar funcoes assintoticamente

n =100 n = 1000 n=10%| n=10°% | n=10°
logn 2 3 4 6 9
n 100 1000 104 106 10°
nlogn 200 3000 4.10* | 6-10° | 9-10°
n? 104 100 108 1012 1018
100n?+15n | 1,0015-10° | 1,00015-108 | ~10'° | ~10'* | ~10%°
2" ~1,26-103° | ~1,07-10301 ? ? ?




Notacao assintética e crescimento de
funcoes

» Definicoes



Notacao O

A classe O(g(n)) é o conjunto de funcdes f(n) tais que:

> existem constantes positivas c e ng
» 0<f(n)<cg(n)paratodon > ng

Dizemos que f(n) cresce no maximo tao rapido quanto g(n).

tempo

t
n tamanho



Notacao O: exemplo

Exemplo
in2-3ne0(n?)
_ 1.2 _ _ 2
> Temos f(n) = 5n°—3neg(n)=n-.
> Escolha valores

c= % e ng=1.
> Entdo, supondo n > ng,
f(n) = %nz—?:n
:%-(n2—6n)
S%mz (pois n > 0)
=c-g(n)



Notacao ()

A classe Q)(g(n)) é o conjunto de fungdes f(n) tais que:

> existem constantes positivas c e ng
» 0<cg(n)<f(n)paratodon > ng

Dizemos que f(n) cresce no minimo tao rapido quanto g(n).

tempo

t
n tamanho



Notacao (): exemplo

Exemplo
in2-3neQ(n?)
_1._2_ _ 2
> Temos f(n) = zn°—3neg(n)=n-.
> Escolha valores

1
C:Z e ng=12
> Entdo, supondo n > ng,
f(n):z 2_3n
n
:E.(n_6)
Zgg (poisn>12)
=c-g(n)



Notacao ©

A classe Q)(g(n)) é o conjunto de fungdes f(n) tais que:

> existem constantes positivas c1, ¢y e ng

» 0<c;g(n)<f(n)<cyg(n)paratodon > ng

Dizemos que f(n) cresce tao rapido quanto g(n).

tempo

+
n tamanho



Notacao ©: exemplo

Exemplo

in2-3ne0(n?)

> Temos f(n) = $n?-3neg(n) = n°
> Escolha valores
C1 =

Cy = e n0:12.

1 1
4’ 2

> Entdo, supondo n > ng, ja verificamos que

c18(n) <f(n) < c2g(n).



Notacao o

A classe o(g(n)) é o conjunto de fungdes f(n) tais que:

> para toda constante c > 0, existe um ndmero ng

> tal que 0 < f(n) < cg(n) para todo n > ng

Dizemos que f(n) cresce mais lentamente que g(n).



Notacao o: exemplo

1000n? € o(n3)

> Temos f(n) = 1000n? e g(n) = n>.
» Seja ¢ > 0 uma constante arbitraria
» Defina ng = [@-I + 1.

> Entdo, supondo n > ng,

f(n) = 1000n?

< c¢-n (pois n > ng)



Notacao w

A classe w(g(n)) é o conjunto de fungdes f(n) tais que:

> para toda constante c > 0, existe um ndmero ng

> tal que 0 < cg(n) < f(n) para todo n > ng

Dizemos que f(n) cresce mais rapidamente que g(n).



Notacao w: exemplo

—10100n2 € w(n)

> Temos f(n) = 1555n° e g(n) = n.
» Seja ¢ > 0 uma constante arbitraria.
> Defina ng =[1000c]+ 1.
» Entdo, supondo n > ng,
1 5
f(n) = ——
(n)=1000"

n
1000 "
> c¢c-n (pois n > ng)

= c-g(n).




Notacao assintética e crescimento de
funcoes

» Propriedades das notacdes assintéticas



Equivaléncias

Condicoes equivalentes

Sejam f(n) e g(n) funcdes ndo negativas, entdo:

f(n)

» f(n) € o(g(n)) se, e somente se, lim =
n—co g(n)
n)

» f(n) € O(g(n)) se, e somente se, lim < c0.

n—c g(n)

» f(n)e©(g(n)) se, e somentese, 0 < lim fn)
n—co g(n)

< o0

f'
» f(n) € Q(g(n)) se, e somente se, lim (n) > 0.
n—oo0 g(n)
. f(n)
> f(n) € w(g(n)) se, e somente se, lim =0
n—o0 g(n)




Propriedades das classes

» Se f(n) € O(g(n)) e g(n)e O(h(n)), entao f(n) € O(h(n)).

» Sef(n)eQ(g(n))eg(n)eQ(h(n)), entdo f(n) e Q(h(n)).

> Sef(n)€O(g(n))eg(n)e®(h(n)), entdo f(n) e (h(n)).

> Se f(n) € o(g(n)) e g(n) € o(h(n)), entao f(n) € o(h(n)).
(n) € e

> Sef(n) € w(g(n))eg(n)ew(h(n)),entdo f(n) e w(h(n)).

n



Propriedades das classes

Reflexividade

> f(n) € O(f(n)).
> f(n) e Q(f(n)).
» f(n) e ©(f(n)).

> f(n) € ©(g(n)) se, e somente se, g(n) € O(f(n)).

Simetria Transposta

» f(n) e O(g(n)) se, e somente se, g(n) € Q(f(n)).
> f(n) € o(g(n)) se, e somente se, g(n) € w(f(n)).



Regra de I'Hopital

Regra de I'Hopital

Sejam f e g fungoes diferenciaveis tais que

nlinoo f(n)= nlinoog(n) = oo.

Se o limite de M existir, entao
g'(n)

lim f(n) = lim f’(n).
noee g(n)  ne g/(n)

Exercicio: descreva as outras formas da Regra de 'Hopital.



Regra de I'Hopital

Relacione f(n) =Inn e g(n) = v/n usando classes de funcées

adequadas.
7 _ 1 ’ _ 1
> Temosf(n)—neg(n)—zﬁ
» Assim,
f f’ 2 2
fim L)y £ 22
n—oco g(n) n—oco g’(n) n—co N n—oo 1/n

» Portanto, f(n) = o(g(n)).



Ordenando varias funcoes

Ordene de acordo com a ordem de complexidade e relacione
funcoes adjacentes nessa ordem.

» 27

log n

n

nlogn

n2

100n? +15n

2”

vV V. v V.V Yy



Recorréncias



Complexidade de MERGE-SORT

MERGE-SORT(A, p, r)

1l sep<r

2 entdo g < |(p+r)/2]

3 MERGE-SORT(A, p, q)

4 MERGE-SORT(A, g+ 1,r)
5 INTERCALA(A, p, g, )

» Vamos relembrar a complexidade do MERGE-SORT
» Tamanhodaentrada:n=r—-p+1

> Seja T(n) o nimero de instrucées executadas no pior caso



Complexidade de MERGE-SORT

MERGE-SORT(A, p, 1)

1l sep<r

2 entdo g < |(p+r)/2]

3 MERGE-SORT(A, p, q)

4 MERGE-SORT(A, g+ 1,r)
5 INTERCALA(A, p, g, r)

Linha Tempo

€1

c2
T([n/27)
T(Ln/2])
csn + ds

ua N W N

T(n)=T(In/2T)+ T(Ln/2]) + csn+ ds +c1+ ¢
=T([n/2])+ T(Ln/2])+an+b



Resolucao de recorréncias

Obtemos a recorréncia:
d =1

T(n) = sen
T([n/21)+ T(ln/2])+an+b sen=>2,

» Queremos uma férmula fechada para T(n).
> Nao é necessaria a solugao exata.

» Basta encontrar uma funcao f(n) tal que T(n) € O(f(n)).



Resolucao de recorréncias

Existem alguns métodos comuns para resolver recorréncias:
> substituicao
> iteracao

» Aarvore de recorréncia

Veremos também o chamado Teorema Master
» aplicavel a uma familia comum de recorréncias

» fornece uma férmula fechada diretamente



Recorréncias

» Método da substituicao



Método da substituicao

Ideia:
1. adivinhar uma solugao

2. demonstrar que é valida usando inducéao

Nem sempre é facil chutar a solugao
> ¢é necessario ter experiéncia

> mas vamos obter sugestdoes com os métodos estudados



Exemplo

Encontre uma férmula fechada para

T(n)—{l sen=1

T(Tn/2]) +T(Ln/2))+n sen>2

Chutamos que T(n) € O(nlgn).
> Observe que ha uma constante escondida na notacao O.
» Para usar inducgao, precisamos conhecer essa constante.

» Entdo chutamos que T(n) < 3nlgn.



T(n)=T([n/21)+ T(Ln/2])+n

<3131 {33

< 3[%} lgn + 3EJ(|gn _1

SN

:3n|gn—3{gJ+n

<3nlgn.

Mostramos o passo da inducaol

Exemplo: passo da inducao

Suponha que a desigualdade vale para k < n.

+n (pela h.i.)

)+n




Exemplo: base da inducao

Ainda falta a base
» Temos T(1)=1,mas3-1-1gl =0
> A desigualdade naovale paran =1

> Nao temos uma base da inducéo

Ok, queremos mostrar apenas T(n) € O(nlgn).
» Basta mostrar que a desigualdade vale para n > ng

> Vamos escolher ng =2

Base da inducao:
» Paran=2en =23, temos
T(2)=T(1)+T(1)+2=4<3-2:1g2=6
T(3)=T(2)+T(1)+3=8<3-3-1g3~14,26

» Por que precisamos de dois casos basicos?



Exemplo: verificando a base

Nao podemos ter k = 1 quando usamos a hipétese da inducao:

T(1) =1
T(n) =T([n/2]) + T([n/2]) + n

Nao ocorre

T(1) T(2) T(3) T(4) qz) T(n—1) T(n)
;; Base Provar
2 T(n) < 3nlgn
Z.

Hip. Indugao



Modificando um pouco o exemplo

Mas se tivéssemos T(1) = 8?
> A desigualdade ndovale paran =2
» Temos T(2)=8+8+2=18, mas3-2-1g2=6
» Podemos escolher uma constante multiplicativa maior.
» Tentando T(n) < 10nlgn, obtemos

T(2)=18<10-2-Ig2 =20
T(3)=29<10-3-1g3~47,55

Conclusao:

> Se o passo da inducéo vale, entdo podemos escolher
valores adequados para as constantes c e ng.



Encontrando as constantes

Suponha que ja adivinhamos que T(n) e O(nlgn)
» Chutamos que T(n) < cnlgn para c = 3.
» Depois escolhemos ng = 2.

» Como podemos encontrar essas constantes?

Uma maneira possivel:
1. Suponha T(n) < cnlgn para algum c genérico.
2. Substitua e desenvolva a expressao para T(n).

3. Determine c e ng de forma a provar o passo da inducao.



Primeira tentativa

T(n)=T(n/21)+ T(Ln/2])+n

cEHW o[3)elz)

c -‘gn—l—c{ Jlgn+n

{12+ 2]fem e

=cnlgn+n

IA ||

IA

Nao deu certo...



Segunda tentativa

T(n)

T([n/2])+ T(Ln/2]) +
|5 |i[3]+ <[5 )]
[g-‘lgn—kc{ J(Ign

=<([3]+[5]e<|

=cnlgn- C{ZJ_‘_H

A
NER

IA

C

I
[E=
N
_|_
3

N3

<cnlgn. (escolhendo n > ng adequado)

> Para a ultima desigualdade, queremos —c[n/27+n <0

» Bastaquec=3eng>2.



Completando o exemplo

» Ja mostramos que T(n) € O(nlgn).
> Mas queremos mostrar que T(n) e ©(nlgn).

> Basta mostrar T(n) e Q(nlgn).
»> A prova é similar.
> Faga como exercicio.



Adivinhando uma solucao

Nao ha receita genérica para adivinhar solucdes.
> A experiéncia é um fator importante.

» Normalmente, recorréncias similares tém a mesma ordem
de crescimento.

Resolva a recorréncia

1 sen=1

T(n) = 2T(Ln/2])+n sen>2

» Ela muito parecida com a anterior.
» Entdo chutamos T(n) € ©(nlgn).

» Mostre isso como exercicio.



Adivinhando uma solucao (cont)

Resolva a recorréncia

T(n) = 1 sen=1
l2T(ln/2]+17)+n sen>2

» Ela parece mais dificil por causa do termo 17.

> Intuitivamente, parece que T([n/2])~ T(Ln/2]+17)
» Chutamos que T(n) € ©(nlgn).
>

Mostre isso como exercicio.



Sutilezas

Algumas vezes é necessario fortalecer a hipétese de inducéo.

Resolva a recorréncia

T(n):{l sen=1

T(Tn/21)+ T(Ln/2))+1 sen>2
Chutamos que T(n) < cn para alguma constante c.

T(n)=T([n/21)+ T(Ln/2])+1
<c[n/2]+cln/2]+1
=cn+1.

» Nao deu certo
> Mas de fato T(n) € O(n)!



Fortalecendo a hipoétese

> Vamos fazer uma hipdétese de inducao um pouco diferente.

> Vamos mostrar que T(n)<cn—-bparac>0eb>0

T(n)=T(n/21)+ T(Ln/2])+1
<c[n/2]-b+c|n/2]-b+1
=cn—-2b+1
<cn-b

» Para a ultima de desigualdade, basta escolher b > 1.

> |sso mostra o passo indutivo.



Recorréncias

» Método da iteragao



Método da iteraca

Idéia:
1. expandir a recorréncia iterativamente

2. reescrevé-la como uma somatéria em termos de n

Nao é necessario adivinhar a respostal
» Mais é um pouco mais trabalhoso
> E Gtil conhecer limitantes de somatoérias

> Nem sempre é trivial encontrar um termo geral da soma



Exemplo

Encontre uma férmula fechada para

T(n) = b sen<3
e 3T(Ln/4))+n sen>4

lterando a recorréncia

T(n)=n+3T(Ln/4])
<n+3(n/4+3T(Ln/16]))
<n+3(n/4+3(n/16 +3T(L.n/64])))
<n+3n/44+9n/16+ 27T(|n/64)).

Queremos
> identificar o termo geral da soma: 3'n/4
> e oargumento da fungao: [n/4kJ



Encontrando a funcao

Quantas vezes iteramos?
> suponha que iteramos k vezes

> paramos quando [n/4kJ <3,i.e,quando k + 1 >logyn >k
A soma completa é

T(n) < (n+3n/4+9n/16+-+ 3 1n/451) + 3%p
< (n+3n/4+9n/16+27n/64+...) + 3%

(o)

3 i
=n Z(Z) + n'°g43p

i=0
— 4n + n'o843p,

Como log, 3 < 1, concluimos que T(n) e O(n).



Simplificando

Podemos supor que n = 4k
> As contas ficam mais simples
» Nao prova o caso geral
> Mas obtemos um bom chute

> E verificamos com o método da substituicao

Exercicio: verifique que T(n) = O(n).



Recorréncias

» Método da arvore de recorréncia



Arvore de recorréncia

Idéia:
1. crie uma arvore de recorréncia:

> os nds representam os termos independentes
> os filhos representam as subfuncoes recorrentes

2. somamos os termos de cada nivel da arvore

3. depois somamos todos os niveis

Vantagens
> (til quando ha varios termos recorrentes

> ¢é mais facil organizar as contas



Exemplo

Encontre uma férmula fechada para

T(n) = 1 sen<3
N 3T(|_n/4j)+cn2 sen>4

Simplificando
> Queremos obter uma férmula fechada apenas
» De novo, supomos que n = 4k

> Depois, verificamos com o método da substituicao
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Arvore de recorréncia

T / \ """"""" "t
o3V o3V o(3)f ===-m- - > fgen’
log4n )2 )2 )2 )2 )2 02 02 n |2 n )2 3 2
o(fs) clfs) clfe) <) clds) clds) c(fs) clfs) <) == (E) cn

L T(él) T(;l) T(;l) T(§1) T(§1) T(él) T(él) T(él) co T() T(1) T(1) > ©(n'os43)

[ nloga3 1

Total:  ©(n?)



Somando os termos

> A arvore tem altura log, n

» A soma de cada nivel interno é (136) cn?

» O namero de folhas é 3'°84n — plogs3

T(n):(cn2+icn2+...+(i)log4n ' )+@( log43)

16 16
<[i(i) cn? +0(n'°E+)
“|&=\16

i=0
16 log, 3
= 13" 2+ 0(n )

Concluimos que T(n) € O(n?).



Outro exemplo

Encontre uma férmula fechada para

T(n) = 1 sen<2
B T([n/31)+T(2n/3])+n sen>3

Esse exemplo é um pouco mais complicado
» Os termos recorrentes sao diferentes
> A arvore nao sera completa

» Vamos mostrar juntos que T(n) € O(nlgn)



Recorréncias

» Recorréncias e notagao assintética



Recorréncias com notacao assintotica

» Escrevemos

T(n) = 0(1) sen<2
3T(Ln/4]) +©(n°) sen>3

» Para representar a familia de recorréncias

T(n) = a sen<?2
Y EN3T(n/4) +f(n) sen>3

onde a é uma constante e f(n) estd em ©(n?)
> Todas elas tém a mesma solucao assintdtica

> A mesma coisa vale as outras classes de funcao



Cuidados com a notacao assintética

T(n):{l sen=1

2T(Ln/2])+n sen=>2,

» O uso descuidado da notagao assintética leva a erros
» Ja sabemos que T(n)=©(nlogn)
» Mas vamos “provar” que T(n) = O(n)!



Cuidados com a notacao assintética (cont)

Vamos mostrar que T(n) < cn para alguma constante ¢ > 0.

T(n)=2T(Ln/2])+n
<2c|n/2]+n
<cn-+n
=0O(n) <«— ERRADO!

Qual é o erro?
> A nossa afirmacédo é que T(n) < cn
» Mas mostramos que T(n) < (c+1)n

» Nao concluimos o passo indutivo



Recorréncias

» Teorema Master



Teorema Master

Veremos um teorema para resolver recorréncias da forma

T(n)=aT(n/b)+ f(n),

> os valores a e b sao constantes
> também vale se substituirmos n/b por |[n/b] ou[n/b]

> o teorema nao se aplica a todas recorréncias dessa forma



Teorema Master

Teorema Master

Sejam a > 1 e b > 1 constantes, seja f(n) uma funcéo e seja
T(n) definida para os inteiros ndo negativos pela relacdo de
recorréncia

T(n) =aT(n/b)+ f(n).

Entdo T(n) tem os seguintes limitantes assintoticos:

1. Se f(n) € O(n'*8»27€) para alguma constante € > 0,
entdo T(n) € ©(n'°g»2)

2. Se f(n) € ©(n'°8»2), entao T(n) € ©(n'°&>2logn)
3. Se f(n) € Q(n'°8>3+€) para alguma constante € > 0 e se

af(n/b) < cf(n) para alguma constante c < 1 e todo n
suficientemente grande, entdo T(n) € O(f(n))



Exemplos de Recorréncias

Exemplos para os quais Teorema Master se aplica:

» Caso 1:
T(n)=9T(n/3)+n
T(n)=4T(n/2)+ nlogn

» Caso 2:
T(n)=T(2n/3)+1
T(n)=2T(n/2)+ (n+logn)

» Caso 3:
T(n)=T(3n/4)+ nlogn



Exemplos de Recorréncias

Exemplos para os quais Teorema Master nao se aplica:

>
>
>
>
>

T(n

T(n

T(n-1)+n
T(n—a)+T(a)+n, (a>1inteiro)
T(an)+T((1-a)n)+n,(0<a<1)
T(n 1)+logn

2T(5)+nlogn

)=
)
T(n)
T(n)
T(n)
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