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criados e gentilmente cedidos pelo prof. Cid Carvalho de Souza e
pela profa. Candida Nunes da Silva (particularmente com
modificacoes do prof. Orlando Lee); ou criados e gentilmente
cedidos pelo prof. Flavio Keidi Miyazawa. Eu recriei ou reestruturei o
contelido das unidades, possivelmente introduzindo erros, que
devem ser reportados a mim.

O conjunto de slides de cada unidade do curso sera disponibilizado
como guia de estudos e deve ser usado unicamente para revisar as
aulas. Para estudar e praticar, leia o livro-texto indicado e resolva os
exercicios sugeridos.
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Objetivos

O que veremos nesta disciplina?

1. Demonstrar correcao de um algoritmo

»> como ter certeza de que a saida esta correta
> como convencer outras pessoas disso

2. Analisar a complexidade de um algoritmo

» como estimar a quantidade de recursos utilizados
> recursos podem ser tempo, memoria, acesso a rede etc.
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3. Utilizar técnicas conhecidas de projeto de algoritmos
> divisao e conquista, programacao dinamica etc.
» utilizar recursao adequadamente

4. Entender a dificuldade intrinseca de alguns problemas

> inexisténcia de algoritmos eficientes
> identificar os problemas intrataveis
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Problemas computacionais

Um problema computacional é uma relacdo entre um
conjunto de instancias e um conjunto de solucoes:

» uma instancia é um conjunto de valores conhecidos
> uma solucao é um conjunto de valores a computar

> cada instancia corresponde a uma ou mais solucoes
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Exemplo de problema: teste de primalidade

Problema: determinar se um dado ndmero é primo
> instancias: nimeros inteiros

> solucoes: sim ou nao

Exemplo:
» |nstancia: 9411461

> Solucdo: sim

Exemplo:
» Instancia: 8411461

> Solucao: nao
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Exemplo de problema: ordenacao

Problema: ordenar os elementos de um vetor
» instancias: conjunto de vetores de inteiros

> solucoes: conjunto de vetores de inteiros em ordem
crescente

Exemplo:

» |Instancia:

yég 55[33[44[33[22]11[99]22]55] ;;\

> Solucgao:

yfﬁ 22]22[33]33[33]|44[55]|55]|77] é;\
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Um algoritmo é uma sequéncia de instrucoes que
> recebe uma instancia de um problema computacional

> devolve uma solucao correspondente a instancia recebida

Observacoes:
> ainstancia recebida é chamada de entrada
> a solucao devolvida é chamada de saida

> toda instrucao deve ser bem definida
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Descricao de algoritmos

Podemos escrever um algoritmo de varias maneiras:

> em uma linguagem de programacao, como C, Pascal,
Java, Python...

> em portugués, ou outra lingua natural

» em pseudocddigo, como no livro de CLRS

Usaremos apenas as duas ultimas op¢oes!



Exemplo de pseudocédigo

Um algoritmo para o problema da ordenacao:

INSERTION-SORT(A, )
1 paraj < 2atén faga

2 chave < Alj]

3 i—j-1

4 enquanto i > 1 e A[i] > chave faga
5 Ali + 1] < A

6 i—i-1

7 Ali + 1] < chave



Mas praticas

» Nao misture cédigo com pseudocddigo:

if (Ai| >= chave
for (i=0;i < n;i++) ... (brEaLk )
» Nao escreva frases confusas:

se A[i] > chave entdo
troque as posicoes dos elementos

chave <« pega o préximo elemento
i < procura posicao da chave

> Lvite algoritmos complicados ou com muitas variaveis:

se j = 1 entao
Al2] < A[1]
A[1] « chave
senao
enquanto i > 1 e A[i] > chave faga
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Modelo computacional

S6 podemos escrever instrucoes bem definidas:

> oresultado de cada instrucao é inambiguo e depende
somente do estado corrente da execucao

> deve ser possivel executar cada instrucao usando o
computador adotado

O conjunto de instrugdes permitidas é determinado pelo que
chamamos de modelo computacional
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Correcao de algoritmos

Um algoritmo esta correto se:
1. sé utiliza instru¢cdes do modelo de computagao adotado,
2. termina para toda instancia do problema e

3. devolve uma solucao que correspondente a instancia
recebida.

Ao escrever um algoritmo, sempre devemos
1. Testar o algoritmo

» com uma ou mais instancias de exemplo
> executando ou simulando o algoritmo

2. Demonstrar que o algoritmo esta correto

> escrever uma prova formal genérica
> vale para toda instancia do problema
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Complexidade de algoritmos

> Nem sempre é vidavel executar um algoritmo

» pode levar anos ou séculos para terminar
> pode precisar de mais memoéria do que ha disponivel

» Queremos

1. projetar algoritmos eficientes
2. comparar algoritmos diferentes

> Para isso, precisamos medir a complexidade do algoritmo
> independentemente de quem programou,
» da linguagem em foi escrito
> e da maquina a ser usada
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Modelo computacional e complexidade

Vamos estimar o tempo de execucao de um algoritmo

> contamos o nUmero de instrucoes elementares
executadas

> supomos que cada instrucao elementar consome um
tempo contante

A andlise de complexidade depende sempre do modelo
computacional adotado!

» queremos um modelo computacional realista

> o conjunto de instrucoes elementares deve ser compativel
com os computadores modernos

> mas deve ser suficientemente genérico para as diferentes
arquiteturas
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Maquinas RAM

Usaremos o Modelo Abstrato RAM (Random Access Machine)

> simula maquinas convencionais

» possui um Unico processador sequencial

> tipos basicos sao numeros inteiros e pontos flutuantes
>

cada palavra de memoédria tem tamanho limitado, i.e.,
valores nao podem ser arbitrarios

Instrucoes elementares
> operacodes aritméticas como soma, subtracao, produto...
> acesso direto as posi¢coes da memoria

» comandos de fluxo de controle (se, enquanto...)

Operagoes como exponenciagdo nao sao elementares.
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Tamanho da entrada

Um parametro importante é o tamanho da entrada:
» normalmente proporcional ao niUmero de bits da entrada

» também usamos o nimero de elementos do vetor

Problema: Primalidade
» Entrada: inteiro n

» Tamanho: [log, n bits

Problema: Ordenacao
> Entrada: vetor A[1...n]

» Tamanho: n[log, M] bits, onde M é o maximoem A[l...n]
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Analise assintética e de pior caso

Consideramos apenas instancias grandes

» o numero de instrugcdes normalmente cresce com o
tamanho da entrada n

> instancias com tamanho limitado por constante gastam
tempo constante

Fazemos apenas andlise de pior caso
> restringimos a entradas com um dado tamanho n

> consideramos apenas uma instancia para a qual o
algoritmo executa o maior nimero de instrugcdes

Denotamos por T(n) o nimero de instrucdes executadas no
pior caso para entradas de tamanho n
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Caracteristicas e limitacoes

Esse tipo de analise de complexidade:
> normalmente estima bem tempo de execucao real
> permite comparar diversos algoritmos para um problema

> continua relevante mesmo com evolugdes tecnoldgicas

Limitacoes:
> & uma analise pessimista do tempo de execucao

> em certas aplicagoes, certas instancias ocorrem mais
frequentemente que um pior caso

> nao fornece informacao sobre tempo de execucao médio
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Problema: ordenar os elementos de um vetor
> Entrada: vetor A[1...n]

> Saida: rearranjo de A[l...n| em ordem crescente

Vamos comecar revendo a ordenacgao por insercgao.
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Insercao em um vetor ordenado

Ideia do algoritmo
> suponha que o subvetor A[1...j— 1] ja esta ordenado.
» vamos inserir o A[j] para que A[1...j] fique ordenado

» o valor do elemento a ser inserido é chamado de chave

Antes de inserir:

1 j n
120 25|35]40[44[55][38]99]10[65]50]

Apos inserir:

1 j n
120 25[35|38[40]44[55|99|10]65 50|
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chave = 38
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Inserindo uma chave

chave = 38
]210\25\35\40\44\5i5\3js\99\10\65\5no\

1 i j n
120]25[35[40[44] [55]/99[10]65]50]|

1 i j n
(20| 25[35]40] [44]55/99]10]65]50 ]|

1 i j n

(20| 25[35| [40[44[55/99]10]65]50 ]|




Inserindo uma chave

chave = 38
]210\25\35\40\44\5i5\3js\99\10\65\5no\

1 i j n
120]25[35[40[44] [55]/99[10]65]50]|
1 i j n
(20| 25[35]40] [44]55/99]10]65]50 ]|
1 i j n
(20| 25[35| [40[44[55/99]10]65]50 ]|
1 i j n

120 25[35|38[40]44[55|99|10]65 50|
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chave 1 j n

65 [10|20|25[35[38|40]44[55|65|99]50 |

Ch5a0ve110\20\25\35\38\40\44\55\65\99\;0\




Ordenando por insercao

Cgagve210\25\35\38\40\44\55\;9\10\65\5n0\

anove110\20\25\35\38\40\44\55\9;9\65\5n0\

chave 1 j n

65 [10|20|25[35[38|40]44[55|65|99]50 |

Ch5a0ve110\20\25\35\38\40\44\50\55\65\;9\




Pseudocédigo de INSERTION-SORT

INSERTION-SORT(A, n)

1 paraj < 2atén faga

chave « Alj]

ie—j—-1

enquanto i > 1 e A[i] > chave faga
Ali+1] « AJi]
i—i-1

Ali + 1] « chave

NO o WN



Analise do algoritmo

O que é importante analisar?



Analise do algoritmo

O que é importante analisar?

> Correcao



Analise do algoritmo

O que é importante analisar?

> Correcao
> ja testamos o algoritmo com um exemplo



Analise do algoritmo

O que é importante analisar?

> Correcao
> ja testamos o algoritmo com um exemplo
> por enquanto, suponha que o algoritmo esta correto



Analise do algoritmo

O que é importante analisar?

> Correcao
> ja testamos o algoritmo com um exemplo
> por enquanto, suponha que o algoritmo esta correto
> vamos mostrar que ele esta correto depois



Analise do algoritmo

O que é importante analisar?

> Correcao
> ja testamos o algoritmo com um exemplo
> por enquanto, suponha que o algoritmo esta correto
> vamos mostrar que ele esta correto depois

» Complexidade de tempo



Analise do algoritmo

O que é importante analisar?

> Correcao
> ja testamos o algoritmo com um exemplo
> por enquanto, suponha que o algoritmo esta correto
> vamos mostrar que ele esta correto depois

» Complexidade de tempo
> considere vetores com n elementos



Analise do algoritmo

O que é importante analisar?

> Correcao
> ja testamos o algoritmo com um exemplo
> por enquanto, suponha que o algoritmo esta correto
> vamos mostrar que ele esta correto depois

» Complexidade de tempo

> considere vetores com n elementos
> quantas instrucdes sdo executas?
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Contando o nimero de instrucoes

INSERTION-SORT(A, ) Custo Qnts vezes?

1 para j « 2 até n faga c1 n

2 chave < A[j] c n-1
i—j-1 C3 n—1

4 enquantoi>1e A[i] > chave faga Cy Yot

5 Ali+1] <Al s T(-1)

6 i1 6 YN,(t-1)

7 Ali+ 1] « chave cy n-1

> alinha k executa um numero constante de instrugdes ¢,

» cada linha executa uma ou mais vezes

> quantas vezes a linha 4 executa depende da entrada

> seja t; quantas vezes enquanto executa para um certo j
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Tempo de execucao total

» Considere uma instancia de tamanho n
> Seja T(n) o nimero de instrucdes executadas para ela

» Basta somar para todas as linhas

T(n)=ci-n+cy-(n=1)+c3-(n-1)+cs- Yo+
cs 2 o(t—1)+cs X io(ti—1)+c7-(n-1)

Observacoes:
» entradas do mesmo tamanho tém tempos diferentes

» vamos considerar diferentes instancias

> melhor caso: quando T(n) é o menor possivel
> pior caso: quando T(n) é o maior possivel
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Um melhor caso ocorre quando t; = 1 para cada j
> basta que a condicao do enquanto sempre falhe

» ocorre se a entrada A ja vem ordenada

Nesse caso:

T(n)=ci-n+c-(n=-1)4+c3-(n-1)+c4-(n-1)+c7-(n-1)
:(Cl+C2+C3+C4+C7)'n—(C2+C3+C4+C7)
=a-n—+b

» os valores de a e b sao constantes

> o tempo de execucao no melhor caso é linear em n
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Pior caso

Um pior caso ocorre quando t; € maximo para cada j
> basta que a condicdao do enquanto sé falha quando i =0
> nessa situagdo, teremos t; =

» ocorre se a entrada A vem ordenada decrescentemente

Relembre que
> Y loi=n(n+1)/2-1 e }1,(-1)=n(n-1)/2



Pior caso (cont)

Substituindo, temos

T(n)=ci-n+cy-(n=1)+c3-(n=1)+cs-(n(n+1)/2-1)+
cs-n(n-1)/2+cg-n(n-1)/2+c7-(n—1)
= (cal2+c5/2+ce/2)-n? +
(c1+cot+c3+ca/2—c5/2—cg/2+c7)-n—
(co+c3+cqg+c7)
—a-n+b-n+c

» os valores de a, b, c sdao constantes

> o tempo de execugdo no pior caso é quadraticoem n
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Complexidade assintética
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Estamos interessados principalmente
» na analise de pior caso

> no tempo de execucao para instancias grandes

Comportamento assintético
> no pior caso temos T(n) = an? + bn + ¢

»> o termo dominante é o que contém n?

> o tempo de execugao é uma funcao quadratica
> as constantes a, b, c s6 dependem da implementacao

» nao nos preocupamos com os valores de a, b, c

Por que isso é razoavel?
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Um exemplo de funcao quadratica

Considere a fungao 3n? +10n + 50

n | 3n°+10n+50 3n2

64 12978 12288
128 50482 49152
512 791602 786432
1024 3156018 3145728
2048 12603442 12582912
4096 50372658 50331648
8192 201408562 201326592
16384 805470258 805306368
32768 3221553202 | 3221225472

> quando n é grande, o termo 3n? é uma boa estimativa

» podemos nos concentrar nos termos dominantes
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Notacao assintética

Como simplificar o tempo de pior caso de INSERTION-SORT?
> aoinvés de escrever T(n) = an? + bn +c,

> escrevemos somente T(n) = ©(n?)

Essa notacao significa que, para n suficientemente grande,
1. T(n) é limitada superiormente por c - n?, para algum c >0

2. T(n) é limitada inferiormente por d - n?, para algum d > 0

Vamos formalizar essa notagdo assintética mais adiante!
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Entendendo e mel ando

Até agora:
» ordenamos incrementalmente com o INSERTION-SORT

> vimos que sua complexidade de pior caso é @(nz)

Vamos estudar uma maneira alternativa de ordenar nimeros

» vamos utilizar uma técnica recursiva chamada de
divisao e conquista

> muitas vezes, obtemos algoritmos mais rapidos do que os
incrementais
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Algoritmos recursivos

“To understand recursion, we must first understand recursion.”
(autor desconhecido)

» Um algoritmo recursivo resolve um problema

> diretamente, se a instancia for pequena
> executando a si mesmo, se a instancia nao for pequena

» A chamada recursiva deve receber uma instancia menor
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Um algoritmo de divisao e conquista tem trés etapas:

1. Divisao: dividir o problema em subproblemas
semelhantes, mas com instancias menores

2. Conquista: cada subproblema é resolvido recursivamente,
ou diretamente se os subproblemas forem pequenos

3. Combinacao: as solugdes dos subproblemas sao
combinadas para obter uma solucao da instancia original
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Exemplo: ordenando usando divisao e conquista

MERGE-SORT é um exemplo classico de divisdo e conquista.

ldeia:

1. Divisao: divida um vetor de tamanho n em dois subvetores
de tamanhos | n/2] e [n/2]

2. Conquista: ordene os dois subvetores recursivamente

3. Combinacao: intercale os dois subvetores obtendo um
vetor ordenado



O vetor de entrada é representado como A[p...r],com p <r.

MERGE-SORT(A, p, r)

1 sep<r

2 entdo g < |(p+r)/2]

3 MERGE-SORT(A, p, q)

4 MERGE-SORT(A, g+ 1,r)

5 INTERCALA(A, p, q, )

p q r

A |66]33]55[44[99[11[77]22]88]




O vetor de entrada é representado como A[p...r],com p <r.

MERGE-SORT(A, p, r)

1 sep<r

2 entdo g < |(p+r)/2]

3 MERGE-SORT(A, p, q)

4 MERGE-SORT(A, g+ 1,r)

5 INTERCALA(A, p, q, )

p q r

A [33]44[55]66[99]11[77]22]88]




O vetor de entrada é representado como A[p...r],com p <r.

MERGE-SORT(A, p, r)

1 sep<r

2 entdo g < |(p+r)/2]

3 MERGE-SORT(A, p, q)

4 MERGE-SORT(A, g+ 1,r)

5 INTERCALA(A, p, q, )

p q r

A [33]44[55]66[99]11[22]77]88]




O vetor de entrada é representado como A[p...r],com p <r.

MERGE-SORT(A, p, r)

1 sep<r

2 entdo g < |(p+r)/2]

3 MERGE-SORT(A, p, q)

4 MERGE-SORT(A, g+ 1,r)

5 INTERCALA(A, p, g, )

p q r

A [11]22[33]44|55]66[77]88]99]
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Combinando solucdes dos subproblemas

Problema: Intercalar dois subvetores

Entrada: vetor A[p...r] tal que
1. subvetor A[p...q| esta ordenado

2. subvetor A[g+1...r] estd ordenado
Saida: rearranjo A[p...r| ordenado

Entrada:

P q r
A [22]33]55[77[99]11 |44 |66 88|

Saida:

P q r
A [11]22]33[44[55[66[77[88]99]




Pseudocédigo de INTERCALA

INTERCALA(A, p, q,r)

1

00ONOYUL N WN

e}

11
12

para i < p até g faga
Bli] < A[i]
paraj < g+ 1 até r faca
Blr+q+1-j] < Alj]
i—p
jer
para k < p até r faca
se B[i] < BJj]
entdo A[k| < BJi]
i—i+1
sendo A[k] « BJj]
jei-1



Intercalando

p q r
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Al [ [ [ [ [ |
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Afatfee] [ | [ [ [ [ |

B ]22\3i3\55\77\99\88\66\;4\11\
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k
Afatfa2yss] | [ [ [ [ |

B ]22\33\5%\77\99\88\66\;4\11\
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k
Al11]22[33(44] | | | | |

B ]22\33\5i5\77\99\88\6jG\44\11\
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k
A [11]22[33]44|55] [ | | |

B 122\33\55\7i7\99\88\6j6\44\11\




Intercalando

A |11]22]33[44]55]66 | k\ | ]

B ]22\33\55\7i7\99\53j8\66\44\11\




Intercalando

A [11]22]33[44]55]|66] 77| k\ \

B ]22\33\55\77\9;\558\66\44\11\




Intercalando

A |11]22[33[44]|55]66]77]88] k\

B 122\33\55\77\9;:(88\66\44\11\




Intercalando

A |11]22]33[44]|55]66]77[88]99 |

B ]22\33\55\77\;9\8;3\66\44\11\




Complexidade de INTERCALA

Entrada:

P q r
A [22]33[55[77[99]11[44 66 88|

Saida:

P q r
A [11]22]33[44[55[66[77[88]99]

Tamanhodaentrada: n=r—-p+1

Consumo de tempo: O(n)
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Complexidade de MERGE-SORT

MERGE-SORT(A, p, r)

1l sep<r

2 entdo g < |(p+r)/2]

3 MERGE-SORT(A, p, q)

4 MERGE-SORT(A, g+ 1,r)
5 INTERCALA(A, p, g, r)

Linha Tempo
1 o(1)
2 o(1)
3 T([n/27)
4
5

T(Ln/2])
©(n)

T(n)=T([n/21)+ T(Ln/2])+0O(n) +©(2)
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Recorréncia

O tempo de MERGE-SORT é dado pela férmula

T(n) = ©(1) sen=1
VN TUR2) £ T(n/2) +©(n) sen=2,3,4,...

Obtemos uma formula de recorréncia
> é a descricao de uma funcao em termos de si mesma.

» o tempo de um algoritmo recursivo costuma se descrito
por uma recorréncia

Mas queremos uma féormula fechada
» Nesse caso, T(n) =0(nlogn)

» Aprenderemos a resolver recorréncias depois
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» Entendendo a importancia de algoritmos eficientes
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Que diferenca faz ter um algoritmo ©(n?) ou ©(nlogn)?

Suponha que queremos ordenar um vetor de n elementos

1. Usando um computador A com velocidade 1 GHz e com
um algoritmo que executa 2n? instrucoes.

2. Usando um computador B com velocidade 10MHz e com
um algoritmo que executa 50nlog n instrucoes.

Comparando as implementacoes:
» O computador A € 100 vezes mais rapido do que B.

> A constante multiplicativa do segundo é bem maior:

» pode ser devido a uma linguagem de mais alto nivel
> ou devido a um programador menos experiente
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Algoritmos bons e ruins (cont)

Que implementacao ordena um milhdo de elementos primeiro?

1. Amaquina A leva

2-(10%)?instrucoes
10%instrucoes /segundo

~ 2000segundos

2. A maquina B leva

50-(10°log 10°)instrucées
10’instrucées /segundo

~ 100segundos

> A maquina B foi vinte vezes mais rapida do que A

» Se fossem 10 milhoes de elementos, a razdo seria
de 2,3 dias para 20 minutos
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E se usarmos um supercomputador?

f(n) | Computador atual | 100xmais rapido | 1000xmais rapido

n N, 100N, 1000N;

n? N> 10N> 31,6N,

n3 N5 4,64N5 10N;

n> N, 2,5N, 3,98N,

2" N Ns + 6,64 Ns + 9,97

3" Ne Ne +4,19 Ne + 6,29

Se sé tivermos um algoritmo ruim, ndo iremos resolver

problemas muito maiores.
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Conclusoes

Algumas conclusoées:

» Projetar algoritmos melhores pode levar a ganhos
extraordinarios de desempenho.

> |sso é tao importante quanto o projeto de hardware.

» O ganho obtido ao melhorar a complexidade de um
algoritmo nao poderia ser obtida simplesmente com o
avanco da tecnologia.

» Queremos estudar principalmente algoritmos
fundamentais, que produzem avang¢os em outras
componentes basicas das aplicacbes (pense nos
compiladores, buscadores na internet, classificadores,
etc).
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