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Arvore Geradora Minima Arvore Geradora Minima

» Suponha que queremos resolver o seguinte problema: » Nessa modelagem, o problema que queremos resolver é
dado um conjunto de computadores, onde cada par de encontrar um subgrafo gerador (que contém todos os vértices
c_omputadores pode ser ligado usando uma quantidade de do grafo original), conexo (para garantir a interligacdo de
fibra dtica, encontrar uma rede interconectando-os que use a todas as cidades) e cuja soma dos custos de suas arestas seja
menor quantidade de fibra Stica possivel. a menor possivel.

» Obviamente, o problema sé tem solugdo se o grafo for conexo.

> Este problema pode ser modelado por um problema em grafos Daqui pra frente vamos supor que o grafo de entrada é
nao direcionados ponderados onde os vértices representam os e

computadores, as arestas representam as conexdes que podem
ser construidas e o peso/custo de uma aresta representa a
quantidade de fibra ética necessaria.

» Além disso, o sugrafo gerador procurado é sempre uma drvore
(supondo que os pesos sdo positivos).
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Arvore Geradora Minima Exemplo

Problema da Arvore Geradora Minima

Entrada: grafo conexo G = (V/, E) com pesos w(u, v) para cada
aresta (u, v).

Saida: subgrafo gerador conexo T de G cujo peso total

w(T) = Z w(u, v)

(u,v)eT

seja 0 menor possivel.
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Arvore Geradora Minima Arvore Geradora Minima

» Veremos dois algoritmos para resolver o problema de

> Aqui trataremos do caso em que w > 0, ou seja, nao ha encontrar uma AGM:

arestas de peso negativo.
- 2 > algoritmo de Prim

» Depois pense em como o problema poderia ser resolvido se

. > algoritmo de Kruskal
houvesse arestas de peso negativo na entrada.

» Ambos algoritmos usam estratégia gulosa. Eles sdo exemplos
classicos de algoritmos gulosos.
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Algoritmo genérico Algoritmo genérico

AGM-GENERICO(G, w)

A . . » 1 A0
> A estratégia gulosa usada baseia-se em um algoritmo genérico = 5
ue constréi uma AGM incrementalmente A I I e e e e
I ' 3 Encontre uma aresta segura (u, v) para A
» O algoritmo mantém um conjunto de arestas A que satisfaz o 4 A AU{(u,v)}
seguinte invariante: 5 devolva A

No inicio de cada iteracdo, A estd contido em uma AGM. ‘ Obviamente o “algoritmo” est4 correto!

» Em cada iteragdo, o algoritmo encontra uma aresta (u, v) tal Note que nas linhas 2-4 A est4 propriamente contido em uma
que A’ = AU{(u, v)} também satisfaz o invariante. AGM, digamos T. Logo, existe uma aresta segura (u, v) em

Uma tal aresta é chamada aresta segura (para A). E[T] - A

Naturalmente, para que isso seja um algoritmo de verdade, é
preciso especificar como encontrar uma aresta segura.
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Como encontrar arestas seguras Como encontrar arestas seguras

Uma aresta de um corte §(S) é leve se tem o menor peso entre as

Considere um grafo G = (V,E) eseja S C V. arestas do corte.
Denote por §(S) o conjunto de arestas de G com um extremo em Teorema 23.1: (CLRS)

S e outro em V — S. Dizemos que um tal conjunto é um corte. i i
Seja (G,w) um grafo com pesos nas arestas. Seja A um

subconjunto de arestas contido em uma AGM. Seja 6(S) um corte
que respeita A e (u, v) uma aresta leve desse corte. Entdo (u,v) é
uma aresta segura.

Um corte §(S) respeita um conjunto A de arestas se ndo contém
nenhuma aresta de A.
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Prova do Teorema 23.1 Prova do Teorema 23.1

Existe um Unico caminho P de ua v em T. Como v a v estdo em
lados opostos do corte §(S), pelo menos uma aresta de P pertence
ao corte.

Seja T uma AGM que contém A. Seja 6(S) um corte que respeita
A e seja (u,v) uma aresta leve deste corte. Suponha que (u, v)
nao é uma aresta de T. Construiremos uma AGM T’ que contém
AU{(u,v)} e dai segue que (u, v) é segura.

U V\b
‘ . ‘/\5 > < —\x
> < '\x 2 N
X }‘/\/' 5
S Seja (x, y) uma tal aresta. Note que (x,y) ndo pertence a A pois
o corte respeita A.
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Prova do Teorema 23.1 Prova do Teorema 23.1

Temos que 7' := T — {(x,y)} U{(u,v)} é uma arvore geradora.

S

Como (u,v) é uma aresta leve do corte §(S) e (x,y) pertence ao
S corte, temos que w(u, v) < w(x,y). Assim,

T = w(l) = <w(T).
Mostraremos que T’ é uma AGM. 0 000 0 A B

Como T é uma AGM, entdo w(T) < w(T’). Logo, T’ é uma
AGM. Além disso, T’ contém AU {(u, v)} e portanto, (u,v) é
uma aresta segura. Isto termina a prova. |
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Como encontrar arestas seguras

Corolario 23.2 (CLRS)

Seja G um grafo com pesos nas arestas dado por w. Seja A um |
subconjunto de arestas contido em uma AGM. Seja C um
componente (drvore) de Ga = (V/, A). Se (u,v) é uma aresta leve Algoritmo de Prim

de 6(C), entdo (u, v) é segura para A.

Os algoritmos de Prim e Kruskal sdo especializacdes do algoritmo
genérico e fazem uso do Corolério 23.2.
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O algoritmo de Prim O algoritmo de Prim

> No algoritmo de Prim, A é o conjunto de arestas de uma
arvore com raiz r (escolhido arbitrariamente no inicio).
Inicialmente, A é vazio.

» Em cada iteragdo, o algoritmo considera o corte 6(S) onde S
¢ o conjunto de vértices que s3o extremos de A. Se A = ()
entdo S = {r}.

» Ele encontra uma aresta leve (u, v) neste corte, acrescenta-a
ao conjunto A e comeca outra iterac3o.
Isto é repetido até que A seja uma arvore geradora.

Um detalhe de implementagdo importante é como encontrar
eficientemente uma aresta leve no corte.
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O algoritmo de Prim O algoritmo de Prim
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O algoritmo de Prim O algoritmo de Prim

O algoritmo mantém durante sua execu¢do as seguintes

informacdes: AGM-PriM(G, w, r)

1 paracada vue V[G]
> Todos os vértices que n3o estdo na drvore estdo em uma fila 2 faga key[u] « oo
de prioridade (de minimo) Q. 3 m[u] + NIL
> Cada vértice v em @ tem uma chave key[v]| que indica o g lg}ir]\;G(])
menor peso de qualquer aresta ligando v a algum vértice da
drvore. Se ndo existir nenhuma aresta, entdo key[v] = 0o Bimieusuanta R e ikara
' ' 3 7 u + EXTRACT-MIN(Q)
> A varidvel 7[u] indica o pai de u na drvore. Entdo 8 para cada v € Adj[u]
9 se ve Qe w(u,v) < key[v]
A= {(u,7[u]) : ueV—{r}—Q, wu] #NiL}. 10 entdo m[v] < u
11 key[v] + w(u,v)
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Corretude do algoritmo de Prim Complexidade do algoritmo de Prim

O algoritmo mantém os seguintes invariantes.

No inicio de cada iteragdo das linhas 6-11: Obviamente, a complexidade de AGM-PRIM depende de como a

» A={(u,m[u]) s ve V—{r}—Q, n[u] # NiL}. fila de prioridade @ é implementada.

» O conjunto de vértices da drvore é V[G] — Q. As operagdes que precisamos Sao:

» Para cada v € Q, se 7[v] # NIL, ent&o key[v] é o peso de iDL ASERE

uma aresta (v, w[v]) de menor peso ligando v a um vértice > EXTRACT-MIN
m[v] na arvore. > DECREASE-KEY

Esses invariantes garantem que o algoritmo sempre escolhe uma
aresta segura para acrescentar a A e portanto, o algoritmo estd
correto.
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Complexidade do algoritmo de Prim

As linhas 1-5 correspondem a |V/| chamadas a INSERT.

O lago da linha 6 é executado O(V/) vezes.
Total: O(V) chamadas a EXTRACT-MIN.

O lago das linhas 8-11 é executado O(E) vezes no total. O
teste de pertinéncia a @ pode ser feito em tempo constante
com um vetor booleano.

Ao atualizar uma chave na linha 11 é feita uma chamada
implicita a DECREASE-KEY.

Total: O(E) chamadas a DECREASE-KEY.

Tempo total:
O(V) INSErRT+ O(V) EXTRACT-MIN +
O(E) DECREASE-KEY

Complexidade do algoritmo de Prim

Tempo total
O(V) INSErT+ O(V) EXTRACT-MIN +
O(E) DECREASE-KEY

Vejamos o que acontece se implementarmos @ como um min-heap.

» INSERT consome tempo O(lg V) resultando em tempo
O(V'lg V) no total. Na verdade, é possivel incializar o
min-heap em tempo O(V);

» EXTRACT-MIN consome tempo O(lg V);

» DECREASE-KEY consome tempo O(lg V).

» O tempo total é O(V + ViIgV + ElgV) = O(ElgV).
Temos que V = O(E) pois supomos que G é conexo.
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Custo amortizado
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Custo amortizado

» Descreveremos superficialmente outra estrutura de dados que » Suponha que durante a execucdo de um algoritmo foram

pode ser usada no lugar de min-heaps. Para tanto,
apresentamos o conceito de custo amortizado de uma
operagao.

Suponha que S é uma estrutura de dados abstrata e p(S) é
uma operacio que pode ser executada sobre S. Por exemplo,
inserir ou remover um elemento de S (pode haver mais
pardmetros).
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feitas m chamadas a p(S). Se o tempo total de todas as
operagdes p durante a execu¢do do algoritmo é T(n)
(n=|S]) entdo o custo (tempo) amortizado de p é T(n)/m.

> Por exemplo, se T(n) =4n e m= 2n entdo o custo
amortizado é 2. Note que isto n3o significa que a operacdo
gasta tempo constante, mas apenas que em média o tempo
gasto em cada execugdo de p é constante.
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Complexidade do algoritmo de Prim

Pode-se fazer melhor usando uma estrutura de dados chamada

heap de Fibonacci que guarda | V| elementos e suporta as seguintes

operacdes:
» EXTRACT-MIN — O(lg V),
» DECREASE-KEY — tempo amortizado O(1). —
» INSERT — tempo amortizado O(1). O algoritmo de Kruskal

» Outras operagdes eficientes que um min-heap ndo suporta.
Por exemplo, UNION. Maiores detalhes no CLRS.

Usando um heap de Fibonacci para implementar @ melhoramos o
tempo para O(V + E+ VigV) = O(E + Vg V).
Este é um resultado interessante do ponto de vista tedrico.

Na pratica, a implementa¢ao anterior comporta-se muito melhor.

Anélise de Algoritmos. Cid de Souza, Cindida da Silva et al 1° sem de 2017 Anélise de Algoritmos. Cid de Souza, Candida da Silva et al. 1° sem de 2017

O algoritmo de Kruskal O algoritmo de Kruskal

> No algoritmo de Kruskal o subgrafo G4 = (V/, A) é uma
floresta. Inicialmente, A = 0.

» Em cada iteracdo, o algoritmo escolhe uma aresta (v, v) de
menor peso que liga vértices de componentes (arvores)
distintos C e C' de Ga = (V, A).

Note que (u, v) é uma aresta leve do corte §(C).

> Ele acrescenta (v, v) ao conjunto A e comega outra iteragdo
até que A seja uma arvore geradora.

Um detalhe de implementacdo importante é como encontrar a
aresta de menor peso ligando componentes distintos.
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O algoritmo de Kruskal O algoritmo de Kruskal

Anélise de Algoritmos. Cid de Souza, Cindida da Silva et al 1° sem de 2017

Anélise de Algoritmos. Cid de Souza, Candida da Silva et al. 1° sem de 2017

O algoritmo de Kruskal O algoritmo de Kruskal
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O algoritmo de Kruskal O algoritmo de Kruskal
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O algoritmo de Kruskal O algoritmo de Kruskal
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O algoritmo de Kruskal O algoritmo de Kruskal

Anilise de Algoritmos. Cid de Souza, Candida da Silva et al 1° sem de 2017 Anilise de Algoritmos. Cid de Souza, Candida da Silva et al. 1° sem de 2017



O algoritmo de Kruskal O algoritmo de Kruskal
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O algoritmo de Kruskal O algoritmo de Kruskal

Inicialmente A =0 e G4 = (V, A) corresponde a floresta onde

Eis uma versao preliminar do algoritmo de Kruskal.
cada componente é um vértice isolado.

AGM-KRUSKAL(G, w) Ao longo do algoritmo, esses componentes sdo modificados pela

1 A0 B inclusdo de arestas em A.
2 Ordene as arestas em ordem nao decrescente de peso
3 para cada (u,v) € E nessa ordem faca Uma estrutura de dados para representar G4 = (V/, A) deve ser
) 7 .« . . ~
4 se u e v estdo em componentes distintos de (V/, A) capaz de executar eficientemente as seguintes opera¢des:
)
5 entdo A<+ AU {(u,v)} T :
e TE Tl » dado um vértice u, determinar o componente de G4 que
contém u e
Problema: Como verificar eficientemente se u e v estdo no mesmo » dados dois vértices u e v em componentes distintos C e C/,
componente da floresta Gy = (V, A)? fazer a unido desses em um novo componente.
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ED para conjuntos disjuntos ED para conjuntos disjuntos

Uma estrutura de dados para conjuntos disjuntos deve ser capaz de

» Uma estrutura de dados para conjuntos disjuntos mantém executar as seguintes operacoes:

uma colecdo {51, Sz, ..., Sk} de conjuntos disjuntos

- s > - D cri j .
dindmicos (isto é, eles mudam ao longo do tempo). A e e Lo o

» UNION(x, y): une os conjuntos (disjuntos) que contém x e y,

» Cada conjunto é identificado por um representante que é um . ;
; i ? £ digamos S, e S, em um novo conjunto S, U S,.

elemento do conjunto.
Os conjuntos S e S, sdo descartados da colegdo.

Quem é o representante € irrelevante, mas se o conjunto ndo

for modificado, entdo o representante ndo pode mudar. » FIND-SET(x) devolve um apontador para o representante do
(dnico) conjunto que contém x.
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Componentes conexos Componentes conexos

CONNECTED-COMPONENTS(G)

1 para cada v € V[G] faca

2 MAKE-SET(v)

3 paracada (u,v) € E[G] faga
4

5

Vamos ilustrar uma aplicacdo simples da estrutura de dados para
conjuntos disjuntos para resolver o seguinte problema.

Dado um grafo n3o direcionado G determinar seus componentes
Conexos.

se FIND-SET(u) # FIND-SET(v)
entdo UNION(u, V)

Apds determinar seus componentes conexos, gostariamos também SAME-COMPONENT(u, v)
s - . . 7o ’
de ser capazes de verificar eficientemente se quaisquer dois vértices 1 se FIND-SET(u) = FIND-SET(v)

dados pertencem a0 mesmo componente. 2 entio devolva VERDADEIRO
3 senao devolva FALSO
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Eis a versdo completa do algoritmo de Kruskal.

“"Complexidade” de CONNECTED-COMPONENTS
AGM-KRUSKAL(G, w)

» |V| chamadas a MAKE-SET 1 Acd
2 para cada v € V[G] faca
» 2|E| chamadas a FIND-SET 3 MAKE-SET(v)
» < |V|—1 chamadas a UNION 4 Ordene as arestas em ordem ndo decrescente de peso
5 para cada (u,v) € E nessa ordem faca
Usando a ED para conjuntos disjuntos também é facil listar os 6 se FIND-SET(u) # FIND-SET(v)
vértices de cada componente (Exercicio). ’ entdo A<« AU{(u,v)}
8 UNION(u, v)
9 devolva A
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O algoritmo de Kruskal ED para conjuntos disjuntos

Sequéncia de operacdes MAKE-SET, UNION e FIND-SET
“Complexidade” de AGM-KRUSKAL

M MM UFUUFUTFTFTFUF

» Ordenagdo: O(EIgE) —_—

> |V| chamadas a MAKE-SET n

» 2|E| chamadas a FIND-SET m
> |V|— 1 chamadas a UNION

I 11T Vamos medir a complexidade das operacdes em termos de n e m.
A complexidade depende de como essas operagles sdo

implementadas. Que estrutura de dados usar?
Ou seja, como representar os conjuntos?

Anilise de Algoritmos. Cid de Souza, Candida da Silva et al 1° sem de 2017 Anilise de Algoritmos. Cid de Souza, Candida da Silva et al. 1° sem de 2017



Representacao por listas ligadas Representacao por listas ligadas

— ! » MAKE-SET(x) — O(1)
(= b ﬁ d ﬁ a ﬁ c » FIND-SET(x) — O(1)

» UNION(x, y) — concatena a lista de y no final da lista de x

== \ O~ b d a c e g f
D%eﬁgﬁf D ] ] ] ] ] 7¢

0 j

O(n) no pior caso

» Cada conjunto tem um representante (inicio da lista) E preciso atualizar os apontadores para o representante.
» Cada né tem um campo que aponta para o representante
» Guarda-se um apontador para o fim da lista
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Um exemplo de Uma heuristica muito simples
Operacdo Numero de atualizacdes
MAKE-SET(x1) 1
MAKE-SET(x,) 1
i : No exemplo anterior, cada chamada de UNION requer em média
MAKE-SET(x,) 1 - o :
tempo O(n) pois concatenamos a maior lista no final da menor.
UNION(X2, x1) 1
UNION(x3, X2) 2 Uma idéia simples para evitar esta situacdo é sempre concatenar a
UNION(xa, x3) 3 menor lista no final da maior (weighted-union heuristic.)
: Para implementar isto basta guardar o tamanho de cada lista.
UNION(Xp, Xp—1) n-1
Uma dnica execu¢do de UNION pode gastar tempo ©(n), mas na
Nimero total de operacdes: 2n — 1 média o tempo é bem menor (préximo slide).

n—1
Custo total: n+ Zi = 0(n?)

i=1

I ~_ . O(n?
Custo amortizado de cada operacio: 2r(:1) =0(n)
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Uma heuristica muito simples Um exemplo de

Teorema. Usando a representacdo por listas ligadas e

weighted-union heuristic, uma sequéncia de m opera¢des Hy RER RN REE QN RER NER NER
MAKE-SET, UNION e FIND-SET gasta tempo O(m + nlg n). ([] e (] e (] N [([] .
Prova. (1111 [TTT] (1111 [TTT]

O tempo total em chamadas a MAKE-SET e FIND-SET é O(m). CITTTTTT] (ITTTTTT]

Sempre que o apontador para o representante de um elemento x é
atualizado, o tamanho da lista que contém x (pelo menos) dobra.

Em cada nivel, a lista em azul é concatenada com a lista a sua

Apbs ser atualizado [lg k] vezes, a lista tem tamanho pelo menos
esquerda e assim n/2 apontadores s3o atualizados.

k. Como k tem que ser menor que n, cada apontador é atualizado
no maximo O(lg n) vezes. Ha ©(lg n) niveis.

Assim, o tempo total em chamadas a UNION ¢ O(nlg n). n O custo total de UNTION é ©(nlgn) (como no MERGESORT!).
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Complexidade do algoritmo de Kruskal

Complexidade de AGM-KRUSKAL usando a representa¢do por
listas ligadas de Union-Find:

» Ordenagdo: O(EIgE) |
> |V| chamadas a MAKE-SET Con die ; diei
1 2\E| chamadas a FIND-SET onjuntos disjuntos com ftlorestas aisjuntas

» |V|— 1 chamadas a UNION

Custo total: ordena¢do + O(m + nlgn)

Custo total:
O(EIgE)+ OV +2E—-1+VIgV)=0O(EIgE)= O(Elg V)

Anilise de Algoritmos. Cid de Souza, Candida da Silva et al 1° sem de 2017 Anilise de Algoritmos. Cid de Souza, Candida da Silva et al. 1° sem de 2017




Representacao por disjoint-set forests Representacao por disjoint-set forests

> Veremos agora a representacdo por disjoint-set forests. a b e f h J
» Implementagdes ingénuas ndo sao melhores assintoticamente G > ¥
do que a representagdo por listas ligadas.
» Usando duas heuristicas — union by rank e path compression % o s f
— obtemos a representagdo por disjoint-set forests mais
eficiente que se conhece até hoje.
Grafo com varios componentes.
Observacdo: isto ndo diminui a complexidade de Como ¢ a representacdo dos componentes na estrutura de dados
AGM-KRUSKAL pois esta é dominada pelo passo de ordenacio. disjoint-set forests?
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Representacao por disjoint-set forests Representacao por disjoint-set forests
he) e He) QD 7@ hd) e i)
a@ d g/ \ f i

a@ d & f i

MAKE-SET(x)

» Cada conjunto corresponde a uma &rvore enraizada. i
1 pai[x] « x

» Cada elemento aponta para seu pai.

> A raiz é o representante do conjunto e aponta para si mesma. FIND-SET(x)
1 se x = pai[x]
2 entao devolva x
3 sendo devolva FIND-SET(pai[x])
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Representacao por disjoint-set forests
b@ N UNION(a, f) h@ jQ

2@ d eQ y' i
c g/ \ f
UNION(x, y)

1 X' < FIND-SET(x)
2 y' « FIND-SET(y)
3 paily/] + X
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Representacao por disjoint-set forests

Com a implementacdo descrita até agora, ndo hd melhoria
assintética em relagdo a representacdo por listas ligadas.

» MAKE-SET(x) — O(1)
» FIND-SET(x) — O(n)
» UNION(x,y) — O(n)
E facil descrever uma sequéncia de n — 1 chamadas a UNION que

resultam em uma cadeia linear com n nés. Isto torna FIND-SET
custoso podendo levar a um custo total de ©(n?).

Pode-se melhorar (muito) isso usando duas heuristicas:

> union by rank

> path compression
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Representacao por disjoint-set forests
b@ N, UNION(a, f) hQ

a@ d e y' i

5 & f

UNION(x, y)

1 X' < FIND-SET(x)
2 y' + FIND-SET(y)
3 paily’] + X/
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> A idéia é emprestada do weighted-union heuristic.

» Cada nd x possui um “posto” rank[x] que é um limitante
superior para a altura de x.

» Em union by rank a raiz com menor rank aponta para a raiz
com maior rank.
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A idéia é muito simples: ao tentar determinar o representante (raiz
da drvore) de um né fazemos com que todos os nds no caminho

MAKE-SET(x) X
apontem para a raiz.

1 pai[x] + x
2 rank[x] « 0 @

UNION(x, y)
1 LiNk(FIND-SET(x), FIND-SET(y)) /A
C

LINK(x,y) > x e y s3o raizes
se rank[x] > rank|[y] b
entdo paily] <= x i /l f \ FIND-SET(a)
sendo pai[x]| + y

se rank[x] = rank[y]
entdo rank[y] < rank[y] + 1

s w N =
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Path compression Path compression

A idéia é muito simples: ao tentar determinar o representante (raiz

Z g 5 : e

da drvore) de um né fazemos com que todos os nés no caminho ©

apontem para a raiz. d/i \
c

o
b
] z z dA a FIND-SET(a)

FIND-SET(x)

1 se x # pai[x]

FIND-SET(a) 2 entdo pai[x] < FIND-SET(pai[x])
3 devolva pai[x]
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Anélise de union by rank e path compression separados Andlise de union by rank com path compression

» Usando a ED disjoint-set forest somente com a heuristica Vamos defcrever (sem provar) a complexidade de uma Seqf’énda
union by rank pode-se mostrar que o custo total é O(mlg n). de operagSes MAKE-SET, UNION e FIND-SET quando union by

b L rank e path compression sdo usados juntas.
» Usando a ED disjoint-set forest somente com a heuristica £ = {

path compression e supondo que sdo feitas f chamadas a
FIND-SET, pode-se mostrar que o custo total é
O(n+f - (1+logyoys/nn))- ) j+1 se k =0,

» Quando combinamos as duas heuristicas juntas o custo total é Ar) = AV () se k> 1,
O(ma(n)) onde a(n) é uma fungdo que cresce muito . T B
lentamente. Esta é a melhor implementacdo conhecida. onde A(,fll)(j) significa que Ax_1(j) foi iterada j + 1 vezes.

Para k > 0 e j > 1 considere a fungdo
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Andlise de union by rank com path compression Anidlise de union by rank com path compression

Considere agora inversa da funcdo Ax(n) definida como

Ok. Vocé ni3o entendeu o que esta fun¢do faz. ..

Tudo que vocé precisa saber é que ela cresce muito rapido. a(n) = min{k : Ac(1) > n}.
Ao(1) =2 Usando a tabela anterior temos
Ai(l)=3 0 0<n<?2
- para0 < n <2,
A1) =7 1 paran=3,
As(1) = 2047 a(n) =14 2 parad<n<7,
As(1) = flgeie 3 para 8 < n < 2047,
4 para 2048 < n < A4(1).

Em particular, Aq(1) = 16°12 >> 108° que é niimero estimado de

- ] Ou seja, do ponto de vista pratico, para qualquer valor razodvel
dtomos do universo. . .

de n, temos «(n) < 4, ou seja, a(n) é uma constante.
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Andlise de union by rank com path compression Andlise de union by rank com path compression

Teorema. (Tarjan) Uma sequéncia de m operagdes MAKE-SET,
UNION e FIND-SET pode ser executada em uma ED disjoint-set

forest com union by rank e path compression em tempo O(ma(n)) Uma discussdo mais detalhada da ED disjoint-set forests pode ser
no pior caso. vista no Capitulo 21 do CLRS.
Dizemos que a funcdo ma(n) é superlinear. Voltaremos agora a implementagdo do algoritmo de Kruskal.

Podemos supor que o grafo é conexo e assim V = O(E).

Dada a afirmagdo anterior de que «(n) é constante para qualquer
valor razodvel de n, isto significa que na pratica o tempo total é
linear e que o custo amortizado por operagdo é uma constante.
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O algoritmo de Kruskal (de novo) O algoritmo de Kruskal (de novo)

AGM-KRUSKAL(G, w)

el » Ordenagdo: O(EIgE)

2 paracada v € V][G] faca

3 MAKE-SET(v) > |V| chamadas a MAKE-SET

4 Ordene as arestas em ordem n3o decrescente de peso » O(E) chamadas a UNION e FIND-SET

5 para cada (u,v) € E nessa ordem faca

5 se FIND-SET(u) # FIND-SET(v) Usando a ED disjoint-set forest com union by rank e path

7 entio A+ AU {(u,v)} compression, o tempo gasto com as operacdes é

8 UNION(u, v) O((V + E)a(V)) = O(Ex(V)).

9 devolva A Como (V) = O(lg V) = O(lg E) o passo que consome mais

Complexidade: tempo no algoritmo de Kruskal é a ordenacdo.

» Ordenagdo: O(EIgE) Logo, a complexidade do algoritmo é O(ElgE) = O(Elg V).
> |V/| chamadas a MAKE-SET
» 2|E| +|V|—1= O(E) chamadas a UNION e FIND-SET

Anilise de Algoritmos. Cid de Souza, Candida da Silva et al 1° sem de 2017 Anilise de Algoritmos. Cid de Souza, Candida da Silva et al. 1° sem de 2017



