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O problema da ordenacdo Algoritmos de ordenacao

Problema: Veremos vdrios algoritmos de ordenagio:

Rearranjar um vetor A[l...n| de inteiros de modo que fique em L isdaBan o

ordem crescente. -
Selection sort

v

Ou simplesmente: > Mergesort

Heapsort
Problema: 5

v Vv

o Quicksort
Ordenar um vetor A[1... n] de inteiros.

Anilise de Algoritmos. Cid de Souza, Candida da Silva et al 1° sem de 2017 Anilise de Algoritmos. Cid de Souza, Candida da Silva et al. 1° sem de 2017




Insertion sort

> Idéia basica: a cada passo mantemos o subvetor |
A[l...j — 1] ordenado e inserimos o elemento A[j]
neste subvetor. Insertion Sort
» Repetimos o processo para j = 2,...,n e ordenamos o vetor.
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Insertion sort — pseudocédigo Complexidade de tempo de Insertion sort

INSERTION-SORT(A, n)

1 para j < 2 até n faca INSERTION-SORT(A, n) Tempo

2 chave < A[j] 1 para j + 2 até n faca 70(n)

3 > Insere A[j] no subvetor ordenado A[l..j — 1] 2 chave < Alj] 70(n)

4 ===t 3 ©lnsere A[jlem A[l...j—1]

5 enquanto i > 1 e A[/] > chave faca 4 i+j-1 70(n)

6 Ali + 1] + A[i] 5 enquantoi>1 e A[i] > chave faga ?nO(n) = O(n?)

7 i—i—1 6 Ali + 1] + A[f] ?n0(n) = O(n?)

8 Ali 4+ 1] + chave 7 i—i—1 ?7n0(n) = O(n2)
8 Al + 1] « chave ?0(n)

Ja analisamos antes a corretude e complexidade.

. . = Consumo de tempo no pior caso: O(n?
Vamos analisar novamente a complexidade usando a notacao P P (n%)

assintoética.

Anilise de Algoritmos. Cid de Souza, Candida da Silva et al 1° sem de 2017 Anilise de Algoritmos. Cid de Souza, Candida da Silva et al. 1° sem de 2017




Insertion sort Um pouco de terminologia

» Complexidade de tempo no pior caso: ©(n?) » Um algoritmo A tem complexidade de tempo (no pior caso)
Vetor em ordem decrescente O(f(n)) se para qualquer entrada de tamanho n ele gasta
©(n?) comparagdes tempo no maximo O(f(n)).

2 ; 5 ! . :
©(n*) movimentagdes > Um algoritmo A tem complexidade de tempo no pior caso

» Complexidade de tempo no melhor caso: ©(n) ©(f(n)) se para qualquer entrada de tamanho n ele gasta
(vetor em ordem crescente) tempo no maximo O(f(n)) e para alguma entrada de
O(n) comparagdes tamanho n ele gasta tempo pelo menos Q(f(n)).
zero movimentacGes » Por exemplo, INSERTION SORT tem complexidade de tempo

» Complexidade de espaco/consumo espaco: O(n) no pior caso O(n?).
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Um pouco de terminologia

» Faz sentido dizer que um algoritmo tem complexidade de

tempo no pior caso pelo menos O(f(n))? |

» Faz sentido dizer que um algoritmo tem complexidade de

tempo no pior caso Q(f(n))? Selection Sort

» Faz sentido dizer que um algoritmo tem complexidade de
tempo no melhor caso Q(f(n))?
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Selection sort Selection sort — pseudocédigo

SELECTION-SORT(A, n)

1 parai<1até n—1faca

2 min < i

3 para j < i + 1 até n faca
4

5

» Mantemos um subvetor A[1...7 — 1] tal que:

1. A[l...i— 1] estd ordenado e

2 Al i—1]<Al...n] se A[j] < A[min] entdo min < j

Ali] <> Almin]

A cada passo selecionamos o menor elemento em A[i...n] e o

colocamos em A[/]. Invariantes:

» Repetimos o processo para i =1,...,n—1 e ordenamos vetor.
1. A[l...i— 1] esta ordenado,
2. A[l...i—1] < Ali...n].
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Complexidade de Selection sort Complexidade de Selection sort

SELECTION-SORT(A, n) Tempo SELECTION-SORT(A, n) Tempo

1 parai<1até n—1faca ? 1 parai<1atén—1faca O(n)

2 min< i ? 2 minei o(n)

3 para j < i + 1 até n faca ? g para j < i + 1 até n faca O(n?)

4 se A[j] < A[min] entdo min < j ? 4 se A[j] < A[min] entdo min < j ©(n?)

5 Ali] <> A[min] ? 5 Ali] +> Almin] O(n)
Consumo de tempo no pior caso: ? Consumo de tempo no pior caso: O(n?)
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Selection sort Conhecimento geral

» Para vetores com no maximo 10 elementos, o melhor

» Complexidade de tempo no pior caso: ©(n?
(%) algoritmo de ordenagdo costuma ser Insertion sort.

©(n?) comparagdes
©(n) movimentacdes » Para um vetor que estd quase ordenado, Insertion sort
também é a melhor escolha.

» Complexidade de tempo no melhor caso: ©(n?)
Mesmo que o pior caso. » Algoritmos super-eficientes assintoticamente tendem a fazer

muitas movimentac¢des, enquanto Insertion sort faz poucas
movimenta¢des quando o vetor estd quase ordenado.

» Complexidade de espaco/consumo espaco: O(n)
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Mergesort

Vimos que o algoritmo Mergesort é um exemplo cldssico de

paradigma de divisdo-e-conquista.
|
» Divisdo: divida o vetor de n elementos em subvetores de

Merge Sort tamanhos [n/2] e [n/2].
» Conquista: recursivamente ordene cada subvetor.

» Combinacgdo: intercale os subvetores ordenados para obter o
vetor ordenado.
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Mergesort — pseudocddigo Corretude do Mergesort

MERGESORT(A, p, r) MERGESORT(A, p, r)

1 sep<r 1 sep<r

2 entdo q < [(p+r)/2] 2 entdo q < [(p+r)/2]

3 MERGESORT(A, p, q) 3 MERGESORT(A, p, q)

4 MERGESORT(A, g + 1, r) 4 MERGESORT(A, g + 1, r)
5 INTERCALA(A, p, g, r) 5 INTERCALA(A, p, g, r)

! 4 N O algoritmo estd correto?
A complexidade de MERGESORT é dada pela recorréncia: g

A corretude do algoritmo Mergesort apoia-se na corretude do
T(n) = T([n/2]) + T(Ln/2])+ O(f(n)), algoritmo Intercala e segue facilmente por inducao

onde f(n) é a complexidade de INTERCALA. L A

Vocé consegue ver por qué?
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Corretude do Mergesort Complexidade de Mergesort

|
MERGESORT(A, p, r)

Base: Mergesort ordena vetores de tamanho 0 ou 1. L L <~r

2 entdo g « |(p+r)/2]
Hipdtese de indugdo: Mergesort ordena vetores com < n 3 MERGESORT(A, p, q)
elementos. 4 MERGESORT(A, g+ 1,r)
Passo de inducdo: por hipdtese de inducdo, Mergesort ordena os 5 INTERCALA(A, p, q, r)

dois subvetores (de tamanho [n/2] e [n/2]).
T(n): complexidade de pior caso de MERGESORT.
Pela corretude de Intercala, segue que o vetor resultante da ETES

intercalacdo é um vetor ordenado de n elementos.

T(n) = T([n/2]) + T(Ln/2]) + ©(n).

A solug3o da recorréncia é T(n) = ©(nlgn).
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» Complexidade de tempo: ©(nlg n)
©(nlgn) compara¢des
©(nlg n) movimentag¢des
|

O pior caso e o melhor caso tém a mesma complexidade.

Heap Sort

» Complexidade de espaco/consumo espaco: O(n)
O Mergesort usa um vetor auxiliar de tamanho n para fazer a
intercalagdo, mas o espaco ainda é ©(n).

» O Mergesort é util para ordenacdo externa, quando n3o é
possivel armazenar todos os elementos na memdéria primdria.
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» O Heapsort é um algoritmo de ordena¢do que usa uma
estrutura de dados sofisticada chamada heap.

v

A complexidade de pior caso é O(nlg n).

v

Heaps podem ser utilizados para implementar filas de
prioridade que s3o extremamente (teis em outros algoritmos.

v

Um heap é um vetor A que simula uma arvore binaria 8 9
completa, com exce¢do possivelmente do ultimo nivel.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

R
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Um nd i tem

> Considere um vetor A[1l...n| representando um heap. » 2 como filho esquerdo e
» Cada posicdo do vetor corresponde a um né do heap. » 2+ 1 como filho direito.

IR B 1 L O 0 8 0 O
> O pai de um né i é |i/2]. » O né i tem filho direito apenas se 2/ + 1 < n.

> 0/n6 1 no tem pa.

» Um né i é uma folha se ndo tem filhos, ou seja, se 2/ > n.
> As folhas sdo |n/2] +1,...,n—1,n.
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» Cada nivel p, exceto talvez o dltimo, tem exatamente 2P nds
» Esses nds sao

D s ol 1 = e

» A altura de um né i é o maior comprimento de um caminho

Nivel do item de i/ a uma folha.

.. , . » Os nés que tém altura zero s3o as folhas.
> O né i pertence ao nivel 7?7[lgi].

» Prova: Se p é o nivel do né i, entdo Qual é a altura de um né i?
P < < 2pfl =

lg2P < lIgi < Ig2rtt =

p < lgi < p+1

Logo, p = |lgi].

Portanto, o nimero total de niveis é 7?71 + |lg n|.

Anilise de Algoritmos. Cid de Souza, Candida da Silva et al 1° sem de 2017 Anilise de Algoritmos. Cid de Souza, Candida da Silva et al. 1° sem de 2017




A altura de um né i é o comprimento da sequéncia

A 2HD N MR NN !
» Um né i satisfaz a propriedade de (max-)heap se

onde 2hj < n < 2(h+1) . Alli/2]] > Ali] (ou seja, pai > filho).
EEs » Uma arvore binaria completa é um max-heap se todo né
' ohji < . Lt et L distinto da raiz satisfaz a propriedade de heap.
A Lt T Tl | e [ ol [ U » O mdximo ou maior elemento de um max-heap esta na raiz.
h < lg(n/i) < h+1

Portanto, a altura de i é [Ig(n/i)|.
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Max-heap Min-heaps
1 nivel

» Um né i satisfaz a propriedade de (min-)heap se
Alli/2]] < Ali] (ou seja, pai < filho).

» Uma 4rvore bindria completa é um min-heap se todo né
distinto da raiz satisfaz a propriedade de min-heap.
» Vamos nos concentrar apenas em max-heaps.

» Os algoritmos que veremos podem ser facilmente modificados
para trabalhar com min-heaps.

1 23456 7 8 9101112
(51 |46 |17 [34 |41 | 15|14 |23 | 30] 21 [10 | 12]
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Manipulagao de max-heap Manipulagao de max-heap

12 3 456 7 8 91011 12 1 23 456 7 8 9101112
113 [46 |17 [34 41 | 15|14 |23 | 30] 21 [10 | 12] 146 [13 [17 [34 41 | 15|14 |23 | 30] 21 [10 | 12]
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Manipulacao de max-heap
1 nivel

1 23456 7 8 9101112 1 23456 7 8 9101112
146 [41 17 [34 [13 | 15|14 |23 | 30] 21 [10 | 12] (46 [41 [17 [34 |21 | 15|14 |23 | 30]13]10 | 12]
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Manipulagao de max-heap Manipulagao de max-heap

1 nivel Recebe A[l...n] e i > 1 tais que subarvores com raizes 2/ e 2/ + 1
sao max-heaps e rearranja A de modo que subarvore com raiz i
seja um max-heap.

MaX-HEAPIFY(A, n, i)

e 2i

d«2i+1

se e<n e Ale] > Al
entao maior < e
senao maior i

se d < ne Ald] > A[maior]
entao maior < d

se maior # |
entdo A[i] +» A[maior]

MAX-HEAPIFY(A, n, maior)

©O© 00 ~NO b Wi

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

10

146 [41 17 [34 |21 | 15|14 |23 [ 30]13]10 | 12]
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Corretude de MAXHEAPIFY Corretude de MAXHEAPIFY

A corretude de MAX-HEAPIFY segue por inducdo na altura h do
né i Passo de inducdo:
A varidvel maior na linha 8 guarda o indice do maior elemento

Base: para h = 0, o algoritmo funciona.
entre A[i], A[2i] e A[2i + 1].

Hipdtese de indugdo: MAX-HEAPIFY funciona para heaps de Apés a troca na linha 9, temos A[2i], A[2i + 1] < A[i].
altura < h.

O algoritmo MAX-HEAPIFY transforma a subdrvore com raiz
Passo de inducio: maior em um max-heap (hipétese de induc3o).
A varidvel maior na linha 8 guarda o indice do maior elemento A subdrvore cuja raiz é o irmdo de maior continua sendo um
entre A[i], A[2i] e A[2i + 1]. max-heap.

Apéds a troca na linha 9, temos A[2i], A[2i + 1] < A[i].
Logo, a subarvore com raiz i torna-se um max-heap e portanto, o

O algoritmo MAX-HEAPIFY transforma a subarvore com raiz algoritmo MAX-HEAPIFY estd correto.
maior em um max-heap (hipdtese de indug3o).
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Complexidade de MAXHEAPIFY Complexidade de MAXHEAPIFY

MAX-HEAPIFY(A, n, i) Tempo MAX-HEAPIFY(A, n, i) Tempo
1 e« 2i ? 1 e« 2i o(1)
2 d2i+1 ? 2 d«2i+1 o(1)
3 see<n eAle > Al ? 3 see<n eAle > Al o(1)
4 entdo maior + e 7 4 entdo maior e 0(1)
5 sendo maior ¢ i ? 5 sendo maior < f 0o(1)
6 se d < neA[d] > Almaior] ? 6 se d<neA[d] > Almaior] O(1)
7 entdo maior + d ? 7 entdo maior + d 0O(1)
8 se maior # /i 7 8 se maior # i O(1)
9 entdo A[i] <> Almaior] 7 9 entdo A[i] <> Almaior] 0(1)
10 MAX-HEAPIFY(A, n, maior) 7?7 10 MAX-HEAPIFY(A, n, maior) T(h—1)
h:=alturade i = [lg %] h:=alturade i = [lg %]
T(h) := complexidade de tempo no pior caso T(h) < T(h—1)+0(5)+ O0(2).
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Complexidade de MAXHEAPIFY Construcao de um max-heap

h:= alturade i = [lg %]
T(h) := complexidade de tempo no pior caso

T(h)<T(h—1)+0©6(1)
Solugdo assintética: T(n) é ?2?270(h).

Como h < Ign, podemos dizer que:

O consumo de tempo do algoritmo MAX-HEAPIFY é O(lg n)
(ou melhor ainda, O(lg %)).

1 23456 7 8 9101112
114 [13 [34 [17 |15 | 1046 |23 | 12] 41 [30 | 21]
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Construcao de um max-heap Construcao de um max-heap

12 3 456 7 8 91011 12 1 23 456 7 8 9101112
(14 [13 34 [17 15 | 1046 |23 | 12]41[30 | 21| (14 13 [34 [17 |15 | 21 |46 |23 | 12]41[30 | 10]
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Construcao de um max-heap
1 nivel

1 23456 7 8 9101112 1 23456 7 8 9101112
(14 13 [34 [17 |15 | 21|46 |23 | 12] 41 [30 | 10] (14 13 [34 [17 41 | 21|46 |23 | 12] 1530 | 10]
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Construcao de um max-heap Construcao de um max-heap

12 3 456 7 8 91011 12 1 23 456 7 8 9101112
(14 [13 34 [17 |41 [ 21|46 |23 | 12]15]30 | 10] (14 13 [34 [23 |41 | 21|46 |17 | 12]15]30 | 10]
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Construcao de um max-heap
1 nivel

1 23456 7 8 9101112 1 23456 7 8 9101112
114 13 34 [23 |41 | 21|46 |17 | 12]15]30 | 10] (14 [13 [46 |23 |41 | 21|34 |17 | 12]15]30 | 10]
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Construcao de um max-heap Construcao de um max-heap

12 3 456 7 8 91011 12 1 23 456 7 8 9101112
(14 13 46 |23 |41 [ 21|34 |17 | 12]15]30 | 10] (14 41 [46 |23 [13 | 21|34 |17 | 12]15]30 | 10]
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Construcao de um max-heap
1 nivel

1 23456 7 8 9101112 1 23456 7 8 9101112
(14 41 46 |23 30 | 21|34 |17 | 12] 1513 | 10] (14 41 [46 |23 [30 | 21|34 |17 | 12] 1513 | 10]

Anilise de Algoritmos. Cid de Souza, Candida da Silva et al 1° sem de 2017 Anilise de Algoritmos. Cid de Souza, Candida da Silva et al. 1° sem de 2017




Construcao de um max-heap Construcao de um max-heap

1 nivel 1 nivel

12 3 456 7 8 91011 12 1 2 3 456 7 8 91011 12
146 |41 [14 |23 [30 | 21|34 |17 | 12] 1513 | 10] 146 [41 [34 [23 [30 |21 |14 |17 | 12] 1513 | 10]
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Construcao de um max-heap Construcao de um max-heap

Recebe um vetor A[1...n] e rearranja A para que seja max-heap.

BUILDMAXHEAP(A, n)
1 para /< |n/2] decrescendo até 1 faca
2 MAaX-HEAPIFY(A, n, i)

Invariante:

No inicio de cada iteracdo, i + 1,...,n sdo raizes de max-heaps.

T(n) = complexidade de tempo no pior caso

Anilise grosseira: T(n) é 5 O(lgn) = O(nlgn).

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

146 |41 34 [23 30 | 21|14 |17 | 12] 1513 | 10]
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Construcao de um max-heap Construcao de um max-heap

Andlise mais cuidadosa: T(n) é O(n).

» Pode-se provar por inducdo que S(h) = 2/+1 — h — 2.
» Na iteragdo / sdo feitas O(h;) compara¢des e trocas no pior - ,
3 ! . > Logo, a complexidade de BUILDMAXHEAP é
caso, onde h; é a altura da subdrvore de raiz /.
. ) ) T(n) = O(5(lg n)) = O(n).
> Seja S(h) a soma das alturas de todos os nés de uma arvore

bindria completa de altura h. Mais precisamente, T(n) = ©(n). (Por qué?)

> A altura de um heap é |lgn| + 1. > Veja no CLRS uma prova diferente deste fato.

A complexidade de BUILDMAXHEAP é T(n) = O(S(Ign)).
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1 nivel ]

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

146 |41 34 [23 30 | 21|14 |17 | 12] 1513 | 10] 110 [41 [34 |23 [30 |21 |14 |17 | 12] 15 ] 13 | 46|
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12 3 456 7 8 91011 12 1 23 456 7 8 9101112
(41 [10 ]34 [23 30 | 21|14 |17 | 12] 1513 | 46| 141 [30 [34 [23 |10 | 21|14 |17 | 12] 1513 | 46|

1 23456 7 8 9101112 1 23456 7 8 9101112
141 [30 34 |23 15 | 21|14 |17 | 12] 10]13 | 46| (41 [30 34 |23 |15 | 21|14 |17 | 12] 10]13 | 46|
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12 3 456 7 8 91011 12 1 23 456 7 8 9101112
113[30 34 |23 |15 [ 21|14 |17 | 12] 10]41 [ 46| 113[30 [34 [23 |15 [ 21|14 |17 | 12] 10]41 [ 46|

1 23456 7 8 9101112 1 23456 7 8 9101112
134[30 13 [23 15 |21 |14 |17 | 12] 10]41 [ 46| 134 [30 21 [23 |15 | 13|14 |17 | 12] 10]41 [ 46|
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12 3 456 7 8 91011 12 1 23 456 7 8 9101112
13430 ]21 [23 |15 [ 13|14 |17 | 12] 10]41 [ 46| 110 [30 |21 [23 |15 | 13|14 |17 | 12] 34 ] 41 [ 46|

1 23456 7 8 9101112 1 23456 7 8 9101112
110 [30 |21 [23 |15 | 13|14 |17 | 12] 34 ] 41 [ 46| 130 [10 21 [23 |15 | 13|14 |17 | 12] 34 ] 41 [ 46|
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12 3 456 7 8 91011 12 1 23 456 7 8 9101112
13023 |21 [10 |15 [ 13|14 |17 | 12] 34 ]41 | 46| 130 [23 21 [17 15 | 13]14 |10 | 12] 34 ] 41 [ 46|

1 23456 7 8 9101112 1 23456 7 8 9101112
13023 |21 [17 15 [ 13|14 |10 | 12] 34 ] 41 [ 46| 12 [23 21 [17 15 | 13|14 |10 | 30] 34 ] 41 [ 46|
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Algoritmo rearranja A[l...n] em ordem crescente.

HEAPSORT(A, n) . :
Algoritmo rearranja A[l...n] em ordem crescente.

1 BuiLD-MAX-HEAP(A, n)
2 m<n
3 para i + n decrescendo até 2 faca Lo SO ) iR
. 1 BuLD-MAX-HEAP(A, n) 70(n)
4 All] + Alf]
5 iy 2 m<n 709(1)
3 para i < n decrescendo até 2 faca ?70(n)
6 Max-HEAPIFY (A, m, 1) 4 All] < Al 20(n)
ARRECEN TN g,
—— 6 MAX-HEAPIFY (A, m, 1) 7n0(lg n)
No inicio de cada iteracao na linha 3 vale que:
1. Alm+1...n] é crescente e contém os n — m maiores A complexidade de HEAPSORT no pior caso é O(nlgn).
elementos de A[L...n]; Como seria a complexidade de tempo no melhor caso?
2. AlL...m] < Alm+ 1];
3. A[l...m] é um max-heap.
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Filas com prioridades Implementacdo com max-heap
Uma fila com prioridades é um tipo abstrato de dados que consiste HeAP-MAX(A, n)
de uma colec3o S de itens, cada um com um valor ou prioridade 1 devolva A[1]
associada.

Complexidade de tempo: ©(1).

Algumas opera¢des tipicas em uma fila com prioridades s3o:
HEAP-EXTRACT-MAX(A, n)

MaxiMUM(S): devolve o elemento de S com a maior prioridade; 1 >n>1
EXTRACT-MAX(S): remove e devolve o elemento em S com a 2 max < A[l]
maior prioridade; 3 All] + Aln]
NCREASE-KEY(S, x, p): aumenta o valor da prioridade do 05 R
elemento x para p; e
6 devolva max

INSERT(S, x, p): insere o elemento x em S com prioridade p. I
Complexidade de tempo: O(lgn).
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Implementagcao com max-heap

HEAP-INCREASE-KEY(A, i, chave)

> Supde que chave > A[i]

Ali] - chave

enquanto i > 1 e A[|i/2]] < A[i] faca
Af A2 I
i+ |i/2]

Complexidade de tempo: O(Ign). Quick Sort

AW N =

MAX-HEAP-INSERT(A, n, chave)

1 n<n+1

2 Aln] + —

3 HEAP-INCREASE-KEY(A, n, chave)

Complexidade de tempo: O(lg n).
Anélise de Algoritmos. Cid de Souza, Cindida da Silva et al 1° sem de 2017 Anélise de Algoritmos. Cid de Souza, Candida da Silva et al. 1° sem de 2017

O algoritmo QUICKSORT segue o paradigma de
divisdo-e-conquista.

Problema: Rearranjar um dado vetor A[p...r] e devolver um
indice g, p < g < r, tais que

Divisdo: divida o vetor em dois subvetores A[p...q — 1] e
Al e e Alp...q—1] < Algl < Alg+1...1]

P q i Entrada:

A 192\33\55\77\11\22\88\66\33\4;\

Alp...q—11<Alq) < Alg+1...1]
Saida:

p q r
A [33]11]22]33]44[55]99]66]77]88]

Conquista: ordene os dois subvetores recursivamente usando o
QUICKSORT;

Combinacao: nada a fazer, o vetor estd ordenado.
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Particione Particione

A|9?)[33[55[77[11[22[88[66[33[4r4| A |33[1i1[55[77[99[52[88[66[33[&]
/4(]919\33\55\77\11\22\88\66\33\4;\ i J x
' ‘ A [33]11]22]77]99[55][88]66][33]44]
AI]99\313\55\77\11\22\88\66\33\:4\ 7 j X
. - A [33]11]22]77]99[55][88]66][33]44]
A]33\99\515\77\11\22\88\66\33\44\ ; P
i 1 [ A [33]11]22]77]99[55]88][66]33]44]
A [33]99]55[77[11]22]88[66]33]44] i i
; i T A [33]11]22]33]99[55]88][66]77]44]

A [33]99[55]77[11]22]88][66]33]44]
: j L A|?f’>[11[22[33[41[55[88[66[77[99]

Rearranja A[p...r| de modoque p<g<re PARTICIONE(A, p, r) Tempo

Alp...q-1] < Alg] < Alg+1...r] 1 x+ Alr] >xéo “pivd” ?
2 i p-1 ?
PARTICIONE(A, p, r) T 3 para j< paté r—1faca ?
1 x<+ Alr] >xéo “pivd 4 se A[j] <x ?
2 l<—p—.1 | 5 entao <+ i+1 7
3 para j< paté r—1faca 6 Ali] < Al ?
o < )
A Al : 7 Ali+1] & Alr] ?
5 entdo i« i+ 1 8 devolva /+1 %
6 Ali] < A[j]
7 Ali+1] <—>.A[r] T(n) = complexidade de tempo no pior caso sendo
8 devolva /+1

ni=r—p+1

Invariantes:

No comeco de cada iteracao da linha 3 vale que:
(1) Alp...i] <x (2) Ali+1...j—-1] > x (3) Alr] = x
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Complexidade de PARTICIONE QuickSort

ETIONORTI 5 917 Tempo Rearranja um vetor A[p...r] em ordem crescente.

1 x+ Alr] >xéo “pivd” O(1)

A = @(1) |
3 para j«< paté r—1faca ©O(n) QUICKSORT(A, p, r)

4 se A[j] < x O(n) 1 se p<r

5 entdo /<« i+1 0(n) 2 entdo g < PARTICIONE(A, p, r)

6 Alil < Alj] O(n) 3 QUICKSORT(A, p,q — 1)

7 Ali+1] < Alr] o(1) 4 QUICKSORT(A,q + 1,r)

8 devolva /+1 o(1)
T(n) =0©(12n+4)+ O0(2n) = O(n) p r

A [99]33]55][77[11][22]88]66]33]44]

Conclusao:
A complexidade de PARTICIONE é ©(n).
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QuickSort QuickSort
Rearranja um vetor A[p...r] em ordem crescente. Rearranja um vetor A[p...r] em ordem crescente.
| |
QUICKSORT(A, p, r) QUICKSORT(A, p, r)
1 se p<r 1 se p<r
2 entdo g < PARTICIONE(A, p, r) 2 entdo g < PARTICIONE(A, p, r)
3 QUICKSORT(A, p,q — 1) 3 QUICKSORT(A, p,q — 1)
4 QUICKSORT(A, g+ 1,r) 4 QUICKSORT(A, g+ 1,r)
P q r P q r
A [33]11]22]33][44]55]88[66]77]99] A [11]22]33][33][44]55]88[66]77]99]

No comego da linha 3,
Alp...q-1] < Alq] < Alg+1...7]
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Rearranja um vetor A[p...r| em ordem crescente.

QUICKSORT(A, p, r) ?UIS(;KSOET(A, p,r) -?rng)o
1 se p<r p < i 7
2 entdo g < PARTICIONE(A, p, r) 2 entdo g < PARTICIONE(A, p,r) 70(n)
3 QUICKSORT(A, p,q — 1) 3 QUICKSORT(A, p, g —1)  ?T(k)
4 QUICKSORT(A, g + 1,r) 4 QUICKSORT(A, g +1,r)  ?T(n—k—1)
Tn)=7T(k)+ T(n—k—-1)+0(n+1)
P q 7 0<ki=q—-—p<n-1

A [11]22]33]33[44[55]66]77]88]99]
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Recorréncia Recorréncia para o pior caso

T(n) := consumo de tempo no pior caso

T(n) := complexidade de tempo no pior caso

T(0)=0(1)
T(1)=0() T7(0) = ©(1)
T(n)=T(k)+ T(n—k—1)+0©(n) paran=2,3,4,... T(1) =06(1)
T(n)= 0<rp<a’>7<_l{T(k) + T(n—k—1)} +©(n) paran=2,3,4,...

Recorréncia de um caso (vetor ordenado):
T(n)= OSTSaI)f—l{ T(k)+ T(n—k—1)}+ bn

T(n)=T()+ T(n—1)+0O(n)

Quero mostrar que T(n) = ©(n?).

T(n) é ©(?77n%).
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Demonstragdo: T(n) = O(n?) Continuagdo: T(n) = Q(n?)

Vou mostrar T(n) < cn? por indugdo em n (grande). Agora vou mostrar que T(n) > dn? para n grande.
T(n) = T(k)+T(n—k—1 T(n) = T(k)+ T(n—k-1
(0 Ogrp;nx_l{ (k) + T(n )} +bn (0 OSngj_l{ (k) + T(n )} + b
< max {ck2 +c(n—k-— 1)2} + bn > max {dk2 +d(n—k— 1)2} + bn
0<k<n-1 0<k<n-1
=c max {k2+(n—k—1)2}+bn =d max {k2+(n—k—1)2}+bn
0<k<n-1 0<k<n-—1
= T > exercicio =d(n—1)24 bn
=cn®> —2cn+c+ bn = dn® — 2dn +d + bn
<, > dn?,
sec>b/2en>c/(2c—b). sed < b/2en>d/(2d — b).
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Conclusao QuickSort no melhor caso

M(n) := complexidade de tempo no melhor caso

| )= )
T(n) é ©(n?). M(1) = (1)
M(n) = ogg]gig—l{M(k) +M(n—k—-1)} +0O(n) paran=2,3,4,...

A complexidade de tempo do QUICKSORT no pior caso é ©(n?). Mostre que, para n > 1,

n—1

M(n) > (nz;l)lg .

Isto implica que no melhor caso o QUICKSORT é Q(nlgn).
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QuickSort no melhor caso Mais algumas conclusoes

No melhor caso k é aproximadamente (n— 1)/2.

R(n) = R( {n;lJ )+ R( P;l-‘ ) +©(n) M(n) é ©(nlg n).

Solugdo: R(n) € ©(nlgn). O
O consumo de tempo do QUICKSORT no melhor caso é Q(nlog n).

Humm, lembra a recorréncia do MERGESORT. . .
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Caso médio Arvore de recorréncia

n

Apesar da complexidade de tempo do QUICKSORT no pior caso
ser ©(n?), na prética ele é o algoritmo mais eficiente.

n 9n
Mais precisamente, a complexidade de tempo do QUICKSORT no :
caso médio é mais préximo do melhor caso do que do pior caso.
_n_ 9n 9n

a77? on 8ln
Por qué?: 100 100 100 100
L]
Suponha que (por sorte) o algoritmo PARTICIONE sempre divide o . * \ / \
vetor na propor¢do & para 5. Entdo ? bl [ *
L[] 3 81n 81ln 729n
L4 . 1000 1000 1000

T =7( 75 )+ T2 o EEEmEBMEEEE:
Ndmero de niveis < log; /g 1.

Solugdo: T(n) € O(nlgn). Em cada nivel o custo é < n.

Custo total é O(nlog n).
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QuickSort Aleatério Tempo Esperado do QuickSort

i ICK T i Iha infeli , ” . ,
O pior caso do QUICKSORT ocorre devido a uma escolha infeliz do O i Gspade e eaTpEEEes o ClieSen @ On bz,

pivo.

Um modo de minimizar este problema é usar aleatoriedade. Vamos supor que todos os elementos do vetor s3o distintos. Sejam
71 < zp < ...< z, os elementos ordenados.

PARTICIONE-ALEATORIO(A, p, r)

1 i+ RANDOM(p,r)

2 Al & Alr]

3 devolva PARTICIONE(A, p, r) x._{ 1 sezécomparado com
& 0 caso contrdrio.

Para i < j seja Zjj = {z, zi41,. .., 2} e Xj varidvel aleatéria que indica
que z; foi comparado com z;:

QUICKSORT-ALEATORIO(A, p, )

1 se p<r Assim, o nimero total de comparagdes X é
2 entdo g < PARTICIONE-ALEATORIO(A, p, r) e

3 QUICKSORT-ALEATORIO(A, p, g — 1) b Z Z X;.
4 QUICKSORT-ALEATORIO(A, g + 1, r) i=1 j=it1

e o ntimero esperado de comparac¢des é E[X].
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Tempo Esperado do QuickSort Tempo Esperado do QuickSort

Considere a escolha do pivo e a comparacdo entre z; e z:

Pela linearidade da esperanca:

21522y« + o5 Zi—15Ziy Zi41y+ -y Zj—15Zjy Zj+15 -+ 1 Zn
n—1 n n—1 n posterga nao comp. posterga
EXI=ED>_ > X1=> D ElX] _
i=1 j=i+1 i=1 j=i+1 Assim,
Como Xj; é uma varidvel aleatéria bindria, Pr{z; ser comparado com z;}
4 = Pr{z; ou z; é escolhido como pivo primeiro em Z;
E[Xj] = 0-Pr{z ndo ser comparado com z;} + { 7 e i}

1- Pr{z; ser comparado com 7;} = Pr{z; é escolhido como pivd primeiro em Z;;} +

Pr{z; é escolhido como piv6 primeiro em Z;;}

Pr{z; ser comparado com z;}

— 1 it

1 j—i+1+j—i+1
. 2

=i+ L
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Portanto,
n—1 n
o= 2 ]

IR ,
;711 ; O consumo de tempo esperado pelo QUICKSORT-ALEATORIO

— Z Z L para itens distintos é O(nlg n).
el PRl -

g ”ili 2 Exercicio Mostre que T(n) = Q(nlg n).
i=1 k=1 S El -

2 7’

< ZZ % O consumo de tempo esperado pelo QUICKSORT-ALEATORIO
i=1 k=1 para itens distintos é ©(nlg n).
n—1

E: Z O(lg n)
i=1

= O(nlgn)
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Conclusao

Exercicio Analise o tempo esperado do QUICKSORT-ALEATORIO

quando todos os elementos s3o iguais.
|

Exercicio Adapte o algoritmo QUICKSORT-ALEATORIO para

executar em tempo esperado O(nlg n) quando ha elementos iguais. Cota inferior para ordenagdo
Dica: Faca uma variante do PARTICIONE-ALEATORIO que

considera elementos iguais, dividindo o vetor em trés partes, de

acordo com o pivd (partes com elementos menores, iguais e

maiores que o pivd).
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O problema da ordenacgao - cota inferior

» Estudamos diversos algoritmos para o problema da ordenac3o.

» Todos eles tém algo em comum: usam somente compara¢oes
entre dois elementos do conjunto a ser ordenado para definir a
posicdo relativa desses elementos.

> Isto é, o resultado da comparagdo de x; com Xx;, i # j, define
se x; serd posicionado antes ou depois de x; no conjunto
ordenado.

» Todos os algoritmos dao uma cota superior para o nimero de
comparag¢des efetuadas por um algoritmo que resolva o
problema da ordenac3o.

> A menor cota superior é dada pelos algoritmos MERGESORT
e o HEAPSORT, que efetuam ©(nlog n) comparagdes no pior
caso.

Anélise de Algoritmos. Cid de Souza, Cindida da Silva et al 1° sem de 2017

Arvores de Decisio - Modelo Abstrato

» Os nés internos de uma arvore de decisdo representam
comparagoes feitas pelo algoritmo.

> As subarvores de cada né interno representam possibilidades
de continuidade das a¢des do algoritmo apds a comparac3o.

> No caso das arvores bindrias de decisdo, cada né possui
apenas duas subarvores. Tipicamente, as duas subdrvores
representam os caminhos a serem seguidos conforme o
resultado (verdadeiro ou falso) da comparacdo efetuada.

> As folhas sdo as respostas possiveis do algoritmo apds as
decisdes tomadas ao longo dos caminhos da raiz até as folhas.
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O problema da ordenacdo - cota inferior

» Serd que é possivel projetar um algoritmo de ordenacdo
baseado em comparacdes ainda mais eficiente?

» Veremos a seguir que n3o!
» E possivel provar que qualquer algoritmo que ordena n

elementos baseado apenas em comparacdes de elementos
efetua no minimo Q(nlog n) comparagdes no pior caso.

» Para demonstrar esse fato, vamos representar os algoritmos de
ordenacdo em um modelo computacional abstrato,
denominado 4rvore (bindria) de decis3o.
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Arvores de decisdo para o problema da ordenacao

» Considere a seguinte definicdo alternativa do problema da
ordenagdo:

Problema da Ordenacao:

Dado um conjunto de n inteiros xi, X2, . . ., X,, encontre uma
permutacao p dos indices 1 </ < n tal que
Xp(1) S Xp(2) S -+ S Xp(n)-

» E possivel representar um algoritmo para o problema da
ordenacdo através de uma drvore de decisdo da seguinte
forma:

» Os nods internos representam comparacdes entre dois elementos
do conjunto, digamos x; < x;.

» As ramificacles representam os possiveis resultados da
comparagao: verdadeiro se x; < x;, ou falso se x; > x;.

» As folhas representam possiveis solucdes: as diferentes
permuta¢bes dos n indices.
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Arvores de Decisao para o Problema da Ordenacao Arvores de decisdo para o problema da ordenacao

Veja a arvore de decisdo que representa o comportamento do > Ao representarmos um algoritmo de ordena¢ao qualquer
Insertion Sort para um conjunto de 3 elementos: baseado em compara¢des por uma &rvore bindria de decisdo,
todas as permutacdes de n elementos devem ser possiveis

solugdes.

» Assim, a arvore binaria de decisido deve ter pelo menos n!
folhas, podendo ter mais (nada impede que duas sequéncias
distintas de decisGes terminem no mesmo resultado).

» O caminho mais longo da raiz a uma folha representa o pior
caso de execu¢do do algoritmo.

» A altura minima de uma &rvore bindria de decisdo com pelo
menos n! folhas fornece o niimero minimo de comparacdes
que o melhor algoritmo de ordenagao baseado em
comparag¢es deve efetuar.
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» Qual a altura minima, em func¢3o de n, de uma arvore binaria

de decisdo com pelo menos n! folhas? Devemos ter n! < 2" ou seja Ign! < h.
» Uma 4rvore bindria de decisdao T com altura h tem, no Temos que
méximo, 2" folhas.
» Portanto, se T tem pelo menos n! folhas, entdo n! < 2" ou e il
' ' =3 ’ N T ANVTE = n
seja, h > log, n!. (nh)® = ; (n=)(i+1) = H e
i= i=1
> Mas,
logyn! = > 7 logi Portanto
n o D
> Di—fn/2]logi
n
2 Di=fny2) log n/2 h > lg(n!) > 1nlg n.
> (n/2—1)logn/2 7 2
= n/2logn—n/2 —logn+1
> n/4logn, para n> 16.

» Entdo, h € Q(nlog n).
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Conclusao Cotas inferiores de problemas

> Em geral é muito dificil provar cotas inferiores ndo triviais de

~ z I um problema.
» Provamos ent3o que Q(nlogn) é uma cota inferior para o P

problema da ordenac3o. Um problema com entrada de tamanho n tem como cota
» Portanto, os algoritmos Mergesort e Heapsort sdo algoritmos inferior trivial Q(n).

6timos. » S30 pouquissimos problemas para os quais se conhece uma
» Veremos depois algoritmos lineares para ordenacio, ou seja, cota inferior que coincide com a cota superior.

que tém complexidade O(n). (Como??7) » Um deles é o problema da ordenagdo.

» Veremos mais dois exemplos: busca em um vetor ordenado e
o problema de encontrar o maximo.
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Busca em vetor ordenado Busca em vetor ordenado

Dado um vetor crescente A[p...r] e um elemento x, devolver um
indice i tal que A[i] = x ou —1 se tal indice n3o existe.

Busca-BINARIA(A, p, r, x)

1 se p<r » E possivel projetar um algoritmo mais rapido?
2 entio q < |[(p+r)/2] » Nio, se o algoritmo se baseia em comparacdes do tipo
se Alg] > x Ali] < x, Ali] > x ou A[i] = x.
entdo devolva BUSCA-BINARIA(A, p,q —1,x) » A cota inferior do niimero de comparacdes para o problema da
se Alg] <x busca em vetor ordenado é Q(lg n).

entdo devolva Busca-BINARIA(A, g+ 1,r,x)
devolva g > Alq] = x

v

Pode-se provar isso usando o modelo de arvore de decis3o.

senao
devolva —1

© 0 ~NO 1 b W

Ndmero de comparagdes: O(lg n).
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Cota inferior Problema do Maximo

» Todo algoritmo para o problema da busca em vetor ordenado Problema:
baseado em comparacdes pode ser representado através de Encontrar o maior elemento de um vetor A[1... n].

uma arvore de decis3do.

fd - » Existe um algoritmo que faz o servico com n — 1 comparacdes.
» Cada né interno corresponde a uma compara¢do com o

elemento procurado x. » Existe um algoritmo que faz menos comparagdes?

> As ramificages correspondem ao resultado da comparagao. > Nao, se o algoritmo é baseado em comparagdes.

> As folhas correspondem as possiveis respostas do algoritmo. » Considere um algoritmo genérico baseado em comparacdes
Ent3o tal arvore deve ter pelo menos n+ 1 folhas. que resolve o problema.

Que “cara” ele tem?

> Logo, a altura da arvore é pelo menos Q(lg n).
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Maximo Conclusao

O algoritmo consiste, no fundo, na determina¢do de uma colecido A de
pares (i,/) de elementos distintos em {1,... n}

> Um par (i,j) é um arco tal que A[i] < A[j]
Qualquer conjunto A devolvido pelo método contém uma “arvore

> O algoritmo deve continuar enquanto existir mais de um . . s
enraizada” e portanto contém pelo menos n — 1 arcos.

“sorvedouro” .

|
Assim, qualquer algoritmo baseado em comparagdes que encontra
MAXIMO(A, n) o maior elemento de um vetor A[l...n| faz pelo menos n — 1

1 A0 comparagdes.
2 enquanto A “ndo possui sorvedouro unico” faca

3 Escolha indice i e j em {1,...,n}

4 se Ali] < A[j]
5

6

7

Eis o paradigma de um algoritmo baseado em compara¢des:

entdo A+ AU(i,j)
sendo A < AU(j, )
devolva A
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Algoritmos lineares para ordenacao

Os seguintes algoritmos de ordenacdo tém complexidade O(n):

| » Counting Sort: Elementos sdo nimeros inteiros “pequenos”;
mais precisamente, inteiros x € O(n).

Ordenacdo em Tempo Linear » Radix Sort: Elementos sdo nlimeros inteiros de comprimento

maximo constante, isto €, independente de n.

» Bucket Sort: Elementos s3o niimeros reais uniformemente
distribuidos no intervalo [0..1).
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Counting Sort Counting Sort

COUNTING-SORT(A, B, n, k)
1 para /< 0 até k faca
2 Clil«+0

> Considere o problema de ordenar um vetor A[l...n| de
inteiros quando se sabe que todos os inteiros estdo no
intervalo entre 0 e k.

3 para j< 1 até nfaca
4 CIA]] < CIAL) +1

> C[i] é o nimero de js tais que A[j] =i
» Podemos ordenar o vetor simplesmente contando, para cada

inteiro i no vetor, quantos elementos do vetor sio menores 5 para i< 1 até k faca

que . 6 Cli] «+ C[i] + C[i — 1]

» E exatamente o que faz o algoritmo Counting Sort. > C[i] € o nimero de js tais que A[j] < i

7 para j < n decrescendo até 1 faca
8  B[C[A[]]] + Al
9  ClAl] « ClAL]] -1
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A[3[6[4[1]3[4]1]4
Czﬂﬂgﬂﬂ c|2[2[4[7]7]g

(b)

v

Qual a complexidade do algoritmo COUNTING-SORT?

v

O algoritmo n3o faz comparacdes entre elementos de Al

» Sua complexidade deve ser medida em funcdo do niimero das
outras operagoes, aritméticas, atribui¢des, etc.
B i Bl |1 4 > Claramente, a complexidade de COUNTING-SORT é O(n + k).
456 456 Quando k € O(n), ele tem complexidade O(n).
c|2[2|4]6(7]8] cl1]2|46(7]g]

© )

B W B[1/1/3/3/44l4]6 H3 algo de errado com o limite inferior de Q(nlog n) para

ordenacdo?

c[1]2[4[5[7[8

(® ()
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Algoritmos in-place e estaveis Radix Sort

> Algoritmos de ordenagdo podem ser ou n3o in-place ou
estaveis.

» Um algoritmo de ordenagdo é in-place se a memdria adicional

requerida é independente do tamanho do vetor que estd sendo ]
8 » Considere agora o problema de ordenar um vetor A[l... n]

inteiros quando se sabe que todos os inteiros podem ser

» Exemplos: QUICKSORT e HEAPSORT sdo métodos de ok a
P Q representados com apenas d digitos, onde d é uma constante.

ordenacdo in-place, ja MERGESORT e COUNTING-SORT n3o [
Ll » Por exemplo, os elementos de A podem ser CEPs, ou seja,

7 Ak S inteiros de 8 digitos.
» Um método de ordenagdo é estdvel se elementos iguais

ocorrem no vetor ordenado na mesma ordem em que sdo
passados na entrada.

» Exemplos: COUNTING-SORT e QUICKSORT sdo exemplos de
métodos estaveis (desde que certos cuidados sejam tomados
na implementa¢do). HEAPSORT ndo é.
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» Poderiamos ordenar os elementos do vetor digito a digito da
seguinte forma: > Podemos evitar o uso excessivo de memdria adicional

» Separamos os elementos do vetor em grupos que compartilham comegando pelo digito menos significativo.

o mesmo digito mais significativo.

» Em seguida, ordenamos os elementos em cada grupo pelo
mesmo método, levando em consideragdo apenas os d — 1
digitos menos significativos.

E isso o que faz o algoritmo Radix Sort.

v

v

Para que Radix Sort funcione corretamente, ele deve usar um
método de ordenacdo estavel.

v

Por exemplo, o COUNTING-SORT.

» Esse método funciona, mas requer o uso de bastante memoria
adicional para a organiza¢do dos grupos e subgrupos.
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Radix Sort Radix Sort - Exemplo

Suponha que os elementos do vetor A a ser ordenado sejam 329 720 720 329
nimeros inteiros de até d digitos. O Radix Sort é simplesmente: 457 355 329 355

657 436 436 436

|
839 457 839 457

RADIX-SORT(A, n, d) 436 7 657 355 ' 657

1 para i< 1até d faca 720 329 457 720

2 Ordene A[1...n] pelo i-ésimo digito 355 839 657 839
usando um método estavel 4 4 4
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Radix Sort - Corretude Radix Sort - Complexidade

» Qual é a complexidade do RADIX-SORT?

O seguinte argumento indutivo garante a corretude do algoritmo: . . .
& & & & » Depende da complexidade do algoritmo estdvel usado para

» Hipdtese de inducdo: os niimeros estdo ordenados com ordenar cada digito.
relacdo aos i — 1 digitos menos significativos. .
f 4 & I - > Se essa complexidade for ©(f(n)), obtemos uma
> O que acontece ao ordenarmos pelo i-ésimo digito? complexidade total de ©(d f(n)).
> Se dois niimeros tém i-ésimo digitos distintos, o de menor » Como d & constante, a complexidade é entio O(f(n)).

i-ésimo digito aparece antes do de maior /-ésimo digito.

T T 7 > Se o algoritmo estdvel for, por exemplo, 0 COUNTING-SORT,
> Se ambos possuem o mesmo i-ésimo digito, entdo a ordem obtemos a complexidade ©(n + k).

dos dois também estara correta pois o método de ordenacdo é
estdvel e, pela HI, os dois elementos ja estavam ordenados

segundo os i — 1 digitos menos significativos. e —

E o limite inferior de Q(nlog n) para ordenaco?

> Se k € O(n), isto resulta em uma complexidade linear em n.
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Radix Sort - Complexidade Radix Sort - Complexidade

» Em contraste, um algoritmo por compara¢do como o

MERGESORT teria complexidade ©(n Ig ). » O nome Radix Sort vem da base (em inglés radix) em que

] " . intepretamos os digitos.
» Assim, RADIX-SORT é mais vantajoso que MERGESORT

quando d < g n, ou seja, o niimero de digitos for menor que
Ig n.

» Se n for um limite superior para o maior valor a ser ordenado,
entdo O(logn) é uma estimativa para a quantidade de digitos
dos nimeros.

> A vantagem de se usar RADIX-SORT fica evidente quando
interpretamos os digitos de forma mais geral que
simplesmente 0..9.

» Tomemos o seguinte exemplo: suponha que desejemos
ordenar um conjunto de n = 22 nimeros de 64 bits. Ent3o,

T EEEE EEEEE MERGESORT faria cerca de nlgn = 20 x 220 comparagdes e
> Isso significa que ndo ha diferenca significativa entre o 8 6 N 1, 1 I A 1

desempenho do MERGESORT e do RADIX-SORT?
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» Agora suponha que interpretamos cada nimero como tendo

d = 4 digitos em base k = 2'° e usarmos RADIX-SORT com
o Counting Sort como método estdvel. » Supde que os n elementos da entrada estdo distribuidos

i . : uniformemente no intervalo [0, 1).
Entdo a complexidade de tempo seria da ordem de

d(n+ k) = 4(2%° 4-21°) operacdes, bem menor que 20 x 220
do MERGESORT. Mas, note que utilizamos dois vetores
auxiliares, de tamanhos 216 e 220,

» A idéia é dividir o intervalo [0,1) em n segmentos de mesmo
tamanho (buckets) e distribuir os n elementos nos seus
respectivos segmentos. Como os elementos estdo distribuidos
uniformemente, espera-se que o nimero de elementos seja

» Se o uso de memdria auxiliar for muito limitado, ent3o o 1
aproximadamente o mesmo em todos os segmentos.

melhor mesmo é usar um algoritmo de ordena¢do por
comparagao in-place.

» Em seguida, os elementos de cada segmento s3o ordenados
por um método qualquer. Finalmente, os segmentos
ordenados sao concatenados em ordem crescente.

» Note que é possivel usar o Radix Sort para ordenar outros
tipos de elementos, como datas, palavras em ordem
lexicogréfica e qualquer outro tipo que possa ser visto como
uma d-upla ordenada de itens comparaveis.
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Bucket Sort - Pseudocédigo Bucket Sort - Exemplo

1|.78 0
BUCKETSORT(A, n) 5 | 17 11 19 17
RUANEN e SRatcs 3 | .39 2| 21,23, 26
2 faca BJi] uma lista ligada vazia 4| 26 3 .39’ i
3 para i< 1 até nfaca 5 | 7 4
4 insira A[/] na lista ligada B[|n A[/]] A= 6 | 0a B = 5
5 para i<+ 0até n—1 faca 7 1 91 6| 63
6 ordene a lista B[i] com INSERTION-SORT s | 12 71 70 78
7 Concatene as listas B[0], B[1],...,B[n —1] 9 | 23 8 1

10 | .68 9| .94
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Bucket Sort - Corretude Bucket Sort - Complexidade

» E claro que o pior caso do Bucket Sort é quadrético,

> Dois elementos x e y de A, x <y, ou terminam na mesma supondo-se que as ordenacdes das listas seja feita com
lista ou sdo colocados em listas diferentes BJ[i] e B[j]. ordenac3o por inserc3o.

> A primeira possibilidade implica que x aparecerd antes de y » Entretanto, o tempo esperado ¢ linear.
na concatenacdo final, ja que cada lista é ordenada. Intuitivamente, a idéia da demonstracdo é que, como os n

> No segundo caso, como x < y, segue que elementos estdo distribuidos uniformemente no intervalo
i=|nx| <|ny| =j. Como i#j, temos i < j. Assim, x [0,1), ent3o o tamanho esperado das listas é pequeno.
aparecerd antes de y na lista final. > Portanto, as ordenagdes das n listas B[i] leva tempo total

esperado O(n).
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Bucket Sort - Complexidade Bucket Sort - Complexidade
> Seja n; varidvel aleatéria que denota o nimero de elementos Seja Xj a varidvel aleatéria bindria que indica se o elemento j é
em B[i]. Claramente n=>"7_, n;. inserido em B[i]. Claramente n; = Y 7, X;.
> Seja T(n) varidvel aleatdria que denota o tempo de execugdo
do algoritmo - 2

> Inser¢do em listas ligadas é feita em O(1). Assim, a inser¢do E[n?]
dos n elementos em B[ | gasta O(n). i
» Execucdo do InsertionSort em uma lista com n; elementos é T

feita em tempo O(n?) R
| - £ (S5
il 5 =1 k=1
O(n)+)_ O(n}) :
i=0 n ) n n
- E[SxY T
=1

I
M

n
> Xi
=1

E

E[T(n)]

— o(n)+ Y E[0(m)]

Ty
i=0 n n n
= = D EDGI+D>. D ElXGXa]
= ©(n)+ Y _ O(E[n)) =1 J=1 k=1, kit
i=0
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Bucket Sort - Complexidade Bucket Sort - Complexidade

n n n g
Voltando a andlise de E[T(n)], temos
E] = S EDG+Y Y EDGXal Shes
j=1 Jj=1 k=1, k#j
n n n n—1
= D EXI+Y. > EDGIE[Xa] E[T(n] = ©(n)+ > O(E[n?])
j=1 Jj=1 k=1, k#j i=0
n 1 n n 11 n—1
—>:1.50 3 L = e+ 0w
j=1 Jj=1 k=1, k#j i=0
1 = O(n)
= 1+n(n— 1)?
1
— | EE
n
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Estatisticas de Ordem (Problema da Sele¢&o)

» Estamos interessados em resolver o

Problema da Selecdo:
Dado um conjunto A de n niimeros reais e um inteiro /,
determinar o i-ésimo menor elemento de A.

Estatisticas de Ordem » Casos particulares importantes:

Minimo : i =1
Maximo : i = n
Mediana : / = (mediana inferior)

143~
Mediana : i = [2£L] (mediana superior)
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Minimo

Recebe um vetor A[L ... n] e devolve o minimo do vetor.

MINIMO(A, n)
min < A[1]
para j < 2 até n faca
se min > A[j]
entdo min + A[/j]
devolva min

G wN =

Ndmero de comparagdes: n — 1 = O(n)

Aula passada: n3o é possivel fazer com menos comparagdes.
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Minimo e maximo

» Processe os elementos em pares. Para cada par, compare o
menor com o minimo atual e o maior com o maximo atual.
Isto resulta em 3 compara¢des para cada 2 elementos.

» Se n for impar, inicialize o minimo e 0 maximo como sendo o
primeiro elemento.

> Se n for par, inicialize 0 minimo e o maximo comparando os
dois primeiros elementos.
Nimero de comparagdes:

3|n/2] se n for impar
3|n/2] =2 se n for par

Pode-se mostrar que isto é o melhor possivel.
(Exercicio x do CLRS)
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Minimo e maximo

Recebe um vetor A[L... n| e devolve o minimo e o maximo do
vetor.

MINMAX(A, n)
min < méx + A[1]
para j «+ 2 até n faca
se A[j] < min
entdo min + A[j]
se A[j] > méax
entdo méx «+ A[/]
devolva (min, max)

~NOoO O W=

Ntmero de comparagdes: 2(n — 1) = 2n —2 = ©O(n)

E possivel fazer melhor!
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Problema da Selecao — primeira solucao

Recebe A[l...nj eitalquel <i<n
e devolve valor do i-ésimo menor elemento de A[L... n]

SELECT-ORD(A, n, i)

1 ORDENE(A, n)

2 devolva A[i]

ORDENE pode ser MergeSort ou HeapSort.

|
A complexidade de tempo de SELECT-ORD é O(nlg n).

Serd que n3o da para fazer melhor que isso?

Afinal, consigo achar o minimo e/ou méximo em tempo O(n).
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Relembrando — Particao Relembrando — Particione

Problema: rearranjar um dado vetor A[p...r| e devolver um indice
q, p < q<r, tais que

Rearranja A[p...r] de modoque p<g<re

Alp...q—1] < Alg] < Alg+1...7] Alp...q—1] < Alq] < A[g+1...r].

PARTICIONE(A, p, r)

Entrada: 1 x<« Alr] >xéo “pivd"
. _ 2 i« p-1
A [99]33]55]77|11]22]68]66]33]44] i pa;aeJAE]’LaXte T
5 entdo i+ i+1
, 6 Alill & ALj]
Saida: 7 Ali+1] < Alr]
P q 7 8 devolva j+1
A [33]11]22]33][44]55]99]66]77]88]
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Problema da Selecao — segunda solucdo Problema da Selecao — segunda solucdo

Recebe A[p...rleitalque 1 <i<r—p+1
e devolve o i-ésimo menor elemento de A[p...r].

Suponha que queremos achar o i-ésimo menor de A[1...n].

» Executamos PARTICIONE e este rearranja o vetor e devolve

um indice k tal que SELECT-NL(A, p, r, /)
1 sep=r
All...k—1] < Alk] <Alk+1...n]. 2 ent3o devolva A[p]
3 g <+ PARTICIONE(A, p, r)
4 k<qg—p+1
» Eis a idéia do algoritmo: 5 sei=k [>pivd é o i-ésimo menor!
> Se i = k, entdo o pivd A[k] é o i-ésimo menor! (Yeesss!) 6 entdo devolva A[q]
> Se i < k, entdo o i-ésimo menor estd em A[l...k —1J; 7 senao se | < k
> Se /> k, entdo o j-ésimo menor estd em A[k +1...n]. 8 entdo devolva SELECT-NL(A, p,q — 1,1)
9 sendo devolva SELECT-NL(A, g+ 1,r,i — k)
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Segunda solu¢ao — complexidade Segunda solu¢ao — complexidade

SELECT-NL(A, p, r, i) Tempo

SELECT-NL(A, p, r, i) Tempo 1 sep=r o(1)

1 sep i f 2 entdo devolva A[p] 0O(1)

2 entdo devolva A[p] 7 3 g < PARTICIONE(A, p, r) O(n)

3 g < PARTICIONE(A, p, r) ? 4 keqg-p+1 o(1)

4 k<—.q—p+1 ’f 5 sei=k o(1)
5 sei =~k 4 6 entdo devolva A[q] 0O(1)

6 entéo dev.olva Alq] i 7 sendo se | < k O(1)

7 senao~se i<k . ? 8 entdo devolva SELECT-NL(A, p,q —1,1) T(k—1)
8 entdo devolva SELECT-NL(A, p,q — 1,/) ? 9 sendo devolva SELECT-NL(A, g+ 1,r,i — k) T(n— k)
9 sendo devolva SELECT-NL(A, g+ 1,r,i — k) ¥

T(n) =max{T(k—1), T(n— k)} + ©(n)
T(n) = complexidade de tempo no pior caso quando n=r —p+1

T(n) € ©(n?) (Exercicio)
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Segunda solu¢ao — complexidade SELECT aleatorizado

O pior caso do SELECT-NL ocorre devido a uma escolha infeliz do
pivo.

Um modo de evitar isso é usar aleatoriedade (como no
QUICKSORT-ALEATORIO).

v

A complexidade de SELECT-NL no pior caso é ©(n?).
> Entdo é melhor usar SELECT-ORD?

» N3o, SELECT-NL é muito eficiente na pratica.

» Vamos mostrar que no caso médio SELECT-NL tem PARTICIONE- ALEATORIO(A, p, r)
complexidade O(n). 1 j <+ RanpoMm(p,r)
2 Al] & Alr]

3 devolva PARTICIONE(A, p, r)
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Algoritmo SELECT-ALEAT Analise do tempo esperado

Recebe A[p...rl eital que 1 </ <r—p+1 Recorréncia para o tempo esperado de SELECT-ALEAT.

e devolve o i-ésimo menor elemento de A[p...r] T(n) = complexidade de tempo de SELECT-ALEAT.

SELECT-ALEAT(A, p, r, i)

1 sep=r T(0)=0(1)
2 entdo devolva A[p] T(1) =0(1)
3 g < PARTICIONE-ALEATORIO(A, p, r) -
4 k<qg—p+1 T(n) < Xi T(max{k —1,n — k}) + ©(n),
5 sei=k [>pivd é o i-ésimo menor =1
6 entdo devolva A[q] I NN !
7 SRENSENNE onde X é varidvel aleatdria bindria que é igual a 1 sse o vetor
8 entdo devolva SELECT-ALEAT(A, p,q —1,1) Alp...q] tem k elementos
9 sendo devolva SELECT-ALEAT(A,q+ 1,r,i — k) E[T(n)] & B(777).
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Anilise do tempo esperado Demonstragdo: E[T(n)] < n
= 5 ZH:X T(max{k—1,n—k})+ an Zi
= 2 k ’ E[T(n)] < - > E[T(K]+an
i k=|n/2]
< ) E[X] E[T(max{k —1,n— k})] + an i
Pl < - Z ck + an
n
1 k=|n/2]
< Z =~ E[T(max{k —1,n— k})] + an
il e { L2l =1
z c
5 7l Tl k — Z k| +an
< = E[T(k = =
- "k%ﬂ jBELaEs 2 1 2] — 1)|n/2
=\n 0 B
_ 2 (=D _(n2l-Dln2lY,
n 2 2
pois

k—1 sek>[n/2],
max{k—lv”_k}:{ RELAE SN E S i
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E[T(n)] < %C (("—21)n _ (/2] —21)Ln/2J> o

oenrs €700 < 1
|

2c ((n—=1)n (n/2-=2)(n/2-1)
< = S REE 5 +an O tempo esperado de SELECT-ALEAT é O(n).
2
T 3L+f_2 4 an Na verdade,
n\ 4 2
|
3cn ¢
< F + 5 + an O tempo esperado de SELECT-ALEAT é O(n).
cn ¢
= cn—(————an) <cn
4 2 Veremos depois:

Algoritmo que resolve o Problema da Selecdo em tempo linear (no

Isto funciona se ¢ > 4a e n > 2c/(c — 4a). pior caso).
Logo, E[T(n)] = O(n).
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Problema da Selecao — terceira solucdo Problema da Selecao — terceira solugdo

1. Divida os n elementos em | £ | subconjuntos de 5 elementos e

um subconjunto de n mod 5 elementos.
5 1
Problema da Selegdo: 2
Dado um conjunto A de n nlimeros reais e um inteiro /, determinar
o i-ésimo menor elemento de A.

QoM @lliglile

Ol O QL)

Q@@ i@ lilg

Ol O Q)

Ol O QI

Ol O QAT )
3

Veremos um algoritmo linear para o Problema da Selec3o.
2. Encontre a mediana de cada um dos [£] subconjuntos.

BFPRT = Blum, Floyd, Pratt, Rivest e Tarjan

Para simplificar a exposicdo, vamos supor que os elementos em A
sao distintos.

Ol O (o] (1 )
O] Q @] ()
O 3 ey I ]
O] © @ CI)
O] © @ gad)
Ol O @] ()

Na figura acima, cada subconjunto estd em ordem crescente,
de cima para baixo.
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Problema da Selecdo — terceira solucao Problema da Selecdo - terceira solucdo

3. Determine, recursivamente, a mediana x das medianas dos
subconjuntos de no maximo 5 elementos.

[ ] [ ) [ ) [ ] [ ) [ )

° o o o o L 4 4. Usando x como pivd, particione o conjunto original A criando
o o o o o o o dois subconjuntos A~ e A, onde

° o o o o o o » A. contém os elementos < x e

o o e o o ° » A~ contém os elementos > x.

Se a posicdo final de x apds o particionamento é k, entdo
A figura acima é a mesma que a anterior, com as colunas [Ac|=k—1e|As|=n—k.
ordenadas pela mediana de cada grupo. A ordem dos
elementos em cada coluna permanece inalterada.
Por simplicidade de exposicdo, supomos que a tltima coluna
permanece no mesmo lugar.
Note que o algoritmo ndo ordena as medianas!
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Problema da Selecao - terceira solugdo Terceira solucdo — complexidade
5. Finalmente, para encontrar o /-ésimo menor elemento do T(n) : complexidade de tempo no pior caso

conjunto, compare | com a posicdo k de x apds o
particionamento:

_ 1. Divisdo em subconjuntos de 5 elementos. ©(n)
» Se | = k, x é o elemento procurado; I ]
» Se / < k, entdo determine recursivamente o i-ésimo menor 2. Encontrar a mediana de cada subconjunto. O(n)
elemento do subconjunto A_; 3. Encontrar x, a mediana das medianas. T([n/5])
> Sen3o, determine recursivamente o (i — k)-ésimo menor 4. Particionamento com pivé x. o(n)
elemento do subconjunto A T
5. Encontrar o i-ésimo menor de A T(k—1)
Note que esta parte é idéntica ao feito em SELECT-NL e em OU encontrar o / — k-ésimo menor de A-. T(n— k)
SELECT-ALEAT. O que diferencia este algoritmo dos outros é a E I
escolha do pivo. Escolhendo-se a mediana das medianas, vamos Temos entdo a recorréncia
poder garantir que nenhum dos lados é muito “grande’. T(n) = T([n/5]) + T(max{k —1,n — k}) + ©(n)
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Terceira Solugcao - Complexidade Terceira Solucao - Complexidade

. I s g . Da mesma forma, o nimero de elementos < x, isto é [Js, é no
O diagrama abaixo classifica os elementos da (ltima figura.

minimo % —
H--E BHB8—c ° Assim, no passo 5 do algoritmo,
[EES[E] EESES] e o | = <x - o
i ] O x A XTI ST =S5 max{k—l,n—k}ﬁn—(lo—6>§10—|-6.
o o e N A NN ol = 17
o o e A A A
A recorréncia T(n) estd agora completa:
Veja que o nimero de elementos > x, isto é As, é no minimo
3n T { o(1), n < 140
10— O (n) <
10 T([n/5]) + T(|7n/10] 4+ 6) + ©(n), n > 140,

Isto porque no minimo [1[27] grupos contribuem com 3

elementos > x, exceto possivelmente o Gltimo e aquele que contém
x. Portanto, 3 ([32]]1—2) > 32 —6. A soluggo é T(n) € ©(n)

140 é um “ndmero magico” que faz as contas funcionarem. . .
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Solugdo da recorréncia: T(n) < cn Algoritmo SELECT

Recebe A[p...rl eitalque 1 </ <r—p+1

T(n) < T([n/5])+ T(|7n/10] +6) + an e devolve um indice g tal que A[q] é o i-ésimo menor elemento de

hi Alp...r].
< «¢[n/5] 4+ ¢c(|7n/10] + 6) + an )

SELECT(A, p, r, i)
< ¢(n/5+4+1)+c(7n/10 + 6) + an e
= 9cn/10+7c+an entdo devolva p > p e nio Alp]
= cn+ (—cen/10+ 7c + an) q < PARTICIONE-BFPRT(A, p, r)
< cn, k<—qg—p+1

se i =k

entdo devolva ¢ > ¢ e nio A[q]

senao se | < k
entdo devolva SELECT(A, p,q —1,1)
sendo devolva SELECT(A,q+ 1,r,i — k)

Quero que (—cn/10 4+ 7c + an) < 0.

© 00 ~NO G b WN

Isto equivale a ¢ > 10a(n/(n — 70)) quando n > 70. Como
n > 140, temos n/(n — 70) < 2 e assim basta escolher ¢ > 20a.
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PaAarTICIONE-BFPRT

Rearranja A[p...r] e devolve um indice g, p < g < r, tal que
Alp...q-1] < Alq] < Alg+1...r] e

max{k —1,n— k} < H—ZJ +6,

onden=r—p+lek=qg—p+1.
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PArTICIONE-BFPRT

PARTICIONE-BFPRT (A, p,r) >n:=r—p+1

1
2

3

o1

para j < p,p+5,p+5-2,... até p+5([n/5|-1) faca
ORDENE(A, j, j+4)

ORDENE(A, p+5[n/5], n)

para j < 1 até [n/5]—1 faca
Alj] + Alp+5j-3]
Alln/51] < All(p+51n/5]+n)/2]]

k < SELECT(A, p, p+[n/5]—1, [([n/5]+1)/2])

AlK] < A[r]
devolva PARTICIONE(A, p, r)
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PaAarTICIONE-BFPRT

v

Divida o vetor em |n/5| grupos de tamanho 5 e um grupo
<5,

> ordene cada grupo e determine a mediana de cada um deles,

v

determine a mediana das medianas chamando SELECT (!!)

v

e particione o vetor em torno desse valor.
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Exercicios

Exercicio 1 Mostre como modificar QUICKSORT de modo que
tenha complexidade de tempo ©(nlg n) no pior caso.

Exercicio 2 Suponha que vocé tenha uma subrotina do tipo
“caixa-preta” que determina a mediana em tempo linear (no pior
caso). Descreva um algoritmo linear simples que resolve o
problema da selecdo para todo i.
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Exercicios

Exercicio 3 Dado um conjunto de n nimeros, queremos imprimir
em ordem crescente os i maiores elementos deste usando um
algoritmo baseado em comparag¢des.

Compare a complexidade dos seguinte métodos em funcdo de n e /.

» Ordene o vetor e liste os / maiores elementos.

» Construa uma fila de prioridade (max-heap) e chame a rotina
EXTRACT-MAX |/ vezes.

» Use um algoritmo de selecdo para encontrar o i-ésimo maior
elemento, particione o vetor em torno dele e ordene os i
maiores elementos.
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