Lista de exercicios de fixacdo! — Programagao Linear — IC-UNICAMP — 12 semestre de 2017

Os exercicios marcados com (BJS) foram retirados do M.S. Bazaraa, J.J. Jarvis e H.D. Sherali, Linear
Programming and Network Flows, segunda edicdo, Wiley. Ha outros exercicios de modelagem no livro.

Programacao Linear

Questao 1. Desenhe o politopo para o seguinte PL. Depois descubra a direcdo normal do vetor da fungdo
objetiva e, usando o desenho, descubra o valor do programa:

min  7x+ 3y
sa 2x4+3y <20
3x—6y<—12
y>1
2x+3y > 10

Questdo 2. (BJS) Um moinho fabrica comida para gado, ovelhas e galinhas. Isto é feito misturando-se os
seguintes ingredientes: milho, calcdrio, soja, e racdo de peixe. Estes ingredientes contém os seguintes nu-
trientes: vitaminas, proteina, cdlcio e gordura. Os ingredientes dos nutrientes em cada quilo estdo indicados
na tabela abaixo.

Nutrientes
Ingrediente Vitaminas Proteina Célcio Gordura
Milho 8 10 6 8
Calcario 6 5 10 6
Soja 10 12 6 6
Racdo de peixe 4 8 6 9

O moinho € contratado para produzir 10, 6 e 8 toneladas de comida para gado, ovelhas e galinhas. Ele tem a
sua disposicao 6 toneladas de milho, 10 toneladas de calcério, 4 toneladas de soja e 5 toneladas de ragdo de
peixe. O prego por quilo desses ingredientes é respectivamente R$20, R$12, R$24 e R$12. As quantidades
minima e mdxima permitidas dos nutrientes em um quilo de comida para gado, ovelhas e galinhas estdo
indicadas abaixo.

Nutrientes
Vitaminas Proteina Calcio Gordura
Comidap/ | Min Max | Min Max | Min Max | Min Max
Gado 6 oo 6 oo 7 oo 4 8

Ovelhas 6 oo 6 oo 6 oo 4 6
Galinhas 4 6 6 o 6 o 4 6

Formule este problema como um programa linear que minimiza o custo total de producao.

Questao 3. (BJS) Uma fébrica de aco produz quatro tamanhos de perfil I (“I-beam”, consulte a Wikipe-
dia!): pequeno, médio, grande e extragrande. Esses perfis podem ser produzidas por qualquer das maquinas
A, B e C. Os comprimentos em metros de perfil I que podem ser produzidas nas miquinas em uma hora
estdo indicadas abaixo.

Beam | A | B | C |
pequeno 300 | 600 | 800
médio 250 | 400 | 700
grande 200 | 350 | 600
extragrande | 100 | 200 | 300
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Suponha que cada maquina pode ser usada até 50 horas por semana e que os custos de operacdo (por hora)
das mdquinas sdo respectivamente R$30, R$50 e R$80. Suponha ainda que 10.000, 8.000, 6.000 e 6.000
metros dos diferentes tipos de I beams sdo requisitados por semana. Formule o problema de escalonar as
madaquinas de modo a minimizar o custo total de producdo como um programa linear.

Questiao 4. (BJS) Uma companhia estd planejando a manufatura de 3 produtos em quatro maquinas. Cada
produto pode ser manufaturado em qualquer das maquinas. Os custo de produgéo por unidade estdo indica-
dos na tabela:

Maiquinas
Produto | 1 | 2 |3 | 4
1 4 | 4|57
2 6 | 75| 6
3 12 110 | 8 | 11

Os tempos em horas necessdrio para produzir cada unidade de um produto em cada méquina estdo indicados
abaixo.

Midquinas
Produto | 1 2 3 4
1 0,31025(02| 0,2
2 02103 [02]0,25
3 08| 06 |06 05

Suponha que 4000,5000 e 3000 unidades dos produtos sdo exigidos e que os tempos em horas disponiveis
para cada maquina sdo 1500, 1200, 1500 e 2000, respectivamente. Formule o problema como um programa
linear visando minimizar o custo total.

Questiao 5. Mostre que se A é a matriz de incidéncia de um grafo orientado e B uma matriz obtida a partir
de A transformando alguns elementos ndo nulos em 0, entdo B € totalmente unimodular.

Problema de fluxo de custo minimo

Questao 6. (BJS) Uma agéncia de planejamento governamental quer determinar as fontes de combustivel
para uso de n galpdes entre m empresas que oferecem o servigo. A quantidade maxima oferecida pela
empresa i € a; litros e a demanda do galpdo j € de b; litros. Seja c¢;; o custo de transporte por unidade da
empresa i para o galpdo j. Formule o problema de minimizar o custo total de compra pela agéncia como um
programa linear.

Questio 7. Seja G = (V,E) um grafo orientado com conjunto de nés N e arcos A e dois nés distintos
s e t. Apresente um poliedro definido por um vetor de varidveis x € [0, 1]‘E | indexado em E, com niimero
polinomial de restri¢des e conjunto de vértices do politopo ¥, tal que, se £ € ¥/, entdo £ representa os
caminhos de s a ¢, com £, = 0 para todo a € 6 (s) UJ7(¢). Isso é, sdo caminhos sem arcos entrando em s
ou saindo de ¢.

Questao 8. Problema do do b-emparelhamento mdximo em grafo bipartido: Considere o problema em que
sdo dados um grafo bipartido G = (V,E) com partes A e B, uma func¢do de peso nas arestas w: E — Q e
uma fungdo b : V — ZT e queremos encontrar um conjunto de arestas M tal que o nimero de arestas de M
incidentes a um vértice v € no maximo b,.. O objetivo é encontrar uma solucdo M que maximiza o peso total
das arestas.



Questao 9. Considere a seguinte formulacéo para o problema do caminho minimo:

min = Y ,cg WeXe
Yeest(v)Xe = Lees- () Xe =0 YweV\{s,}
Yoo+ (s) Xe =1
P
( ) 8.a. ZeeB*(z) Xe =1
0<x, <1 VecE\ (5 (s)US* (1))
0<x, <0 Vee€d (s)Ud™(r)

Mostre que o poliedro associado a esta formulaco € inteiro.
Questao 10. Determine o dual do seguinte programa linear

min cx+1y

sa Ax+By < b .
Cx+Dy = d
x>0

(a) Suponha que A,B,C,D,c,l,b,d sdo nimeros. Atente-se para as restri¢des de sinal das varidveis do
primal e dual.

(b) Verifique o teorema fraco da dualidade para o par de programas lineares obtido, i.e., mostre que o
valor de uma solugéo viavel para o programa primal € maior que o valor de uma solugéo viavel para o
programa dual.

(c) Agora suponha que A,B,C,D sdo matrizes e c,l,b,d sdo vetores de tamanho apropriado e dé o pro-
grama dual correspondente, também em notagdo de matrizes.

Programacao linear inteira

Questao 11. Problema da Cobertura por Conjuntos Considere um conjunto de elementos E e uma familia
de conjuntos .’ de E. Uma cobertura de E é uma cole¢do de conjuntos S C .% cuja a unido é E, ou seja,
UxesX = E. Na figura a esquerda hd um exemplo de elementos e familia de conjuntos e na figura a direita
ha uma cobertura de conjuntos.

No problema da cobertura por conjuntos minima, sdo dados dados E, . e uma fun¢éo de custo ¢ : . — Q
(dizemos que ¢(X) é o custo do conjunto X). O objetivo é encontrar uma cobertura por conjuntos S que

minimiza
Z c(X).
Xes

Questao 12. Suponha que vocé tenha um problema e deseje escrevé-lo como um programa linear inteiro.
Deé estratégias para representar decisdes a serem tomadas utilizando varidveis de sua formulag@o.

(a) Uma varidvel de decisdo é x, que um nimero racional (possivelmente fraciondrio) que representa a
vasdo de dgua em um tubo de distribui¢do. Para evitar contaminacdo dé dgua devida a baixa pressio,
a a varidvel x sé pode assumir valor 0 (quando nao passa dgua pelo tubo), ou valores acima de uma
constante K. Como vocé poderia restringir essa varidvel?



(b) Um atacadista tem um sistema de vendas em que quanto mais se compra, maior o taxa de desconto.
Entre as regras, existem m niveis by < by < --- < b,,. Se x representa a taxa de desconto fornecida e
foram vendidos ¢ itens, entdo o desconto permitido € de no méximo x < b;; se forem vendidos mais de
m itens, o desconto é de no maximo b,,. Como vocé pode restringir as varidveis ¢ e x?



